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TM^orle   der  Modnlar-   (elliptischen) 

Fanktionen. 

(Fortsetzung  des  Aufsatzes  Nr.  XL.  in  Tbl.  XI.  S.  395.) 

Von  dem 

Herrn  Doctor   J.   Dienger, 

Lehrer    der  BlaÜieniatilE  and  Physik   an   der   höheren  Birgertehale  xa 

Sinsheim  bei  Heidelberg. 


§   14. 
Hat  man  zu  integriren  ^ 

« 
80  sind  wieder  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

I.    Die  Gleichung 

q>(x)=0 
hat  Tier  imaginäre  Wurzein.    In  diesem  Falle  setze  man 

g,  (ar) = (a  +  26a:  +  ca:«)  (a' +  26'ar  +  c':r«) , 

worin  üy  bi  Ci  a's  Vy  c'  reelle  Grössen  sind.    Damit  q>{x)  positiv 

tzt  werden  muss,    müssen 
^3^  von  demselben  Vorsei- 


sei,   da    \ \p{x)  als  reell   vorausgesetzt  werden  muss,    müssen 
die  Grossen  a+2bx+cx*,  a'+2b'x+c'afl 


eben  sein.    Lost  man  die  Gleichungen 


Theil  XIII 


so  ilürfen  sie  bloss  imaginäre  Werthe  für  x  geben,  d.  h.  es  mnss 

6«— ac<0,  6'«— aV<0; 

oder,  da  6^  und  b'^  positiv  sind,  es  müssen  a,  c  dasselbe  Vor- 
zeichen haben,  eben  so  a',  c',  und  zugleich  muss 

sein.    Zugleich  ist 

"  a 

also  müssen  a -{■  2bx -i- ca^  und  0,  folglich  auch  c,  dasselbe  Vor- 
zeichen haben,  und  eben  so  die  Grossen  a'  +  2h'x-j' c'a:'^,  a\*c'. 
Da  aber  a  +  '2bx+ca:^  und  a'-f  26'^  +  e'a;^  dasselbe  Vorseii^ien 
(positiv  oder  negativ)  haben,  so  haben  folglich  auch  a,  c,  af,  c' 
dasselbe  Vorzeicnen;  sogleich  darf  d?  immer  nur  so  gewählt  wer- 
den, dass  die  Grössen  a+2Äar+ca;^,  a'+26':r-fc'.r*  immer  inner- 
halb der  Gräuzen  der  Integration  dasselbe  Vorzeichen  haben,  wie 
a,  c,  a',  c'.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  man  diese  letztem 
Grossen  immer  als  positiv  betrachten  kann,  da  ja 


und  wir  wollen  also  dies  annehmen  und  die  Gränzen  der  Integra- 
tion darnach  bestimmen.    Setzen  wir  nun: 


2« 


a  +  2bx+cx^  A  r  ai^2öx+ca:^ 

^a'+2b'x  +  &x^'    2j-±Y  a'+2b'x+c'x^' 


so  findet  sich 


V^^-(ft~ft^x')dbVz 


worin : 

Z = (6  -  ft'z«)«—  (a^a'x^  (c-^c'z^ . 
Demnach 

Ä  +  car—  (b'+c'x)z^—±^^' 

Da  aber 

(a'  +  26'a: + c'x^z^  =ia  +  2bx+  car«, 

so  ergiebt  sich: 

dz 
(b'+c'x)z^+(a'  i^ib'x+c'x^t  ^-b  +  ex. 


6+c.r— (6'+c'«)i*=;(a'+26'a:+c'x»)z  ^  =  ±  STl 


=  (a'+26'.+c'.>)(±V„rt^fi-i,)| 


=  ±^9K*)|. 


d.h. 


ViRiJ.^V^, 


Bx' 


Nun  wt 


^8. 


und  da  Z  von  der  Form  der  iti  §•  13.  betrachteten  Ausdrflcke  ist, 
so  kann  unsere  Aufgabe  als  gelost  angesehen  werden. 

n.  Die  GMehiing  ^(;r)£=0  habe  swei  reelle  und  zwei  ima- 
gin&re  UVurzelo.  Die  beiden  reellen  Wurzeln  seien  uueleich^  n 
und  n'f  und  awar  sei  ii>n';  der  reelle  Faktor  des  zweiten  €rta- 
des  sei  a -^^bx -\r cx^,  worin  also  ac>6'  sein  muss.  Zugleich 
sieht  man»  dass  a-|-26x-f  ca:^  «»  c  dasselbe  Vorseichen  haben 
mfissen,  das  man,  wie  oben,  immer  als  positiv  voraussehen  kann« 
Hierbei  hat  man  wieder  folgende  Fälle  zu  unterscheiden : 

II.  ]•  Die Integrationsgränzen seien  so  gewählt,  dass  nimmer 
zwischen  n'  und  n  sei ,  zugleich  sei 


/-. 


dx 


Vipix) 
Null  fSr  j?=:fi'.    Alsdann  muss 

g)  (a:) = (ar  —  »')  («  -^)  (« + ^bx  +  cx^) 
sein»  danit  9>(j;)  positfv  sei.    Setst  man 


,      X — n' 


SO   bildet  sich  das  vorliegende   Integral   in  ein  anderes  von  der 
Form  in  $.  13.  um. 

n.  2.  Es  sei  a?<n'»  das  Integral  aber  wieder  Null  filr  x=n'. 
Id  diesem  Falle  muss 

(p  (x)  =  («'— a:)  (n^x)  (a + 2bx + e^ 


sein.    Setzt  man  hier 


^      vi  —X 


n—x 

so  erhält  man  wieder  eine  Form  des  §.  13. 

II.  3.  Endlieh  sei  ar>n,  und  das  Integral  sei  Null  för  j;=:n. 
Alsdann  bt 

9  {x)  =  (ar— n')  (a?— n)  (a  +  26ar  +  car*) , 

und  man  setze 

2**= 9 

X — n 

um  die  verlangte  Umbildung  zu  erhalten. 

III.  Die  Gleichung  g7(ar)=0  habe  vier  reelle  Wurzeln  a,  6, 
c>  <£»  welche  so  beschaffen  seien,  dass  <Z>c>6>a.  Nun  ist 
entweder 

^  (a?) = (ar — c)  (a: — 6)  (a:—  c)  (a: — cQ  > 
oder 

9  (ar)  =  — '  (a:— o)  (a:— 6)  (a?— c)  (a^-^ . 

Im  ersten  Falle  ist  ^(ar)  nur  positiv,  wenn  x  zwischen  6  und  € 
oder  ausserhalb  der  Gränzen  von  a  und  d  liegt;  im  zweitöu  dage- 
gen nur,  wenn  x  zwischen  a  und  6,  oder  c  und  if  liegt 

III.  1.  Sei 

g?  (a?) = + (ar— a)  (ar — 6)  (x—c)  {x — d) , 

■  ■ 

und  zwar 

a)  die  Integrationsgränzen  so  gewählt,  dass  ar  zwischen  6 und 
€  liege,  während  das  Integral  Null  sei  für  a:=:6.  In  die- 
sem Falle  setze  man 


z«= 


X — b    a — b 
c — X  '  a — c 


ß)  X  ausserhalb  der  Gränzen  a  und  d,  uqd  das  Integral  sei 
Null  für  x=d.    Alsdann  setze  man 


1«= 


X — d  c  —  a 


x^-a  '  d — c ' 
m.  2.  Es  sei 

9  (a?)  =  —  (ar—a)  (a>-6)(a>— c)  (s—d) . 

a)  X  zwischen  a  und  A,   das  Integral  Null  für  a?=a.    Man 
setze 


t«= 


b—x  d — b' 


ß)    X  zwischen   c  und  d,  das  Integral  Null  fär  x=^c.    Man 
setze 


2»: 


ar — c    c — a 


d — x'  d — a* 


8.  W. 

Wie^  in  §.  10.  kann  man  leicht  eine  Reihe  neuer  Formeln  ab- 
leiten, die  nach  Art  des  §.  13.  angewandt  werden  können« 

Setzt  man  n&mllch 

I 

»nia  f{v)  eioe  ModolarfunktioD  von  «  ist,  so  ergiebt  sich: 
^/'p.-sr-- 5:1=1»    alsot»= 


ii 


bt  also  z.  B. 

I.  A«>)=sn(!?),  d.  h.  (snr)*=a:,  so  ist: 

« 

1    p*        Bx 1    /** dx_ 

^'^^J     sni?.cnü.dnü""2y     Vx(l-x)(l^itfix)' 

II.  ^(o)  =  cnt;,  d«  h.  (cnt>)*=a:,  so  ist: 

dx 


?)(m'«+ni«a;) 

III.  /'(i?)=tnv,  d.  b.  (tn 0)^=0;,  so  ist: 

^1^  /»* dx 

IV.  /*(t)=ctnt?,  d.  h.  (ctnr)*=a:,  so  ist: 

^^"^J      \'  x(l+x){m'^+x) 

V.  /'(i?)=dnt>,  d.  h.  (dno)^=ar,  so  ist: 


6 


_1    /*t  Bs  

''~2t/     V"«(l—ar)(;r— >»'«)■ 


VI.   /'(r)=:tang.  (  jam«),   d.  h.  (tang.^ainv)*=x',   so  ist: 


J    V^ 


-f2(m'«— »«»)«*+ j?» 


^"-  ''<''>=sll(]^'  ^-  ''•(Si(]ffi:^=^'  •«  »t= 


1  y»  •        Bx 

2J      V  ar(l-;r)(m«-ar) 

VIII.  /•(!?)= CD (ilf-t?),  d.  h.  (cn(^-»))«=a:,  so  ist: 

1    P*  dx 


■=1/ 


u 

U.  s.  w. 


^     "  '     Vm'«a'+ (in*— m'«)!**-!!!«:?» 


S.  16. 

Schreiten   wir  weiter    zu   Integralformeln,    weiche   Modalar- 
funktionen  einscUiessen.    Die  einfachsten  sind  folgende: 

Man  hat  (§.  3.) 

d.amv      . 
-g^=dnr, 


also  auch 


d.am(a-f>o)      •   ,    .   , 
K^ ' = dn  (a+r) , 


folglich 


Da 


/    dn  (a  -|- 1>)3»=  ani(«  +  p) — am  a , 

/•  (1) 

d  n  (a^v)  dpj^  am  a  —  m^ia — r) . 

n 

amv=arc(8iD=stir)=arc(oossecnr)  u.  s.  t> 


80  kann  man  in   diesen  Foimeln  die  zweiten  Glieder  auch  nock 
anders  ausdrücken,  wozu  übrigens  die  Formeln  in  §.  5.  auch  dienen. 

Setzt  man  hier  M — a  statt  a,  so  erglebt  sich  (§.  6.): 

« 

/  .        cna\  .        cn(a  +  t?)\ 

=:arc(siD=T-—  I— arc(sin  =  j-7 — -—t  I,      vi), 
^  dna/  ^  dn(a  +  f>)/        ^  ' 

,  P^       3o  ,  .        cn(a — v)\  ,  ,        cn  a\ 


oder  auch: 


/^      dv  ,^  ctnaX  ..  ctn(ö+tj)\ 

d5(äHR  =a^<^(**°g=  -^;-arcrtang=— ^- J , 


m 

o 


/^ -.  ctn(«— p)\         ,.  ctD(a)\ 

diTäZ:;)  =arc(tang=— ^- J-arc(tang=  -^J  • 

O 

Setzt  man  in  (1)  statt  des  Modulus  m  den  Modulus  my  ($.  13^) 
uod  zugleich  ma^  mv  statt  a  und  v,  so  findet  sich: 

/'     X    .   VA  X.  sn(«+i?)\  ,^  sna\    ^l^ 

cD(a+t))ai?=arc  (taDg=iii  J^iqp^)^  -  arc  (taDg= m  ^-^y  (3) 

Vertauscht  man  in  (3)  die  Moduln  m  und  m',  setzt  at,  vt  ^tatt 
a,  V,  so  findet  sich  (§.  II.): 

(4) 

«/  /*'      g"      =V*rc(tanir    "'^^''•''''^'^    arc(faDg-"''"°°'^1 
"•j     cn(a+t))      4*'"^°"*=  dii(«+p)   /    *"'^""S=Tra /J 

41 

_  I       4/  /<^p(fl+p)-|-wt^sn(a4-p)     dna— m^sritfX 
""    ®*\  vdn(a+t>)-'TO'sn(o-H>)  *  dna-|-^'sna/ ' 


Bekanntlich  ist 


a.iogV^^ 


f 


<  _     1         8>sn(jM— -tt)  _      m^^nu 


Setzt  man  also  <=:iftsn(^— (a-|-v)),  so  erhält  man: 

^. ,    A /  H-wisn(Jif~ar-^>      p  81 

^+logY  l-„,go(j|f— a-r)  -J  l-m«sn(Jf— a-ü)« 

/— wm^»sn(o+t?;3e  /•  ,    .\^ 

dn«(«+i;)dn(^r-a~r)«  =7  -'^'"<^  +  *'>*' 


m 

u 


8 

ftlso 

/*'     /    I   \Q  I     4/  /i[n£+^[cna  dp (« -|- 1?)  —  mcp (a -f  t?) \ 
^       '  °\  \dna  — mcna  dn(a|-t>) +»ico(a+ r)/ 

u 

Da  t  nicht  =1  sein  darf,   so  darf  auch  hier  nicht  a=0  sein. 

Vertauscht  man  in  fS)  die  Moduln  m  und  m',  setzt  at ,  vi 
statt  a^  t7,  so  ergiebt  sicn   (§.  11.): 

,  PK  ,',    vQ       ,      4/ /dn(a+r)+m     dno — m'\'     .^. 

O 

Macht  man  hier  v  negativ  und  setzt  M — a  statt  a,  so  erhält 
man  (S.  6.): 

o 

Vertauscht  man   hier  m  mit  m' ,    ai,   vi  seeen  a,  v,  so  er 
fol«t  (§.  11.).; 

/^      80 A  /  /cna-fdng   cn(a-f-p) — dn(a-fp)\     ^ 
sn(a  +  t?)""'^8\  Vcna^=^na'cn(iHhr)+dn(a+^^        ^^^ 
0 

Aus  den  gegebenen  Formeln  leiten  sich  eine  Menge  anderer  durch 
Zusammensetzung  ab.  Beispielsweise  mag  eine  einzige  gebildet 
werden. 


Da 


sn (a-j-v) -f  SP (g — 0)       snacnrdnt 
^  2"  ""  1 — m*sn*asn*t?  * 


so  folgt  aus  (5) : 

/»snacni?dnp8p_.     ^/ /dna  +  mcnö\ 
l— in^sna^snc^"^    ^\  \dna — mcnaj 


-'M(. 


dn  (g+r)  -f  m  cn  (a+t?)   dn(g— p) — m  cnfg— o)\ 
du  (g-f  v)  —  iiicn(g+r) '  dn  (a-^v)  +  m  cn(a+v)J  ' 


§.  17. 


Ehe  wir  weiter  gehen »  müssen  wir  der  Legendre'schen  Be- 
zeichnungsweise kurz  gedenken.  Legen dre  bezeichnet  nSmlich 
die  Grösse 


9 


80  dmssy  nach  nnserer  Bezeiehnungsweise ,  da 

.    _  .  _  r*  da: P9  dtp 

=:arg .  (811=:  8in9)  9 
F(9)) = arg .  (an = amtp) . 

Das  Legendre  sehe  F(fp)  ist  also  das  in  6.  8.  zu  g>  verlaogte  9» 
ood  da  Legendre  theilweise  Tafeln  für  Fnp)  berechnet  hat«  so 
ist  also  das  dort  Verlangte  in  gewisser  Beziehung  schon  ge- 
schehen. 

Es  ist  nicht  schwer«  die  oben  erhaltenen  Resultate  in  die 
Leeendre'sche  Bezeichnungs weise  fiberzutragen.  Wir  wählen  als 
Beispiel  das  Resultat  in  §.  13. 

Dort  Ist 

ü=arg(cn=  ^^^^=arg(cn=cosg))=F(9), 
wenn 

Bezeichnet  man  den  Modulus  mit  m »  und  setzt  also 

*9  dq> 


f 


—F{(p,m), 


VI — m»eln*9 
so  ist  demnach  das  dortige 

ist  also 

1)  mv=k,  80  ist  r  =  arg(sn=*)=F(9,m),.sin9=* 

2)  eav^k,    „    „   r=arg(cn=Ä)=F(9,m),cos9=*, 

3)  tnr==*,   „    „   c=arg(tn=A;)=F(9,m),tang9=*, 

4)  ctnü=:il,  y,    „   t;=arg(ctn=*)=F(9,m),co^9=A, 

5)  Anv=k,  „    „    e=arg(dn=:*)=F(9,m),  8in9  = 


m 


10 


Die  oben  gebrauchte  GrGsse  üf  UtF(5->Mi). 

Die  Formeln  des  §.  16.  kOnnen   auch  durch   cyklbehe  Fuiik- 
tionen  ausgedrückt  werden.    So  ist,  wenn  9=am.o,  a=:aoi.it: 


sn 


L^  I  ^\  —  «in  flfcos  qp V^l — nt*8in*»  -f  «in  qp  cos« V^l  —  m*  sin'a 

(a+t)) r |L-_- — 11^ , 

1 — fft^sin'asin'^ 


CS 
OB 


9 

g    ^ 

'S" 

••    + 

+ 

« 

CS 

>.■• 

V^ 

+ 

s 

« 

O 

9 

d 

-c*» 

-*-% 

Q 

Q 

CS 

-4  ^   3 


OD 

D 
10 

s- 


OD 

S 

OB 


I 

OB 


-8- 

+ 

o 

o 

OB 

» 
OD 

3' 


3 

OD 

Bi* 
0 


0 


II 


8 


II 


I 

S' 

r 

« 

o 

OD 

e 
I 

3 

OD 

S" 

& 

S" 

I 

i 

OB 

3* 

§ 

o 

OB 

§. 

3' 

p 


5 

r 

3 

KB 

OB  I 

3'i 


I 


KB 
I 

3 

o 

OD 


9 


9 

7 

OB 

I» 


I 

I 

o 

OB 

s 

o 
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$.  18. 


Dm  Integtai 


f 


'dD^üOr  (1) 


aoü  durch  £(v)»  oder,  weno  man  will,  später  aacb  durch  E(v,m) 
bezeichnet  werden,  so  wie  man  überhaiipt,  zu  grosserer  Deut- 
lichkeit, die  Modularfunktionen  durch 

■ 

an(r,m),  cn(o,fii),  tn(v,fit),  cto  («,fii),  dn(v«m) 

bezeichnen  konnte.  Die  gebrauchte  Bezeichnungsweise  ist  aber 
einfacher,  und,  so  lange  die  Deutlichkeit  nicht  darunter. leidet, 
mag  sie  beibehalten  werden,  so  wie  auch  die  Bezeichnung  E(v) 
gebraucht  werden  soll.    Ist 

amo=:4)i>, 

so  ist 

dn*o  =  l  — m*sin*9,  dv=  -7.         «-"FIT  » 

VI  — wi^sm^ 

also  ist  dann 

JB(tj)=r/     Vi  —  m*  sin* 9" 89 ,    q>=:waiv  - 

Legendre  bezeichnet  dieses  Inteeral  durch  E((p)  oder  E((p,m), 
so  dass  das  hier  gebrauchte  £(r)  und  aas  Legeodre'sche  E(ip)  ähn- 
liche Bedeutung  haben  und  fiir  ani^^^'  ztisammen&llen. 

Ehen  so  sei 


r 


O 


Hiernach  ist 


£(-f,)=-JB(tj),  £(q)=0.  (2) 

Da 

l-dn*ü        ^            m'«+dn«©     ,^   ^, 
sn*v  =  — --= — .  cn*r= — —a ;  (ö.  2.) 

so  ist 
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O 

f'aflvdv  =  ^  (— m'»p+£(«)) . 

O 

Sdit  man  in  (1)  ilf-^  statt  r,  so  erhält  man  ((.  6.) 

Jf 

iroraus  leicht: 


(3) 


Man  findet  leicht: 

d.invduv    '  m'« 


I  

woraus^   wepn  man  integrirt,   und  die  vorstehenden  Formeln  be« 
achtet: 


also« 


^»  8t)       tnudn»  +  m'*f?— •£(©) 


J 

n 

cn*»                     m'* 

Da 

cn*r 

so  erhSlt  man 

i 

mi 

Z*»^  -    -       taviav— EM 
1    tn«t.at)=           ^,a 

(8) 


(6) 
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§.  19. 


Setzt  man  a±v  statt v,  so  erhSIt  man  leicht: 
ß    dn^ia+v)dv=iE(a+f})-'E(a) , 

o 

hieraus 

o  ' 

Aus  $.  5.  folgt  leicht: 

dn*(a— 1>)  — dn*ra+r)r=(dn(a— ©)  +  dn(a+t?))(dn(a  — r)— dn(o+t?)) 

47it*snacDadna8iit)cnvdno 


^         (1— »i*sn»asn*ü)« 


= 2ctna  dna. g * 

also 


/ 


(dn«  (a  -  ») — dn«  (a  +  »)  8g=|_^g^^a^;^  —  ^^ctn  adna 

2m*8n  ä  cn  a  dn  «  sn^  v 


1— «i«sn»asn^r      ' 
also  endlich 

or/  \      r/        \      !•/    ■   \      2m*snacnfldnasn'ü 
2£;(«)-£(«-r)-A(«+r)=— j^^^^-S^^p^, 

£  («+«)  +  £  (a-r) = 2«  («) i_^aaB.a8n*i>~ 

Vertauscht  man  hier  a  und  o,  so  ergiebt  sich  (2.  des  §.  17.): 
r/    i    ^      i^/        \     o«7/  \      2iii«sn«acn»snf>dn© 

Durch  Addition  findet  sich  nun  leicht: 

Eia+v) = E(a)  +  E(v) — m^sna  snr  sn(a-f  v) .  (l) 
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Setzt  man  hier  a^M—v,  90  ist: 


E(M)  =iE(M~^  +  E(v)  —  »it*sn(Jlf — r)  an« 


WOTMS: 


E(M-^)=E(M)^E(9)+m*^^.  (2) 


und 


£;(üf+t,)=:£;(M)+js;(i,)-m«?5^ ,  (3) 

E(JU+v)  +  £(Jlf-.r)  =:2£;(») .  (4) 

Setst  man  in   (4)  M^v  statt  v: 

£(231-1?) +£(o)  =2jB(üf) , 
£  (2;!f+c) =iB(»)+2JB(ilf) ; 

woraas  leicht: 


E  (2nilf  +  v)  =  £(»)  +  2»JB  (ilf) , 
£(2iiilf — t?) = — JB(t)  +  2«  f?(üf) . 


(5) 


Setzt  man  hier  M+v  statt  v,  so  ergiebt  sich,   mit  Berücksich- 
tignng  von  (3): 

£((2«+l)ilf+c)=  E(v)  +  (in  +  1)E(M)-  "'''l!.?"  " ' 

E((2n+l)ilf-r)=-£;(»)+(2«+l)£(.lf)  +  ^~5. 

Dadurch  ist  die  Funktion  £(o),    so  lange  v  reell  bleibt,  bekannt, 
wenn  sie  es  innerhalb  der  Gränzen  0  und  M  ist. 


§.  20. 


Setzt  man  in  (1)  des  §.  18.  ei  statt  v ,  so  findet  sich : 


finHvi)dv=^, 


d.  b. 
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« 

O  0 

woraus,  mit  Beachtung  der  Formeln  des  §.  18.: 

E(üi)  =  t[i^iB'(i;)+tn'rdD'r].  (1) 

Setzt  man  hier  v=2nM^,  so  erhält  man,  wenn  man  (5)  des  $.  18 
beachtet: 

JE  (2nM't) = f  [2niir— 2»15'(üf 0] , 
also,  wenn  man  in  (1)  §.  19.  u=2nM'i  setzt  und  §.  11.  beachtet: 

E(a+2nM'i)=E(ä)+2nt(3F-'E'(M')) .  (2) 

Aehnliche  Formeln  lassen  sich  leicht  weiter  bilden. 

Bezeichnet  man,  wie  in  J.  12.,  den  Werth  von  E(v)  fär  den 

Modulus  —  durch  £|(v),  so  ist: 


O  0 

E(v)^m'H 


Ei(mt)  = 


m 


mE 


«.(")= — ^ 


G)-«'"^ 


(3) 


§.  21. 

1 

Zwischen  den  Grossen  M,   AT,  E{M),  E'(M)  besteht  eine 
Gleichung,  die  nun  aufgesucht  werden  soll. 

Es  ist,  wie  sich  aus  §.  18.  und  $.  3.  ergiebt: 


£(ilf)  =  /'*V  1— fii«sin*989). 


o 

7t 


E'(M')=   r^y/ 1— /n'^sin  V3y  =  E{M',nf!) 


nach  der  in  %.  18.  noch  erwähnten  Bezeichnung.    Femer : 

t/     VI— mVm«<p'  t/     V  1— m'*sinV ' 

Hieraus  folgt: 
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^  ~ "V^J      (1— m»«in*g»)V  1— m«»!!!«^     »«c/     Vi— n^sin^ 

1    /*«  8i>       üf      £(ül)      2li 


«Im 


J5(Jf)=m'«(ilf+»n^-  (1) 


Ganz  eben  so  findet  sich  durch  Differenziation  von  E(M): 

M^Eim-m^-^ .  (2) 

ffieimiu: 

£'(Af')=i»*(ilf+m'^), 

Jlf'=£'(ilf)-m'5:^^. 
Da  aber  ailgemeio 

SS?"8m'5w^ 5Sm' 

«o  ist 

£' ( jir )  =  m«  ilf '  -  mm'*  ^ . 


(3) 


Hieraua  folgt: 

-  ^•t^'^^^^^'<^>i=JMr'(m«L-n.'')+ilf'£(ilf)--Jlf£'(Jr). 

Eben  so: 

tf^+M  ^^=^:^^  =  a/lH'(m*.-m")+lWE(llt)^ME'(SI'). 

mitliin: 

d.[M'ß(llf)+ME'(M')]     B.(MM')__^ 
cm  dm 

Theil  »II.  a 


18 

HP  E  (M)  +  ME'(M')- MM =Comt. 

Cm  die 9    bloss  von  m  abhängende  Konstante  zu  b^^tlmm^n, 
setzen  wir  m=0,  m'=l;   alsdann  ist: 

«=/V=|.  M=f%.  mm=fK=l. 

n 

EfiJtt')  —f  cos  g>  a<p  =^1 ; 


also 


t    ,1  »' 


n 


0  o 


d.  h. 


2  ' 


üf  JE(ilf) + Aß'  (üf ')  -  MM' = 2 .  (-*) 

oder  nach  Legendre*scher  Bezeichnung: 

welcher  Satz  der  Legend re'sche   Satz  h^isst 

S.  22. 

Es  bleibt  5  zur  Vervoilständiguns  der  Theorie  von  tl{^\  noch 
übrig«  zu  zeigen,  wie  £(9)  berechnet  werde«  kann  für  o  zwi- 
schen 0  und  4IIL  .  i 

Setzt  man 

^ssam.v, 

so  haben  wir  in  §.  9.  gesehen,    wie  zu  jedem  9  das  zug€ih|ii;ji(e 
V  gefunden  werden  kann. 

Ganz  wie  dort  findet  man  hier 

£(r)=9-(0Vi  (9).«««  +r(5j)"^"^''^'"*'"K'S)V»(«^>'^" 

+  7  Aälejy  ^*(''^"'    
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Da 9  durch  Legöndre'd  Berechnung  io  eioigar  Beziehoug 
die  BerechäuDg  eeschefaen  ist,  so  kenot  man  ailso  etnlels  Werthe 
von  JS(r).  Die  Werthe  von  E{v)  wären  in  die  nach  g.  8.  aufzu« 
steUeDacD  Tafeln  neben  die  von  v  zu  setzen. 


$.  23. 

Den  Werth  des  Integrals 

sn*«3t> 


/ 


1 — m*sn*afin*c 


bezeichnen  wir  durch  J(v,a),  d.  h.  wir  setzen: 


Nun  ist: 


also 


1  dnasn^e  cn'o 

ana     1— m^sn'asn*«     dna(l— m*sn*asn*ü) 


J     l-.mWaiHi%=''""***"''^'''''>' 


(2) 


Femer  ist 


dn*o  iii^n*asn*ü 

1— iii?«a*asn^     1— oAn^asn*» 


also 


/    3 s — s 5r-=t>— m*cn*a.J(©,a).  (3) 

^     l--m*so*asn'ü  ^     ' 

0 

Ans  (1)  und  (2) : 

/« s-— 3 «-=©+m*sn*ai/(v,a).  (4) 

1— «i*sn*asn*i>        '  ^  '  ^  ^  ^ 

Femer  ist,  wie  man  leicht  findet: 

m'^sn'p dn^t?         '_    dn*p — m*sn*ecn*e 

«    ,1     /dnoV     TT"'"  1— »n*sn*asn*ü'~'cn%— tn*adn*asn*odn*»' 


Vcn «/  ' 


cn'^a 

Vcn  «/ 
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,     4/  cn(a— v)      ,     A I  /l+tnadngtnt?dnp^ 
^'*»\  cn(a  +  t?)'=^''«V  Vl-tnadnatnvdnr/' 

a        A  /  cn  (g— p)  __  dn  g tn  g  (dn^p  --  m^ aiflv 'cii*t?) , 
8^  '^^  \  cn  (g + 1?)  "^      CD*» — tn«a  dn«a sn%  dn*p      ' 

demnach 

Bfflvdv  /*"         dn*t>3p 


o      1 — I ' I  8n*v        o 

\cng/ 


wi*8n*a8n*t? 


""  dngtng  ^^  If   cn  (g+r) ' 


u^d  mit  Beachtung  von  (3): 


o    *     Vcn  aj 


sn*rÖ£^ 

2 


sn*t> 


cn«g    .  w*     4    .,     .  ,        cn^g       ,^4/  cn(g-^p)       .^. 


Ferner  ist: 

dn'o  fii'*sn*©i 


,     -  dn  g V     «         cn* g--- dn? g  sn*© 
1— f I  'sn*© 


\  cn  g/' 


=  1, 


also 


1     /dngy    .         cii^aj  /dnaV 

Vena/  \CD  a/ 


2  =^f 

Vena/ 


d.  h. 


/•        dn*t?8o 

O      1—1  1  «D*r 

\cng/ 

-     -*     ,.  1       ■     4/  cn(g— 0) 

=  m«cn*aJ(t>,g)  +  T — 3: — logV       /^  ,  jC- 
^  '  ^  '  dngtng    °  T   cn  («+©) 


(6) 


Da 

dn*ü+m*sn*«=l, 
so  ist 


21 


VCD  a/  \cn  aj 

/^              dv 
o     1 — ( ']  8n*o 


woraus: 


I )  8n«r 

Vena/ 


«Aai^ 


.  m^cD^adn^a  -,     .  .      dna     ,     4/^cn  (a — r)  /«v 
ü  + 75 «/(f»a)-| «1 — ioffW  — 7 — r^'U; 


"*.      m'«     "^        m'«        •"^"•-^^W»lna"'»T  cn(a+ü) 
EndUch  aus  (7)  und  (5): 

cn*t>ft? 


*^o    1- 


'^^^        (8) 


/dnaV 
Vena/ 


«         I     «     «       «    1/      \  ■  8»«cno    ^4/"cD  (o— p) 
=ca»a;«+m«cn«a8n»aJ(r,a)+~j^^log\  ^5-^^ ' 

Setzt  mao  in  den  Formelo  (I)  —  (8)  ot  statt  a,    sö  ei^peht 
sich  ({•  11.): 


(») 


O 

/^        dn*c8ü  m*    -,      .  .--. 

0 

J     ]^do'»asn^  ^^^ 


= 5r-/5r  +    /a     /4    +     fa^  , r-T-7-arc(tang=tn'adn'atnrdn v) 

iit*co  *a     ift^cn  *a  ■   m  ■cn'asn'adn'a      ^     »  / 


J     l-dn'«asD«r  ^"^ 


mS  1 

~  citt^ ^^^'^^^iolain'a  arc(tang==tn'adn'atnrdnr) 


/ 

o 
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""  cn'ao cn'^a    ^(^*^V  ""JJPTJ  arc(tang= tn'n  dn'a  tn©  dn») . 

Die  hier  betrachteten  Intejgrale  hohen  die  Form: 

t/     l  +  nsn*t)' 

o 

worin ;^==snr,  cnp,  do©,  1  i«L    Man  bildet  ans  ihnen  gewöhn- 
lich vier  Kia«sen  nnd  reehoet: 

1)  zur  ersten  Klasse  diejeni^^n,    in  denen  n  zwischen  0  und  oo 

enthalten  ist.  d.  h.  die  Integrale  (9),  (10),  (11),  (12); 

2)  zur  zweiten  Klasse  diejenigen,  in  denen  n  zwischen  Ound  — m« 

enthalten  ist,  d.  h.  die  Integrale  (1),  (2),  (3),  (4); , 

3)  zur  dritten  Klasse  diejenigen ,  in  denen  n  zwischen  — «j«  und  —  1 

enthalten  ist,  d.  h.  die  Integrale  (13),  (14),  (15),  (Iß); 

4)  zur  vierten  Klasse  diejenigen,  in  denen  n  zwischen —1  und  —  od 

enthalten  ist,  d.  h.  die  Integnüe  (5),  (6),  (7),  (8). 

Führt  man  den  Mpdiila6--=::mi    statt   m    ein,    und    bezeichnet 
durch  Ji(t),a)  das,  was  J(c,a)  wird,  so  ist 

d.  h. 


oder 


*  - 
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$.24. 

Zar  Berechnung  der  Funkttonen  /(«»n)«  «/(««oJD^dieneo  fol- 
gdide  Betrachtungen. 

o 

oder  wenn  y=afln>; 


9  8Ul^Q>d<p 


V  1-f»«  sin«y  (l-iii«8n«asin2g>) 

Setzt  man  nun 

taug  9»' s=:  dn  «.  tang  9 , 
so  tst 

dfp' dno    y^  — /*^.  ^^ 

l^'^r^^sn^ÄlaV*  dna"^     l—in^aa^ »111*9) ' 

Nun  ist 

V 1— f»«  s/ii*9>  <  1  -TW^Wn  V)  ^^    1— m«Mi%8in»g> 

■  1    a  /^y       sipyftp ^  L3     ^  /^y        8in0y8y 

+  2*»y--l-OT«8naa8inV  +2.4  "*  J     1— jii«8n»a8in«g>  + ' "  ' 

o  o 

ragleich 

/9    sin^^V  8y 
1-1 


1 — m*sn*cisin*g> 
o  "^ 


0 

Setat  niaa  aisa 


0 

so  ist  (S-  9.) 


/y       sin»^y8y  ^rCy) 


y,+,  (y)=  »F,(9)-«Va„*„.  '-y^lg^^-JJ/Xy). 
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Also 

*  ^^'       dna      ^ ' 

w'  1 


♦I» 


l.a5....(2r-3)    -,,-.--      ,  V. 
-2.4.6....(ar-äD"' "^  "^^-^  ^''^  • 


wonn 


9'  9Barc  (tangss  dnataogg)). 


Sodann  ist 


(2) 

jf„  n^-Lf^iM.i  y.W  ,  1.3  y,  W) ,  »-a-»  y4(y) ,    , 

•'^"'"^-«•«L  sn'a  "•'2"  «n«o  "^24  sn«o  +1Ä8  sn«a  + —J- 
Setzt  man  ai  statt  a,  so  ergiebt  sieb: 


r  *tn^  *"  O  tn'«a  "1*  /ov 

1.3^  «V5O  1  J  '^^ 


wibrend 


cn'a 


(4) 


cn'a         .1     ....     ...       1.3 


V,(9)=9'.gjj7jj— 9  +  2  m«tn'»o/i (9»)  —  gjm«tB'^/i(g>)+ ..... 


9'=arc(tang=^j^9). 


3S 


Dorch  die  Formeln  des  vor.  Paragr.  ist'  J(t,a)  b<6stimmt  fflr  v 
zwischen    den    GrHnzen  0  und  M  zunächst.     Ffir  v  über  diese 
GiSnseD    hinaus,    wird  sich  J(v,ä)  durch    folgende  Formeln  be- 
sfimiieii.. 


Man  setze 


y*'£(r)3D=T(r),  (1) 


so  ist,  da  nach  $.  18. : 

r/iXir/        V     ft«:»/N      2m*SDa*niidnirsn*» 
E(a+v)  +  E(an-v)=<iEia)~     i^.,^.„^^    > 

anch  ^ 

l{a+v)  —  Tita— t?) = 2iDE(a) — 2m*snacnadna .  J(v/i)^ , 
woraus 

N  >>  ?  '  2m*snacnadna  ^^ 

Demnach  ist: 

f/«a.«  -^     2(t>+«r)£(a)+2Xa-i>-«>)--gta-H>-fta) 
J(t>+«>,o)-  2m«8DacnadDa  ' 

2o  JS(«)  +  Oft«-«)-  y(«+t>) 

^  '  '  2m*snacnadDa  ' 

*/      .  _  2«og(a)  -I-  y  (g-tt»)  -tP(<H^) . 

woraus  sich  leicht  ergiebt: 

'  Sfit^snacnadna 

wenn  man  die  Gleichung 

r(-t?)=a^(t,)    '       (3) 

beachtet 

Mao  .wird...aber  a^s  den  Formeln  de»  $.  18.  ohne  llfühä  fol- 
gende Formel  ableiten: 


!26L 

JE(i?+t©  +  a) 
=£(r+a)+JE(w+a)-£J(a)  —  ö^  lag(JL+fn^8naanv8nwsn(V'{-io+a)), 

woraas,  wenn  man  integrirt: 

=  T(«+a) +r(w+a)  —  r(a)— log  (l+m*8na  SD»  siiir»n(v+fp4Ta)), 
Setzt  man  hier  — a  statt  a,  so  erhält  man: 

=T(t? — ä)  +  T(t©— a)  — T(a)— log  (1— m^8iui8no8D«osD(9-fto— o)); 

•  *' 

zieht  man  beide  GleichuDgen  von  einander  ^b',  so  erhält  fnapf^  ^ 

*-.      /l+ln'^snasnvsnw  8n(v-i-w-i-ä)\ 

®  vi— wi*snasnt?sn«osn(t>-|-w— «)/ '  , 

Setzt  man  dies  endlich  in.  den  obigfsn  Werth  von  J(v  +  w,a),  «o 
erhält  man:    ''  '      ' 

1/     \  ■  7/      \  »    '        ^  I    '/l  -Hi»*snasnpsntgsn(p-f-to-ha)  \ 

=-/(i^,a)+y(«o,a)+2^2sp^o«d~lo«|^l  _  ^asnflsnrstotrsnCü+tc^-^)^' 

Vermöge  dieser .  Formel  kann  man  nun  auch  die  IS^ertb^nYM 
J{v,a)  liir  9  >  ilf  berechnen^  indem  man  nach  und  nach  weiter  ge- 
hen kann;    Zi^eich  ist 


l    »  .  *  • 


J{ — »,«)= — J(tj,a).  (5). 


■  §.  26.    " 

...  •  ..      •    ' 

Von  den  so  eben  behandelten  Integralen  hängen  eine  Reihe 
anderer  ab,  die  wi«  betrachten  wollen. 

Man  Tiat 

(1) 


P*      supSp  /*"      snpflp       q/^ 

/     1— m8nasnt^"7/     l+msnasnv      J     J 


1 — in^sn^asn*» 

=2msna  J(v,a), 

/«>      snt?8p  Z*«^      snt?8o  Z*"        snp8o 

1— msnasnt?  V     l+iwsnasnt^t/    'l-t-m^^osn^c* 


•  « 
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NuD  ist 

2  ""l-in»»H%8ii%<**  ^'^ 

Daraus  folgt  (§.  16.): 


/ 


«^  BTkvBv 


1        j     A  7  /dütt  +  mcncl   dngdriv — meimtncX 

Durch  Addition  und  Subtralction  der  GleichaDgen  (1)  erbäl^  man 
Don  die  Wertbe  voo 


0 


Da 

80  9 


l-t-mauasDv     msna      rnsnal-fffisnasiiv' 
00  ist' 

« 
O  O 

h  ganz  derselben  Weise  erbält  man  die  Wertbe  von 

/'* cnp8r  /^    tnvdp  P^      dv 

dnadnri:»icnacnv  '  ^      tna:t^tnv'  J     snaj^sov  * 

«  0  0. 

cnp:tcn4i'  ^     Sniadbdn«' 

O  0 

/»cnp±_cn^^         /^dnpdn^gJrcn'g  /^«^      cap^ 

Idtcn'acn'p^^'  J     do'adbcn'adnp*^'  J      l^cq'acnp' 


^     dn  a+cö' 


o 

dwp8p 
adnp 


tt.  6.  f.y  deren  Ableitung  eine  blosse  Debung  ist 


II        I»  27. 


<       (   .  -         11  mh  tti:         •    "r 


Eine  neue  Reihe  von  Integralen    erwächst  aus   den   vorber- 
gdienden,   wenn  man  Modulartunktionen  einffihrt»    die   sieb   auf 


V 
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einen  Modulus  fi  beziehen,  der  zu  m  in  einem  bestimmteD  Ver- 
hältnisse steht.  Im  Folgenden  wollen  wir  voraussetzen,  das  Ai^- 
ment  u  beziehe  sich  auf  den  Modulus  f4,  wflirend  das  Argument 
V  sich  auf  den  Modulus  m  bezieht 


I.    Sei 


cna 


worin  «  sich  auf  den  Modulus  m  bezieht,  und  sei  fvner 
"^    tnii=dnatno,  oder  ta (u 9 (i) ^ du (a,m) in (v,in); 

so  ist 

dnadnv   .  cni; 


snttrs,/.^        ^      •       ■ . ,    cntf=: 


V^l— m«SD«asii*o'  V  1— m«sii*asn%^ 

u.  s.  f. 

du  Ana 


5«      V^l— ffi^sn^sn^' 

8r 


•  I 


=*'""/'vl^ 


ni*sn*flsn*i^ 

wodurch  nun  dieses  Integral  bestimmt  ist 
n.    Sei 

fi=«ie,<^I, 

und  sei  zunächst 

duttsdnv  oder  dn(ti>fi)s=:dn(ii,m), 

so  findet  sich 

du     in*  6*         cnv  /^     cnrSt; 


(!) 


8tf     m*6*         cnv  /^ c 


'        ,  o  ' 

* 

Um  also 


(2) 


/ 


•     cnvdtr 


V«*— sn*v 

o 

zu  erhalten,  bestimmt  man  u  so,  dass  dn(tf>mf)  =  dn(r,m). 


Sei 

8ntc=»nr,  oder  gii(ti,^)  =  8nr; 
80  findet  man  leicht 


9 

Sei 


/»        din>8p 


doussdnt,  d.  h.  dD(i<,j»)^do(r,iR); 
80  ist 

Da  man  das   erste  Integral  finden  kann,   so  ist  auch  das  zweite 
iMBtomt 

Sei 

sntc^snr» 
so  ist  Shnlich:    . 


/Hi     sn»tt8«     _  /^ sn^dngfty 

J^    l+^26*8n««"V^    V  l^^«8nMl+m«6«snar) ' 

m.    Sei 

nnd 

^ntcrrenvy  d.h.  sn(tf,m"):^sn(99m); 
so  ergiebt  sich 


(8> 


/•       dn 


m*»sn*p 


(6) 


Auf  ähnliche  Art  können  weitere  Formeln  gebildet  werden. 

IV.    Es  ist  nicht  schwer,   die  aligemeine  Formel  (är  diese 
Cmbildangen  anzugeben. 

Sei  nfimlich 

^=/'(m), 

ond  sei  ferner  ^(«,f»)  eine  Modularfanktion  von  u,  qf(v,m)  eine 
von  m,  die  wir  beide,  der  Kfinse  wegen,  mit  '^(^)  nnd  ^(r)  be- 
zeichnen wollen.    Setzt  man  nan 


so  ist 

1^  ^  du        ,  , . 

Vlu)j^  =  q>'(P). 

I         * 

Da  i//'(t£)  ebenfalls  Mödujarfiinktionen  eothätt,  so  kann  es  durch 
ModularAioktionen  von  v  ausgedrückt  werden,  und  man  kann  also 
annehmeo,  dass  T/;'(tc)=il(9)  ist.    Daraus  ergiebt  sich  nun: 

welches  die  allgemeine  Formel  Ist.    Sei  z.  B. 

f(m)=m^9  nf^ (»).?=  mu 9  9(^)=sdn(r)^  also  snasdnr; 

so  ist 

•  ■       .     ■ 

*  • » 

'^'(te)=cntcdDn>  y'(r)  =  — wi^sn^cnp. 
Nun  folgt  aber 

cntf=Vl — sn^=:V  1— ^n%=insnr, 
dn tt=  Vi— fi«8n«ti=Vl-f**dn«p=V  fi'Hf**m«sn^ '; 

also 

— m^snpcnrS» 


-/ 


+  C. 


msnrV^'Hf**m*snai^ 

Da  für  u=L,  wenn  £der  zu  m*  gehörige  Modularquadrant  ist, 
sntt  =  l,  also  dnr=l9  d.  h.  9=0  ist,  so  nat  man: 

/*»         m  snP  cn  vdv  /*•  cnvdv 

Stellte  man  sich,  unter  denselben  Bedingungen,  die  Aufgabe, 
den  Ausdruck 


/sn«tt 


in 


•hHxfia 
zu  transformiren,  so  erhielte  man  statt  desselben^ 

dn*  V  —  m*  snr  cnr  hv 


f 

=  — m  /   

J  (i- 


citgdii*y5» 


;S1 

woians  denn: 


/*  8n*u3a      _^ »    /•» cnvdn^pdfi 


^    «  > 


1  I 


d.  b.  \  • 


in  welcher  Formel  die  lotegcdie  rechter  üand  nach  %.  23.  gefun* 
den  werden  können. 


■    8;  28.    • 

Zum  Schlüsse  mögen  noch  ehiige  Rednktionsformeln  aufge- 
führt werden ,  welche  die  Anwendung  der  obigen  Formeln  in  vie- 
len Fällen  erleichtern. 

Es  bezeichne  V  eine  Modularfnnktion  von  v  und  man  solle 
das  Integral  /  F'd^  bestimmen.    Wie  man  aus  $.  10.  ersieht,   ist 


immer 


8g  _  1 

worin  u,  b,  c  bestimmt^,  konstaate  Werthe  haben.«    Also  ist 

Man  setze  nun 

so  ist 

dg^_  (n~3)a  F"--*-Kw-2)&  F^-»  +  («— l)c  F" 

woraus 

« 

s:(n-S)aJv—*3t+  («-2)6/^»-»  Sr  +  (»  r-iufvic. 
welche  Formel  eine  leichte  Reduktion  gewährt. 


'  / 


Ist  nan  n  eine  gerade  Zahl,  so  kann  man  das  Integral  AF^d^ 

durch  die  Formel  (I)  auf  /dr^rund  /F^dr  zurücki&hren,  vod 
denen  das  letztere  durch  §.  18.  bestimmt  wird.  Ist  aber  n  unge- 
rade, so  wird  das  Integral  /V*dif  auf /föp  und /f»3»  zurück: 

gebracht    Das  erstere  bestimmt  man  nach  §.  16.;   was  das  letz- 
ere  aobelaogt,  so  ist: 

d^cnt^ 

-g^j-  =  (— l+2i»*)  cur  —  2m«cn«r, 

^^  =(I+m'»)  tor  +  2m'«tn«i^, 

8*ctnr     ^ 

-^j-^=:(l -|-m'^  ctnP +2ctn»r, 

-pr  =(l+m'«)dni?— 2dn»r; 
also: 

2tn*  I  sn'p3r=(l+TO*)  /  snrdff-f-cnrdnr, 
2m*  /cn%3r=(2m*— 1)  Icüvdv  +  sjiPdnv, 
2ot'« /^tn»i^a«'==--(l+yii'«)/*tnf  8p  +  ^ ,  (2) 

2  /^to»r3r=:-(Hm'^tnr8p--j5^,    . 
2  /  dn»r3r=(i+wi'^ /dnf?9P-fm*snrcnr.    ^ 

Es  ist  leicht,  die  Formel  (I)  auf  spezielle  Fälle  anzuwenden. 
Ist  z.  B.   F=snr,  so  ist  (§.  10): 

gp 

iisrl ,  6=— (l+m^,  c=m*,  also  da  V  a+b  V^+c  y^==^  =  cur  dn  r : 

sn^rcn^dnr 
=  («--3)  /sn^-^röp— («-2)(1+OT«) /sn»-?p8p+(n— l)m  dv . 

In  $.  14«,  haben  wir  geisehcto,  dass,  weain 


st 

da«  lategral 


A 


dx' 


auf  die  Form    IGdv=zGv  +  H,  worin  G  und  H  Konstanten  sind, 
nrickgef&hrt  -werden  kann.    Hat  man  nun  einen  Ausdruck 

worin   X  eine   rationale  Funktion  Von  x  ist,   so  setze  man  in  A' 
den  Werth  von  x,  der 

--p=Ä;=  die  Form  i  WSv  annehmen  wird,  wo- 
rin W  eine    rationale;  Funktion   von    Modularfunktiooen  ( V)  Von 

;n    Zerlegung    wird     man    also    immer   'auf 


V  bett^ehneL^    Durc 
Formen : 


/"'^  •  f<^-  h 


dv  ■     >'!^ 


+/3  F2)i 


kommen.    Man  kann  nämlich  bemerken ,   dass  die  Substitution  Ar 
x^  weiche /-T=t=^   auf  die  Forin  /CrSv  bringt,    immer. die.  Form 

hat    Die  erste  der  obigen  drei  Fotm^  haben  wir  so  el^n  be- 
trachtet   Was  die  zweite  anbelangt ,  so  ist 


JXt 


Zv :  :  p         SV 


•MX- 


(»^ß  V)r~J  («+/J  Vy(a-{:b  F>+e  F*)*" 


.    '/       I  I 


Setzt  man  in  dem  Ausdmck  — (  -X-ßVY-^ —  *  «+i"^=^>  ^'c 
renzirt  ihn  in  Bezug  anf  X  und  bemerkt ,  dass 


VT+ÄF'+c^*""     3^' 


so  erhält  man 

Theil  \I1I  3 


u 


=-(«|SH6««|3»+c«*)('--iy^;j:^^+(2c«H*«^(2r-3)|^^^ 

-c(r-3)yj^^^^^.     (S) 

Ganz  eben  so,  wenn  «t+^l^rsi  gesetzt  wird,  und  unter  der- 
selben Bedeutung  fSr  das  Doppelzeicheq :   , 


i;>    .  1.  11(1/  iHt.  '.'  ii'li 


(4) 

±  -(M^F-'r^^i =^-^-6««t «/}«J  <2r-2) y (JTJTp^r 

welche  beide  Formeln  ein  Integral  auf  eine  Reihe  anderer  redu* 
ziren.     Die   obiger  Behauptung,  dass    ^ 


a^f'A^  ^d*«'*  /bet^  Äorch  ^iVe  SüWstÜütfott        '    "  \  '  '  '   '*  • ' 

gekracht/ w^dft ^  b^94ai'fin#ii.AP(4i'eifBep:  J^M^^ii  Reolitfertigtlig^jj.ti 

In  den  §§.  13. 14.  liegt  dies  nicht  so  ganz  klar  vor  Augen»  und 
doch  muss  es  der  Fall  sein,  wenn  obige  Reduktionsformeln  sol- 
len, angewendet  werden  können.  Wir. wollen  dess\Vegen  die  Fälle 
des  $.  14.  ncxrifnfelsi  kxix^^  ^eoch  iii  'diKser  ßbzi^hung,  betrachten, 
und  nachweisen ,  dass  durch  eine  derartige  Substitution  der  Zweck 
erreicht  wird.    (Die  Qi^Q^m^rp.  beziehen  sich  auf  die  des  §.  14). 

I.    Mau  setze 

/^+^rÄtnv 
^~"  1  fÄtnv 

und  bestimme  /*,  (7,  so,  dass 


1)    im")     Oi- 


.'  »  *      '     •  •    »  I 
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bestimmt  werden  kun 


ans  welchen  Gleichungen  f^  a  onzweidentig  besti 
nen.    Ferner  bestimme  man  n  so^  dass  dann 

'*"-!  a  +  ^lbg^cfi^' 
und  der  Modnlus  m  sei  so  bestimmt »  dass 

CO  fi^et  man  ffli  das  l9te|[ral:   ,. 

li.  Öi^  ätigbzeigteb  Sübstltbtibhj^rt  fStii^  Ici  einer  Formel  in 
«t  weldi^  nKt  der  (Q  deS  |.  13;  ziisitkinienUlillh  Es  ist  alsodknli 
tti  setsen:  ■  *       ■ 

••'*^*'  •       ■  ■'■■  '^  ■■ 

•- 
l+cniV""  in  — o: 


i^r-^n 


woraus  der  Satz  folgt. 

III.     Sämmtliche  Ffille   ffifarett    auf  die  Formel   in  11.  (.  13., 
#»tttiid  «ftta  bbenfälM  det  8Atz  e^ieseh  ist. 


ormep 


Oie  t 

# 


■■■'.'.  '<■■  .■..■.:  ^  /*  ^M  :      /! 

Mi^Älcie^/^  unci  (4j  fiihrea,  geti^cen  sa. dien  in 


0ki|iil.«eMiedBen  wir  didUekeriidit  der  Th^rfe  der  elllptl* 
9Wß  funk^QMm  ^>. Etwas  T.öHat&Bdsges  zu  geben,  la^^  w^e  «cDon 
^iwult  gQ9d|t  wurdef>  nicht  in  unilerkr  Absicht,  doch  glauben! wit 
aicr  flfti||)itmett^crtQif  diift  in  der  Adwenduh^  abf  die  Intcterabredbr 
n«tig  t^ichtig.  fäfktj  aine^deutet  zÄ  haben.  Es  mag'  zum •  iSonluss^ 
nm  noeh  Miaei[kt:w#rden(  dtos  ditf  in  §.  23.  eln^fitihrte  Fudk^on 
/(w)  iimi:' dritten  Gattung  der  elliu^is^ben  Ftokfiondn^  naoh.Lef 
geildre's  .B^nMnüng;^  geh&rt,  und  dieser  sie  mit  11  als  Funktbn^ 
zeMieil  besieiUinat. 


» 

.''       I    I   •         '  1 


Tbeil  XIII. 
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n. 

Bemerkangreii  Aber  lAhaH  und  'tite- 
handlung^ weise  der  DÜTerenzen-  und 
Sammenrechiiiiiiflf  mit  Rücl&siebt  auf 
die  Sclirifll;  „Theorie  der  DMferenzeii 
und  (Stammeii,  ein  üelirliueli  Ton  Ita** 
O.  SchlSmilcii ,  ansserord.  Prof.  a^  d. 
IJniT.  Jena,  Halle  bei  filcliniidt  184S.** 

241  8.  Pr.  2  fl.  24  lu*. 

Von  dem 

Herrn  Hofrath  L.  Oettinger 

%VL  Frei  barg  i.  B.  ' 


Um  den  Gang  unserer  Bemerkangen  nicht  zu  nntapl^te^ffi* 
und  um  den  Leser  in  den  Stand  zu  setzen,  sich  selbst  ein  Ür- 
theil  aber  die  Brauchbarkeit  des  Toriiegenden  Lebrbtiches  sa 
bilden,  soll  Inhalt  und  Umfang  desselben  nach  des  Verf.  eigener 
Angabe  hier  raitgetheilt  und,  wo  es  nSthig  schien,  in  kurzen  Zn- 
sfitzen  das  Nähere  der  einzelnen  Ausführungen  angedeutet  werden. 

].  Theil.  Differenzenrechnung.  $.  1.  Pie  Functionen  n. 
ihre  Oiff^etizen  (Begrif  beider.)  §.2.  Die  Dlffer^zen  der  elhi^ 
fachstien  Functionen.    $.  3.  Zusammengesetzter  Funct.   (Sttufmen^ 

Prpducte  und  Quotienten).  $.  4.  Diff.  hOfamrer  Ordnungen  ytk^fx 
und  Anwenduiig  auf  die  besondern  Fälle:  6*,  a^;^)nxfio»x)^%i^, 
Umkehrung  des  im  Torisen  $.  behandelten  Problems.  (EntwicUan|f 
ron  f{x-\*h)  nach  den  Unterschieden  von  fx).  §•  6.'.Diffression  über 
das  Theorem  von  Taylor  (und  das  Ton  Itfablauriii.).  }.  7.  Die  In- 
terpolationsformel (mit  Anwendongefi).  §.  8.  Dtffl'^er  Fnnet.  me^ 
rerer  Variabein.  (§.  3.  und  §.  8.  gehOrt  eigentlich  zusammen),  f.  9.- 
ZcsammenliMig  zwischen  den  Differenzen  und  hOfaeni  IMfferenciat- 
qnotienten  einer  Function.  §.  10.  Zwei  Recursionsfbnneln  fSv  die  Ber^ 
nonlli*schen  Zahlen.  §.11.  Summirung  einer  Reihe  von  Differenzen. 
$.  12.   Restbetrachtung.  §.  13.  Entwicklung  von  A:(«*~l).  $.  14. 

EntwicUung  von  T(x)  (der  Fakultät  l'-»l»  oder  (1,1)*^*).  $.lö.Nähe. 
rungsformeln  für  Factoriellen.  * 
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2.  Theil.Snmmenrechnvtng.  f.  1.  Begriff  und  Bezeicbnoogs- 
itreise  der  Sumtneiirechoung;  §.2.  Summen  der  einfachsten  Fuoe- 

lionen  (a:»i^  ^^,  o«»   Sitia:,  Cobx).  §,  3.  AJlgemeine  Regeln  fär 

die  endticbe  Integration  znAämmengesetzter  Funct.  (Summen,  Pro- 
docte).  $.  4.  Endiche  Integration  der  rationaleo  ganzen  aigebrai- 
sehen  Functionen  hs^).  §.  5.  Gebrochener  rationaler  algebraischer 
Funcfioheo.  J.  6.  oammirung  yon  a^a*,  a:*»Cosar,  x^'SnkX  (Ite 
und  2te  Potenz  von  js)  $•  7.  Integration  von  €o8"';r,  Sin^j;und  ähn- 
licher Fonctionen.  §,  8.  Die  vielfachen  endlichen  Integrale  (j^a^* 

£*SiDa:>Z*Cos:r).  §•  9.  Integration  durch  Potenzenreihen*  §.  KX 
Oorcb  i^nlometrische  Reihen.  §.  11.  Durch  halb  convergente  Rei- 
hen.   J.  12.  Beispiele    zu   den  Theoremen  des  vorigen  §.  {Z^*"^ 

^x '     ^5^ '     Sm  I  ^al*  §•  13.  Digression  über  die  näherungsweise 

Beiechnung  bestimmter  Integrale.  §.14.  Einfache  S^mroirung  durch 
Quadraturen.  §.  15.  Beispiele  und  Erweiterung  des  vorigen  Theo- 
rems. {.  16.  Reduction  vielfacher  Summen  auf  einfache  bestimmte 
Intemle. 

%  Theil.' Differen'zengleichungen.  §.1.  Allgemeine  Be- 
griffe. %.  2.-  Integration ,  der  Differenzengleichungen  ersten  Grades 
erster  Ordnung.  8. 3.  Diff.  Gleich.  Iten  Grades  und  beKebiger  Ordnung. 
JL  4.  and  $.5;  Fortsetzung.- $  6.  Integration  durch  bestimmte  Inte- 
grale. §.7.  Beispiele  zuir  vörij^en  Methodcf.  $.8.  Integration  mit 
HSife  iinendUcher  Reihen. '  §.  9.  Diff.  Gleich,  mit  zwei  unabhängige» 
Variabein.  $.10.  Fortsetrang.  S.U.  DIff:  Gleiche  mit  mehreren  unafan 
hiogigen  Variabein.    Lite r ar ni  stör isch es. 

Der  Zweck  des  Verf.  bei  Bearbeitung  dieser  Schrift  war;  ein 
Compendiüm  für  akademische  Vorträge  und  zugleich  ein  Lehrbuch 
zum-  Selbsfunterricbte-  zu  gebeti  und  dadurch  mehr  zur  grossem 
Vet-breitung  dieser  Wissenschaft,  als  zu  ihrer  Erweitemnc  beizu- 
trasf  n.  Znr  Durchführung  seines  Zweckes  stand  ihm  reiches  Bla« 
tenai  zu  Gebot,  das  in  oen  hierher  gehurigen  V^erken  und  Zeit- 
schriften enthalten  ist.  An  Stoff  zurVerarbeitüng  ist  daher  ein  Arbeiter 
weniger  arm  als  zweifelhaft  über  die  Art>  wie  ein  so  reichhaltiger, 
in  so  vielen  Schriften  zerstreut  liegender  und  aus  den  verschiedenen 
Zweigen  der  Mathematik  herbei  zu  holender  Stoff  in  eine  Theorie 
veraroeitet  werdeti^soll^  denn  nicht  nur  und  vor  allem  die  Diffe- 
renzen •Rechnung,  sondern  auch  die  Differenzial -,  die  Integralreich- 
nung,  die'  combinatorische  Analysis,  die  Umformung  der  Functio- 
nen in  Reihen  etc.  liefern  in  freigebigem  Wetteifer  Ihre  Gaben 
zur  Bereicherung  und  Erweiterung  des  hier  in  Frage  stehenden 
Zvreiges  der  Mathematik. 

Das  Verdienstliche  einer  solchen  Arbeit^  Worauf  der  Verf.  in 
stbeiii  Vorworte  Anspruch  macht,  wird  gewiss  jeder  Freund  der 
Wissenschaft  gerne  anerkennen^  und  eine  derartige  Schrift  wird 
freondlich  begrGsst  v^erden,  da  bis  jetzt  in  Deutschland  keine 
solche  existiii,  worin  der  Gedanke  einer  Verarbeitung  des  vor- 
handenen Materials  durchzuführen  versucht  wurde»  ob  er  gleich 
nicht  alle  dienstbare  Zweige  der  Mathematik  zu  seinem  Zwecke 
10  Anspruch  nahm ,  sondern ,  eine  Auswahl  traf »  und  auch  nicht 
alle  vorhandenen  Vorarbeiten  (gerade  in  der  Differenzen-Rechnung) 
be«utzte>9 'wa^  ^  dutch  Veriassensein  von  Itterarlscben  Hülfsmit- 
teln  entschuldigt  wissen  will. 


9« 

9rMeD  Qrn^iMlfe  29  eiqf^  Kiffraiiaiwn.  und  Smnoien- 
reehntmg  md  im  2.  Bf^de  wivi  Enler«  Pit[or«ii^w4i^c^nfing  su. 


finden,  von  Lacroiz  wurden  sie  spater  in  seinem  Iraite  d.  calc. 
dtfr^W  et  inle|$r.  T.  ItL  Cbap.  1-lH.  weitem  ^^sgi^ftthrt.  Sm> 
fOlfcen  ^e  Aobchififten  I.  C.alci)ldireiCt  d««  (^fäcffjp^c^(piff^enfep^ 
niyig)u  J[l.  Cal^ul  inver^^.  d^a  diff^^^iji.cea  (^rm^irt^^Ddelt^^ac^p^i^ 

zweierlei':  £e  Differenzen  mit  BAgatit^en  Expofnenten,  die  er  mit  £ 
bezeichoet  nnd  die  H^nmmen,  die  es  mit  S*  bezeichnet,  ohne,  jedooh 
einen  Unterschied  zwiscken  beiden  festzustf^iUn.  Euler  batfichon. 
di^e  zwf^  Zjjcji^p  «q!ffaucj<0,.  \n.  IntöscatioTV  d^s  ^quatiops,  aux 
di^ecences  (Differenzen-Gleichungen).  Die  gliche  Eiqtji^iiung  bat 
der  Verr.' gewählt.  r  •»    .   .    .  '  .  ,. .  .,: 

'  Dass  von  ihm  nicht  alle  zu  seiner  Aufgäbe  gcjhvrtgen  Betrach- 
tungen upd  Untersuchungen  beigeza^en  und  nu^etheilt :  werden« 
läast  sich  begreifen.  Es  wäre  iur  pn  Lehrbuch  zn  weltfälirend . 
ieiin  Ibierbei  kann  man  nur  sichtend^  und  a^§w4^blend  z^i^ed^i 
gebn,  Amh  mwis  phned^m  j^de  Kpteyr^chung,.  di^j  in,  fme»  4^. 
zu^teUopdo  Theorie  ay^?AQmi9^n  wei^W.  ^H,  di.Q!fse^''a^)|^paiffi^ 
wer4«n,  w^a^  oft  wt  Sichw^^igk^U««»  die  n\\^  de?a  l^rW^ft  mcW, 
im  Einklänge  stehen,  verbunden  ist.  Auch  genügen  eescnifjf^iicDf) 
Ifatizen  ober  die  0rte,  wo  d,iß  bpzQgUql^en, ,  UfLtqi;§uehi|i^^  3^^""' 
vAmw  amd.  Bei  hößm%  i^^\%^  Audgabu  l^t,t  der  Yerfi  d^  Pj||^- 
cf«vuftl-i  «nd;  Int^fi^lrecboune^als.  di^nsljteiiit^f d§  nebefi^^g^  ip^ 
Ancipr«dk  gfü^ommen:  Eifi^  He|be  v^n  l^^^^i|ngen,  ^^  ^it 
dem  m  Fcas^  iiteJkei\den  Q^gepstap^  g^n^^u  zui^HPAmophängen,.  fffd 
4*?  in  iC.K^li«'«  J9.i»ri?;al  llter — ^^föter  Ban4  Mnd  $3fi|i;er 
Bd.  en^^Uen  sind,  hat  er  «ipbt  bep^t^^ji  i^^^^i^  .^ir.ge^sgentllpb 
wieder  zurückkommen  Y^n^d^i?. 

:  G«8tebt  man  nun,  und  dieeis  i^t  Pflict^j.^ineq^V^rX.  ^a,^  Recht 
zUr  eioen  <>^^xvstlLi]^d>  di^  er  hinarbeiten  wiUy  ^ifizug^enzen  m(| 
die.  Act  und  Wei^e,.  w^^^^  ^t  ihn  bearbeit<)n  wjU,  fe^^zypteUeo»  #n 
iai;.  gcJ)oj^4  die  geli^fe^t^  Arbeit  na^h  di^^er.  Einuenzung  zu  hß^ 
uctbeilep».  I^b  kann  nun  nich^t  umbin  sofof:t  zu  b^m^ken,.  da^s^ 
d*  V^rf*  ßei»^  G^genst^nd  mijt  Gewandtheit  u^d  Eleganz  beha^«. 
delt»  uvd  kurz  vnd  kUkC  ^nt^ipk^ljt  bat«  was  ^r  gel^qn  wolüe.  Dec 
^e§^er  iKird  nii^bt  Ja^reuen,  den  Pi^r^t^llmigen  des.:  V>r&.  gefolgt 
zu.  9eiflf.  Weniff(^r  übereinstimmend  ist  meip^  J^^^hH  mijt  dei; 
de»  V«ir£»  über  die  Grundlage,  worauf  er  den  i^^Fr^ge.  stebendi^R 
Zw4tg  49r  Mathematik  als  Wissenschaft  aufbfuieA  zu  .müssen 
gltabte.  D^  i^  g^rne  daa  Verdienst  des  Vei4'.  .in  Ö^ehupg  au( 
äb$:  v^iiegende  Schrift  anerkenne,  so  vfjrd  es  i^uch  woU  niqh^ 
wWnd^utet  werden»  wenn  ich  die  Ansncht  über  qie  Arf  und  Weise 
Üelr  .ailsspreche»  welqhe  ich  für  die  zweckml^sigste  in  der  Be- 
gründung einer  Theorie  der  Differenzen.-  v^i|d  Summen- 
He.^bauQg»  zweier  in  innecm,  und  deswegen.  Qp,tJb.H^ndigem 
Ztts^jvnmenb.ang  stehenden  Doctrinen,  halte,  und  diesig  in  eW' 

faa  BemiBdcungen  nachzuweifi^en  suche,  tch  thue  diess  in  ger 
leberzeugung,  dass  eine  solcjiüe  B(9J$pree|Miqg  nuc  die  SachjB  selbj^t 
fördern.. und  der  Wis3enisphaft  dienen  kann.  1^  künftige  Bearbel? 
ler.  magi  daAn ,  ^.^nn  er  diese  Z^U^en  et<^a  liest,  bemessien»  wan 
an  der  hier  ve^etca§a$nen  Ansicht,  gegenüber  der  YPn  d^  M&L 
befolgten >  sich  be)va|irheiten  wird,  wai9.  nicht 


Ij     -.  ,     r     *      ^      \',i\.       .      \'$      il      i^ 


Beib#-T«n  GUi^ed^r^v  dite-naickaiiDem  gerne IftSdhftütlichivD 
ßeifretae  .:i«iH:jicii>^,ei4#ii,  odat  Ivteg^ral-RettkiHfiig»  'm^' 
eBdlMile"Iliiffere»'aell.'"  '  ..'•••»i...' 

.   kl  dterterWiMMt  bt;!^  Aufgabe  youent  mciitbeatiniiift ,'»dbiiii| 
sie  nimmt»  wie  schon  oben  bemerkt,  alle  ZH^eige  der  Matbematib^i 
jede^.'ifik  lihieD  2vr«ckv  yerfiigbure  ' iwid  diensame  Mittel;  'jtdeo 
daciläcleti:  Kunstgriff  lÜr  Ibre  LflMiBg.jn  Anspruch,   und  ist  »in! 
oieser  Utthestimmuiei*.  äudi  nicbt  e»iitr  s^Bteroatischen  Beblind- 
lunesweise  zugängiich,  denn  sie  hängt  von  Aeusserlichkeiteo  «ftdf' 
Zamlliglceiten  ab.    Letzteres  wird  sie  erßi  dann^   wenn  man  auf 
die   einzeloen  ihr  dienenden  flwi^ge  der' Mathematik  selbst  ein- 
diiqgt.  .uAdJragi:  koDi^en  Mittel  beschafft  wei^dep,  wodM^'^^h  für  die 
eiDffichbo'ittid  Itöariiy^b^^tsfteti FtindtSonei/i  der  AiJäly6is;>el(;he^ 
sich'in^  AcSbiei^ghippB^h  isÄÄ/eti,'  ^it^fa  Sanifrt^naüsdr&c^     dach  all-' 
eemei^en'  .G^^etil^  \^^rfinden   la^eiv   'Dies^  Mittel,  li^förtdiie' 
Kecbiiuii^  in^lV  ön^'*^chen  DiffeT'enz6n   am   vöUsÖndifesteti,* 
imd- kWar  itf/Öer  i^eide,  <Jask  sich  Wr  äie  <eln  in  sich  abgeei^ihtosr-* 
senes  Systieni' aufetdRen  und'dardhftlbr^n  tässt,  vrVe  sich  im'IXI«' 
gendeo  zeigen  wird.  .I^t  niin  ituC  dies^m^^V^eee  eine  feste 'Basis 
gewonnen  und  siiid^'^ie'MItter^erlM^rend^en-R^cfaiiung  erschöpft, 

uepcmannun  aui  den  in  d6r  t^ummenrecnnangzu  veraroeiten* 
dlM*' SIMF'i^elb^;  to&h^  ^Ita,  iso^grutopipen  sich  dieHeihen  i^'zWWr 
Hauptarten:  in.$(4^fi>'»i4^re/i  GibQ^^i^qflH.  eui{erlf  i  .&^^ 
Dod  solche,  deren  Glieder  mit  abwechselnden  Zeichen   ver- 
banden sind.  .^^  «     :.  i  •»  ^'• 

Diese  iUnterscheidiiiig '  kVni^  aber  in  einer  Theorie  der  Sum- 
mf^Q^w^,:;^^fi1m  A'mm .  ancl^ra  ,jfcrer.  Aufgabe   9,aofi«eÄ<  Hl, 
npIrttTOftV  igM^i^tj^wd«^«*  .;pÄh^..E^4ßr.h!aJt  in,  seiwin.DifferM*; 
sialrechnung  einige  hierhergelidfi^  Fällte,  der«  mei^epAfJl  l^f^i^ag^t. 
tet,  undLacroix  ist  in  dem  oben  angeführten  Werke  auch-  darauf 
zurflckgekffAiiiiOnH.  ^q  bejdenJ^brfft^Pv  (P^^f  a^^  lu^t.  yUngeordnete 
und   zusammenhangslose  An  Hinge  vor.'     0er  Verf.  ist  hierauf  gar 
nicht  eibgegaiii^ektoZ Id>e»&er  TJkeoiiie  iptnil^fc  e&  nun,  rm  :aicb.IvoD 
seiMnb  vecßlehb^niobt^ian  devAuffübnmg  eiwger  Fatley  stHMdotenn  : 
dMilDoMirfuJkifriMitg  eiBesnPn^      üd4  aib  Aufündäng  deiblMiAlci^/ 
vielche'diesfi.  sieber  steilen.  Ibbtioibe^bi  einaf  Reibe  von  Afthaildfcftnr:' 
ge%><Bäi»€  ifeUet' a  J^au  rn  »1 1  IIb  v^  16tei  utt  d  i]B-33s>l  ein  fld:«■^!< 
ichieiMm' «md;  und  die  «ttch  ujlien dem  Titel. ^^D.ie'I^iehjr^e  t^d  ieioit 
a«(äte4ge»djeRFttnctio.nen  nehst  eini^iauf  sie  ge^i,üi^dibt.r 
t/M|.tSttiftiii«.n^fijeckiiiong*L  Bell fi^i  14)ftS'Sals4iBei8.eMer;eSdii»ffe. 
aatgeg^bmi;  wwidpnv.'g€|zel^t,  (bseibeideAyteniirou.Keihet&gabaiJIg&t^ 
nMincii:GeseMi«!n[uoietlie^^,  (Aieueter  eifiandeit  iuBeht  engemZilsfimr* 
m^libangpe  siebiKvfvaiA  sipb  \sh9tk  tso  dtt&chi  als  (C^naeouent  «hemr. 
dnrchgreifenden  Systeme    fügen.     Von    der   ersten  navptgnmpil 
dvpliitiien:  ('dbrto  .Giitder'  »inil^  einiäriei  ZjeidUinü'iiifsebevi  tfnd) 
vial^  dtesNb&oliQtbtitheiJiwitlsei  l^kaMM, ;  debU  fdfo  ¥oMAeitef|^  ^t^^i^tew 
mmOM^itfgmiilbfi  dfiri>z»t>cll»li  HfolptgruppAffebteaidbum^H 


m 

beiten.  Nichts  desto  wenioer  ist  Um  nihera  UaleMieliDfig  MmM^ 
und  führt  auf  Resultate ,  die  denen  an  Interesse  nicht  nachsieben», 
welche  bisher  über  die  erste  Uaoptgrappe  der  Reihen  anfgeftmr: 
den   wurden,  und  die   dem  Verf.  gewiss  manobe   neae   iuihall- 

eunlcte  geboten  habeo  würden,  wenn  er  ihnen  seine  Aufmerhsam* 
eit  zugewendet  hätte. 

Der  Zusammeohaog,  worin  nun  die  genannteni^swei  Hauptär«. 
ten  von  Reihen  unter  einander  stehen,  ist  sehr  einiachund  folgender. 
Der  Begriff  von  der  Differenz  einer  Function  ist  in  der  Glei- 
drang 

enthalten.  Hiernach  hat  man  den  veränderiicben  Theii  der 
Function  um  eine  best}mn»te  Zunahme  wachseii  zu  las'-' 
seo,  ujid  von  der  so  veränderten  Function  die  ur« 
sprCingliche  Function  ab;Euzieh(^n,  0lß  weitere  Verfolgung. 
dieses  Begrifls  führt  auf  eine.  Reihe,  deren  Glieder  du r.cfi 
eip^rtei  Zeichen  mit  einander  verbunden  sind:v 


%  fa:+f(a:+hHf(x+2h)  +  Jri'f(x  +  fnh)^ 


Dom  BegriflCe  der  Differenz  steht  der  d^r  Zuzählubg  oder  A  u  f* 
stiifüng  einer  Function,  wie  ich  ihn  genannt  habe,  zurSbiie, 
Et  beruht  darauf»  di^s^  nian  wie  vorftin  de n  verändert i ch e n 
Theil  einer  Function  um  eipe  bestimmte  2upahme 
wachsen  lässt  und  zu  der  so  veränderten  Function  die 
ursprangliche  zählt,    Da  fär  dieses  Geschäft  ein  Zeichen  ge« 

wählt  werdep  musste,  so  ih^be.  ich    nach,  i^nalogte  von  A  .dei| 

griechischen  Bnohsiaben  ^gewählt    Hiernach  ist    -^ 


3.   ifa!=zfix  +  h)+fx. 


h 


Die  weitere  Verfolgung  dieser  Idee  fiShrt  zu  dem  Begriffe  von 
Ri^ihen,  de^en  Glieder  mit  abwechselnden  Zeichen  verbunden 
sind  und  bestimmten  Gesetzen  folgen: 

.  ■,  .  • 

Es  ist  nun  nicht  zu  leugnen,  dass  durch  Aufnahme  der  hier 
angedeuteten  Grundlage  die  Arbeit  etwas  ausgedehnter  geworden 
w£e^:  «Ich  glaube  aber,  dass  ein  Znsatz  von  einigen  $$«  mehr  hin-t 

gereicht  hätte,  die  erweiterte  Theorie  durchzuführen,  denn  es 
loidelt  sieh  hierbei  nicht  um  Aufnahme  grosserer  und  T^eitführen-^ 
der  Untersuchungen,  sondern,  um  Begründung  des  Systems,  In 
meiner  Algebra  habe  ich  es  versucht,  in  dieser  Weise  die  allge 
meinen  Grundzüge  fißr  eine  auf  den  Differenzen  und  Aufstufungen 
beruhende  Summenreehnung  für  beide  Hauptgruppen  der  Reihenf 
za  geben  und  die  Ausführung,  die  sich  allerdings  lucht  weiter  als 
auf  die  einfachen  Functionen  erstreckte,  fällt  nicht  zwei  volle 
Bogpn  nus. 

iDabei  stehen  die  Meühoden,  welche  die  Verfolgung  der  oben* 
vergelegten  Idee  an  die  Hand  ^bt,  den  bisher  boKEinnten  weder 
an  AUgenieinh^t^  noch  an  Leichtigkeit  der  Anwendung»  noch  «n 
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mkSmihew  ^nHüflbbwbeit  :iM^r  wie  e^f»  Veij^icbvng  ao  die 


land   giebt.     Der  Verf.    hat    nfimlich    nach    dem   Vorworte  mit 
Beeht  venmedeo  „Behr  weitiäufige  Uoter^uebutigen*'  «ufzonehmen, 
die  entweder  onr  eiimir  ,,geringep  Grad  von  AltgemeipiReit^'  besaii- 
sett,  oder  so  so.  ««imfiirii^licwA  Reai4Meq''  IfibiteP;.  iM»  man 
ilure  ^praktjfcbe  ^rauchbarkei^Vü^. Zweifel  ziebeo  mu^t|9;,,«^7a4e. 
iD  wiFersttUidiii?«  yaitder  Abriebt  des  Verf.  w$re  ß&,wMoim^nk* 
wertb  gewesen,  wenn  er  auf  .eine  ebenaoeipfapb^&l^ü^^ef.fben^o, 
aHeememe  "als  |urakti«che  Ide^  ei9gegfipgen.,w^e>   denn  die  Rer.. 
snfiate,  worauf  ste.  fährt.  fiberr|i8ct^ei^4urcb  ihre,  ff  rosse  Anwendr. 
birkeit^  und  dprcb  das.  Zwanglose  |  womjt  sie  sicn  den  strepgen 
Forderungen  eines  Systems,  unterorduep,*  w«^  wir  leider  in,  dem 
d^nge^  . welcben  der  Veirf,  ve;cfplgte».nicbi  bervoreehoben  finden. 
Üfl|  die»  zu  zeigeoj,  sehen  wir.  1^8,8  yieranfasst  auf  einige  Eiozeli^- 
beiten  einzugehen,      •  .  >      :,   „..„i 

.parch  .Wiederholung  des  in  1.,.  und,  2.  des  vorigen  Siiaigmd^Vte''« 
teo  Gescbüfts  iwjrd  jnan  auf  diezwpite^^^ittey.Tierte  Diu^re^z 
oder  Anfstniupg  etc.*  (Differenzen  nim  ^A^^^^uAtiU^^  ;.hülierer 

der  nrsi 
so  dass 
seh/r  eipfachen  Caicut  folgeijde  jGrleichungen: 

1.  A«»Jo=Jr».— mjr«-i+(m)ajr«-.— ....(-y-(m)«,Ji 

(g.  24.  i^reUe'i  Uouirii.  l«.  WO 

3   C»Xpr=Xm^Xn^i  +(m),JU  -^+ ....  (^T»)«:^  ($•  3.  Cr. J.  ILBi)  *) 

•     /   X      w(m>-l)(m— *2)....(m— r+l)  ^    .    .  . 
worin  (iii)r=StViev. — ^ h ^bedeutet. 

Eben  so  findet  man  filr  das  umgekehrte  Problem : 

(§.  26.  Cr.  Jour.  12.  Bd.) 

4. '  jr«==^^!-Jf--m^4:i4o+(w)i^^^^  (J.  5.) 

Es  zeigt  sich  nun  leicht,  ,dass    diese  Gleichungen  auch  für 
ein  negatives  m  gelten,  iiod  man  erbfilt;      /.    . 


.«'  I 


6.  i^-^2L=Xm  +  mX^m^  +  [m]j,X^„^  + (§.25.) 

6.  if-"ii>==-X-«-WJr-:^i  +  [m]a^J„H-a ($•  4.) 


^  Die  CltadoaeJ  «nd  hier  naeh  $$:' ^erelim,  damit  tte  Dic^it  nur, 
ha  Ji^ata^f  k'CnPa ,  .soiideni  aiicb  ia  meiasf  Schrtir  ,;liehre  von  dbn  auf'* 
stolgenden  FoactioBen^'  nacbgetehen  werden  konaeo. 


•  '  V«   r"    t'-"*  »(»»•+ lW*»»*fÄ)-»*«(ni4'*l«'**'l)  .••'■,^"-x   l*  ''»lu«'"'  ,]••  >  '•» 

fyorui>.[w]r.;?S|      ^       3  "\>  \^    ;  • ,    y  ":'  ^     M^oUvi  .Vw^.fll^efl, 

Oletehungen,  die  sieb  äo  «nge  eitmnd^r  ati$cblfeasM»  Hit  lier'Vf^f '. 
nüT  f;  und '3.in  §."3.  und  f:^.  ^nt^tckeft.  Dfeii  Zn«nimi*f«i^gl' 
der  s^ivf^^eQ  de)a  positiven  und' negativen  hö'hetn  'ütiter^- 
s'i:hi^den  efnet  Faoctloti  herrsclit,  hat  er  ausser- >Vcht  gelassen 
und  damit  etne  ^ekUe' Quelle  i)er  Vergletchpng'^otod  ^er^Verr©»- 
sIlTidlgtmg  einer  Theorie  BfeM  benutzt.  Auf»,  J|8.  $c^Wfft^'^o-' 
etei*  diesen  ZM.9an»neiihabg  upd  die  aflgetnelneir  G^etee*  füif'V^^^. 
Wbern'Ühterschiedefu  Anrede  zu  steifen.      .  '  .  '         '  "  " 

''   Diesfe  Gleic(iunjgen  ^ind  zwar  vorerst  nur  Ibi'melf/  getteK  ^IM^ 
von"  jedfer  einfachen  Functiofn  obtte  üntersrfiied'.     Um  ihtiett  Ij*-' 
halt  zu   geben,   bat   man  die   Gesetze  des  Untcfri^cbiedsncihmdAs* 
und   4^s  AufstufeQS   auf.  4i?    einzelnen    Fun(;tioneu   aozywenden. 
Die^&iin^  biknonÜ^chof ,  t^ :  Igx^^  Sin  xp.  Cos  jr.,..i  rticbt 

alle  1(ia^eh^si<;b';gleicl)  l^cht  beftaridifln;  Aber  audh  flf^^^eni^r* 
se1^mfegBaQ)en'f!i)»se^'si6ft^*%V^m  aTf gemein,  fiif  pAfsitite^iind  jÄfe-; 
gätive  ^t.Bfllügent  p^setzf  ünteni:«rfei](.  W^r  y^eis^n- dieito  'dürclf' 
fefgejidefeusamnietistetFttn^^ätb.  •    '■'-.  *=    -    '"^  '    ,  • 

/■      1      ^     1        '  ■  '  ;■■..>■    'I  m/\       ' 

,««\\'l  '  '...  t-'.  «..»•  J  »  *»'  «k  '  •  --.(,#4  «-'  « 

.10.  •Äi»^«=r(b^)"ii:    y  (S.  32.) 

''•^^-ipK-)-fei^  .(§.30.) 


•  ••  /     < 


u 


•** 


•1         ■'    ,  •       ■<  I.  Co»(fl;— a-t»t— .1 

20.   A-"Co&t= .     I    ■    <r    ,  (Sv^O.). 

pie  Ide^fitSt  dei*  Däri^tcItuDgeii    9^14   f&  positive  tinter?' 
^ledtt  ifit  denen-  yon  15 — 'iU  ,filf  neg^tlive   Uuierscni^e  d^i;-. 


1  > 


23.  ^  Sin  a?  =2«  Sin  (/r + -g  m  A)  (Cosj^A)»» .      (§.11.) 

24.  '^^Cos  ar=2«  Cos  (ar + g-  m  AKCos  A)«      (§.  12.)») 
fe  '^o*  =  (i^i)S=aH^a»)— a»     -     ($.  14.) 


•       I 


•    B 


27.  ^Sm*= ^  .      ($•  «•) 

<i»(Cos-nA)" 

Cos(j; — o»"*) 

2»*:  f^CosÄBB.  .•      '  -Iv '     /      '.  ($•  16.) . 


*>  .iDtii.    Ih  4lett  oben  ongelfilirttii'  $$.  ($.  li,  t^  16  and  16  Crelle^s 

ib  <ll*'iBdL)  siöd  dnroh  «in'ltcr«cb«D'attdk.diQ  lUaiin«n  M  •»  >> 

.1  ■  * '  '  ■ ,      ■  ■  •        . 


▼erbeMend  D^«irK6.    Das  Gldblie  gilt  voif  ffetf  otofiutiieki  AuCitiifUiureD 


•  ri    i   )•   ••:'•■"  '  I 


▼OB  Sin;r  and  Coi^r. 
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Auch  hier  tii^  d&  Identität  der  Gleichungen  8t— 24  mit  26-28 
lür  positive  und  negative  Aufstufungen  klar  hervor.  Ja 
d^r  Zusammenhabg  zwischen  den  hdKern  Unterschieden  nnd 
den  höhern  Aufstnfungen  9^20  und  21—28  ist  nicht  zu 
vericennen. 

Die  Darsteiluil'g  för  Ai*"«*  und  ^±"ö','  A±"*  -  und  ^t"*- 

A*"  Slnor  und  tt'"Sinar,A±"C.osa;  und  ^i"* Cos  o?  ergänzen  sich 
gegenseitig  im  S^rsteme,  und  sollten  aus  diesem  Grunde  schon 
m  einer  Theorie  nicht  übergangen  werden ,  abgesehen  von  der  An- 
wendbarkdt  und  Brauchbarkeit,  welche  sie  [n  de>  Summeorech- 
nopg  zeigen.  Die  Gleichungen  J3.  und  14. ;  15.,  19.  und  20.  sind 
zv^r  von  dem  Verf.  .(S,  19,  J.  4.  u.  S.  ll7.  $.  8.)  angegeben,  auf 
den  Zusammenhang  aber,  der  zwischen  ihnen  herrscht  (für  die 
Ibeorie  der  Differenzen  gewiss  nicht  unwichtig),  ist  nicht  hinge-' 
7i^^^-  Er  ist  sogar  durch  die  Darstellungen ,  die  auf  der  Seite 
l*'-  gegeben  sind,  verwischt.  Zu  dem  hat  sich  in  die  dort  mit- 
getheilten  Darstellungen  i^  Vel^sehen  eingeschlichen.  Die  For- 
mein,  die  wir  in  der  ^eeeicbnufig  4)^8 ^erf.  hier  geben,  sollen 
wohl  heissen: 


..i-    .<•  .,  ■•       '':.\\\ 


Z"Sin  .V  =zf^  Cosec  5-A)"Sin  (a;— « — 0— J  und 
...  2"  Cos  a:  =  is  Cosec^ft)»  CpsC^j-h^'U-t)  , 


wahrend  sich  dort  rori|id^ts     [      /  ^       N    . . 

2*Sin;:p=(2Cosecs^Ä)"Sin(j:— n— 5—  j , 

) 

2"Cosa:=(2Co«ec  j^A)"  Co8(.t— n^f^) ' 

was  mehrere  mal  vorkommt,    während 'die  Gleichungen,  woraus 
diese  Darstellungen  abgeleitet  sind,  in  §.  2.  S.  90.  riätig  stehen. 

f.  4. 
.  Mkht  «o  willig  lassen  sich  sdie  Functionen  a!P  undlgir  fflr 
die  Differenzen  üsaa  Anfstufungen  und  -xPl^  für  die  Aafstnninged 
behandeln.  Ujp»  auch  diesß  dem  allgemeinen  Gesetze  zu  unter- 
werfen, dient  ile  Methode  der  Darstellung  der  Unterschiede 
und  Aufstnfungen  durch  Differenziale  und  Integrale. 
Um  diess  nachzuweisen,^  sind  allerdings  einige  andere  Unter- 
suchungen nothig,  die  j^Bdoc»  durchaus  nicht  weit  ausgreifend  sind. 
Die  hierzu  erforderlichen .  Gleichungen  finden  sich  (§.  42.  Grelles 
Jpurn.  12.  Bd,  §;  19.  und  20.  Cr.  Journ.  33.  Bd,).  angegeben,  und 
entwickelt.  Sie  sind     *  ^  ^     ^^^ 


.  j'"  (  ■     I . 
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,  a«»f  1XA-+» 


1.  A-jr=tf^Ä^  +  «^^M::ü^ 


odet 


.1 


,       Mi.. 

2.  Ä"X=(c»_l)-.X 

A«Oy  MI 

3.  ^X^{l+e^')  X. 

•  ,  >  .  I  ^    > 

Alle  drei  DarsteUungeD  sind  «Hgem^  uud  gelten  fBr  eiii  po« 
sitives  und  t^egatives  (ja  sogar  für  ein  gebrochenes  pos.  und 
neg.)  fit.    liiiter  iSC  (1>  2...  m)'' ist  der  Summen  aus  druck  der 
Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus  m  Elementen  zur 
\kn Classe rerstandeuj  oder'ein  FaknltHten'^Coefficienty  wie 
ihn  der  Verf.,*  den  Begriff  toa  einem  speclellen  Fall  ableitend^ 
neDut    und   womit  er  sich  mehrfach  ($.  10.  S.  44.  $.  16.  8.  165.)^ 
jedoch  immer  nur  im  besondern  Falle,  beschäftigt.    Dfte'DarslU- 
mag  dieser  Summenausdrficke  fär  die  verschiedenen  Classen  ist 
sehr  wichtige  denn  sie  sind  in  der  Anatyiit»  s^r  ve|4>reftet,/ und 
haben  f&r  yiele  Entwicklungen  (nicht  allem  für  die  Fakultäten)  die- 
sdbe  Bedeufong»^^i«-dfe  Biril^AiialcoefBcfenten   ß^r   andere.      JEs 
lohnt  sich  dah^  V9<AA  ^er  Mfihe  sieh   niit  ihnen  zu  ^eischäftigen» 
und  die  allgemeinen,    für.  sie. geltenden   Bildnngsgesetze    zu   er- 
mitteln.   Hat  man  sie  gefunden,  so' ist  man  der  Mühe,  sie  in  je- 
dem speciellen  Fall  wiedcfhöitattlzusu^hen,  überhoben.    Ihre  Dar- 
8tettiing',«fird,,4nrch  eine. merkwlfrd^g^  Bez^bifng^  woria  ^i^Sum-r 
mepsaasdrücice;  dj^r.yefbinduiyg^n^.mit   und  9 hne  Wiederha- 
lungen zu I  einander  stehen,  und  die  ich  (§.8.  33.,Bd.'Crelie's 
JouniJl  na(^gewt^8e^'habe,'erleichteH^    Ist  nämPich  der  Aiisdrud^ 
ßr  ;$c^(t;2,3,...m7,.  gefunden,   so  ^It  derselbe   unmtttejbar  fili* 
SC(t 

dieser 

wird.     Benutzt  man  diese  Bemerkungen  und  die  im  33.  Bd.  ClreHc^ 
Joum.  §.  l&'Und  20.  gegebenen  Entwicklungen,  so  .erhält  man  ans 
.  nod  2.    ( 


*"+« 


ä    A»  V /i^J^w .  "» >+* A  »^,  .  3»>-|:t       i^*X 

'  ■  -    '  *    -'^  •^•^•''  *  ii.a4v4^'^33SR-'»*^-    ■  '  '  ' 

+ iapii "'^(05^4*"^     ^ 


.  (3iii'-,l)n /^-' „„ . 

m(i»-l)m  /^~'v,a,,__, 

+ 44.1>114»-'       V       -•*"'>^ 

Beide  Darstellungen  unterliegen  ötfenbar  einem  und  demsel- 
ben Bildungsgeaetze  fQr  (+ni)  und  ( — m),  weon  man,  nie  eich 
ieiobt  «rweisea  l&e^,  Jb«Mf kt,;  i^afs  .   . 

■.::  ^'''  li^'^'^*"'/"**?r''^'.   ;', 

Sie  'gälten  8D({aii  för  gebrotahäne  m..  Der  besondere  Fall,  wein 
flt=l  i4  5.  .Ist«  woflir;  der  Verf.  seiner  WkbÜigkeit . i^egati  zwei  za- 
rfleÜbufend«  Bil(ltingaH:ei6eii  raiUheiltk  giiht  diß  beksnote  BernouUi- 
eUleiBiiMtund  ob  m.  ,\    . 

t.'i;A^»i=t±«IJt=C<»-l>*'       :■  ^-    .'■■■■■'.    ■         ■  .".;■■". 


=lf^ 


•^  253  TXät^; 


So  «IT  ipU&tf  initl'  dM'lifjlWMi  Dlffet^tidälti  ihid  Int^lf^I«  di»^ 

FUttcturit  .'ddr^tfASb  klt^.'    So    im' '  kMd  '  W«    «tich  '  hl«rnttCli 

^■^^A'uni  J^'^i  *|Cdie  npcj»  iraglicbe  Ji'uridtiön? 

orgelten  üe  sich  I  sind  die  bOberii  pilferenziale' 

aiu|i  belc^nbi:.    Di  abersin^',  söviblüiir  bekannt 

i^i  1  nicht  geg{be  'den  Gleicjiungey   werden  «^ 

f^^lderlifien  Die  ^  Fehlend« 'ergaiizen.     E? '«^ 

ijB.iÄWaewieineii'.  .  ,„          •,,,'. 

worin  ipHal.S.S...^  nnd  £G(l,2»3,>.p)i^^  die  Sammen  der  Ver- 
bindungen ohne  Wied^msluiigeo  aas  p  ElenteDten  zur  (p — l)ten 
Classe  sind. 

Aus  3.  erb&h:  hui  mit  diefflu  UittelonDagerOgtet: 


:  i;  •I*T)V  .  ..  i.i   .1;  •{'..liiB^oai)^".  .t!;):l<{.       »  •     .;  : 

-'..■'•. •.'«rf'fi''    -.M..''t;  i"yii' ..     '!•■  ;•  •!•  iiTiiiii  «'n     kf^X'         ■ '' 

•     •  *    •  { 


'gf  f,^  .¥?cu.,Äajf,^  uer  .R^Äopaer«  tau,  wenn  m=c-i,  giD|  eine 
bemerkenswerthe  Reihe;  sie  ist 

.     j  •■  «  i       'i  ij   ■ 
und  steht  der  Berooullischen  Reihe  zur  Seite»  denn  sie  lehrt  die 
i^otenzenreihen  mit^jab  ^.eclf  p,^q4  h  ^n^  ^f  iQhe4; 

sBromireD,  wie  die  Bernuullische  R^ihe  die  Potenzenreihen  mit 
eik^r  toiriSbiohen'ttanAiniMMiMlnl^.'utid«  Hat  »Ü^erijidiitedbc!  torak- 
ütAe  fiedebtmg  iii'<«iner.  Xk-etitie  ^deü  ISfunkhidBlretbDuiB^  itiB 
ite  BerMttlliscne. Reihe«.  -:oli'.  >  c  •.•;•>  i  .jU  (im  /M  - .  -.m  r.  s  ^r-.  -:  •, 
'  '  MjJi;  -.'J  ')iV  •  !//  /  ,.111  /  l'..'Sfc'ft^  .;.  .j;  hm;  .i^ .-;  .•'  '.  :  iM  .fr(.;» 
«1M4  f9i<S«:««ll  eotiHUteti;iiiaoh*'Utaaeriiir£nu2bten  itoik«raeAiiIJiqi{ 

tua*  ioT^rsi  fiic;  eBnfhcHe.Funfilldneit^i  Hien^fi.  r«ibt  sith-l^odbinl 
die  Darstellung  der  positiven  und  negat:Lt'eA;Uait(9=r4ehiedj» 
und  An  fstnfuneen  der  zusammengesetzten  Functio- 
oen,  was  w{t>'i4<w  weiter .^^^rtV^i^eA^-dontf^rA^niiratideulifen.  Erst 
wenn  diese  Vorarbeiten  vollendet  sind,  kann  zu  einer  Summen- 
rechoung  mit  fetitfacbeil  tii<d(^lz^sriiB}giej|p|^e6oiztoii  Functionen  über- 
gegangen werden.  Ueber blickt  man  nuhr  äi^^  hier  mitgeth eilten 
Resultate j  so  zeigt  sich,  dass  die  so&enai^rite  Differenzen- 
Rechnong  den  grössten  Tfaeif' Ae^  tcä)dal/ti|.rvc  t  et  inverse 
aux  differences  bei  Lacroix,  und  auch  d*er  Differenzen- 
und  Summe nrech.^wn^gjdewa  y<erf.i  ^Wj^l^Ji^^s^^  und  mit  Recht 

tnDschliessen  muss,  denn   das  Zeichen  ^,  welbhes  Lacroix  und 

der  Vefj^!^:':ge|i|rauchl;^^\ -ipt  ^fuchts  <  iiüider^  '  ?l)l_:das  Zeichen  A  mit 

einem  negativen  Exponenten.    Da  null  aK^^Oesetze  für  A~'~'"jf  und 

ATTJT  unter  einen  Gesichtspunkt    fallen,  so  können  sie  nicht  von 

nach  geschiedene  A 

nimmt  y  steht  daher  i 

klang.    Dafis  a\e  aber  einem  und  demselben  Bildungsgesetze 

anterliegen*;  läLbn^di  ^M  &ier  ^^gebeilefi  Mii!t»eilongen  ticht  in 

Zneifel  gezogen  werden.     Endlich  liegt  auch  der  Zusammenhang 
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zwischen  Ä^""X  und  &'^X£^X  mi  ^Jf  so  (einfach  m  Tage, 
dass  alle  Complicationeo  weffMen,  und  dass'also  auch  derZwei- 
fei  des  Verf.,  ob  überhaupt  ein  »yallgemeines  Bildungsgesetz*'  ab- 
gesehen werden  kann  (8<  118;.  Q.  8.)  vüipht  gegründet  ist^  da  ein 
solches  existiit. 

.  Mit. den  bisher  aufgefundenen' Udlfsmitteln  kann  nun  eine  Sum - 
men.recfinun^  ohne  Schwierigkeit  durcheefilhrt  werden,  worin 
die  Trennung  in  zwei  Hauptarten  von  Reinen,  mit  einerlei  und 
abwechselnden  Gliedern,  sogleich  hervortritt.  Die  Betrachtungen 
rtun ,  wekhitf  derselben  eine  teste  ÜnteTla;g^  geben,  sind  (8.  72.  u. 
ff.  u.  $.  104.  u.  ff.  €r.  JouT.  14.  u.  IS.  Bd.)  der  Lehre  v.  d.  aufst. 
Fiinct.  niediergelegt.    Bezeichnet  man  nun  auf  folgende  Weise : 

,  ,.    .    1.    Xq  -{-  -Aj  -f-  ,^-|-.^  ....  -|-  An=?  SXn» 

'   %  Xo--Xi  +  Ä^-^X^...('-)^Xn^S('-)*Xn;       ' 

so  erhält  man   durch  eine  elementare  Erörterung  folgende  Grund- 

fesetze  für  die  Darstellung  der  Summen  alier  einfachen 
'unctionen: 

. .      ,.  .  •  . 

,'tii«.  ..*.  .  •  , 

«Die  Auffindung  des  fi^aglichenSuminen^Ausdrucks  beruht  daher 
airf  der  entwiekelten  Darstellung  zweier  AusdriUike'der 
ersten  negativen  Differenz  oder  Aufs  tu  fung' einer  Fusc- 
tion.  Da  nun  in  §.  3.  und  $.  4.  gezeigt  wurde,  wie  sie  för  alle  Fälle 
tefnmAefl'Weiiden  kbnneki,.  80  kann  auch  die; .vorliegende  Ail%abe 
l;'*-4;>  iimner  geldst' werden.  >  Ais  Beisidel  diene  der  weniger  ein« 
aohefali,  wenn  X^^af  ist*:  Man  ernält>daiin  aus  7«  $.(4i  Meh 
der  •Vorschrift  von  3«<:  * ; 

5i  ÄA.===a:^  +  (a?+A)P+;(ir+2*)P+.^..(a?+fiA)P  V       . 


•     '•!       .>, 


P 


+^R*t(«+l)*)'-'-^'-*}* 


•    '      (• 


«  • 

'  Aus  n.  f.'i.  erhält' itiati  nach  4.  folgende  zwei  besoq;dere'F|lfe, 
fif^.' bin  gerades  und  ungerades  n  ^  *''  -   "  ': 

III    '    r.;  .1     '»,11,  ,,       ,1        >      •:  ••     t  .•.'•'>   ,  'n    .;.  . 

,,,    ,.:  ;6.,  jrP-j(a?+A)P4r{j:+2A)}'..-  +  («  +  «Ä^:sÄ(-)fX    ,,. 

l  I  *  * 

_il    ici.  ".  :J  *.    *.  .       II    '»j:     i        il     ti  »  ,    .1   :  .  ».   .  .  .    ,      l  •      .  <    * 
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=  j[«+(«+l)A)''+«'J 

—  ^  A[(a:+(n+l)A)P-»  +  a;i^»] 

+  ^U^r^^^'  t  (* + (»  + 1)  A)f-»+;tP-  »J  ' 

:  : 

•  •  • 

1  •  • 

7.  a» — (a;  +  A)P + (a;  +  2A)p  ...  -  (a: + nA)P = SC—)"  JT« 

Die  aus  5.  sich  ergebeodea  besondern  Fälle  sind  bekannt.  Die 
aus  6.  und  7.  sich  ergebenden  weniger.  Wir  stellen  daher  einige 
Bier  zasammen»  damit  man  daraus  die  Anwendbarkeit  der  hier 
mügetheilten  Methode  ermessen  könne: 

8.   1  —  2  +  3-4  +  . ..±n=^ 

-n 

_      "*      «_    «(»+!) 
T~2 O"' 

l_2«  +  3»-4«  +  ...±„»=^'+¥-j 

__    n'      3n 
—2        T  ' 

1  _  2«+34  -  4« + ...  ±„4  _  ^ +„»„  J 
t_2.+3._4.  +  ...±„.=^*+8^_««!+| 

—  T — r+x^ 

Tb  eil  Xlil. 
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% 

I 

u.  s.  w.  Die  ersten  Ausdrucke  gelten  fCr  ein.  ge^ildes  n,  also  für 
eine  ungerade  Gliederanzahl,  die  zweiten  flir*'^  ungerades  n, 
also  für  eine  gerade.  Das  Furdemde  dieser  Methode  macht  sich 
besonders  klar,  wenn  man  die  Art  hiemit  vergleicht,  wie  Euler 
Diff.  Rechnung  2.  ThI.  §.  178.  u.  ff.  und  nach  ihm  Lacroix,  Calc. 
diff.  et  int.  T.  111.  p.  907.  u.  ff.  diese  Reihen  behandelt  haben, 
ohne  aus  den  speciellen  Fftllen  heraus2utreten. 

Die  Gleichungen  3.  und  4.  zeigen  den  Zusammenhang  zwischen 

8  (Begriff  der  Summe)  und  A*^  oder  ^  ( erste  negative  Diffe- 
renz oder  Zuzfihlung)  und  beweisen  dadurch,  dass  beide  nicht 
identisch  sind,  obgleich  im  einzelnen  Falle  beide  zusammen- 
fallen können.  Häufig  wird  A''^  durch  Z"  bezeichnet,  diess  thut 
Laplace,  der  auch  Ä""   ^^Z""  angibt,  Lacroix und  auch  Euler. 

Die  Bezeichnung  des  Begriffs:  von  A^^X  durch  S'^JC  halte  ich 
nicht  för  zweckmässig.     Sie  verwischt  den  Zusammenhang,   der 

zwischen  A  X  und  Z'^Jf  herrscht,  beinahe  ganz,  während  die  Be- 
zeichnung A""  X  ihn  hervorhebt  und  die  Theorie  auf  A"'"^,  nicht 
aber  auf  Z'"^ führt.  Zudem  hat  Laplace  (Theorie  des proba- 

bilites)  sieb  nur  mit  d'er  Darstellung  von  A'^'^,  durchaus  aber 
nicht  mit  Auffindung  von  Summenausdrucken  (S)  beschäftigt. 

Der  Verf.  entwickelt  8.  86.  §.  1.  der  S«mmenrechnung^  den 
Begriff  von  Summe  ganz  richtig,  verlässt  ihn  aber  alsbald  v^ieder,. 
und  kehrt  zu  dem  gewohnlichen  Begriff  der  „t>villkifhrlicheii 
Constante''  zurück,  der  ihn  dann  zu  folgender  Darstelhmg filirt : 

9.  ^ar  =  Zg)(ar)  +  C. 

Wir  halten  diese  Definition  im  Rückblick  auf  3.  und  4.  nicht  för 
zweckmässig,  da  ihr  die  nothigende  Kraft  des  Innern  Zusammen- 
hangs fehlt.    In  dem  Begriffe  der  Summe  (3.  und  4.)  ist  nichts 

Willkührliches.  Die  Ausdrucke  (A~%  und  ^^JTo,  gewöhn- 
lich Constante  genannt)  sind  eben  so  gut  integrireode  Theile  des 

Summenausdrucks  wie  A""  A'ii4-i=ZXi+i  und  ^-^Aa-j-i,  und  daher 
weder  überhaupt  willkührlich,  noch  enthalten  sie  etwas  Will- 
kührliches. Sie  sind  durch  und  durch  bestimmt,  wie  denn  auch 
diese  Bestimmtheit  in  der  Conseqnenz  der  Theorie  einer  Wissenschaft 
liegen  muss.  Sogar  für  die  Integral -Rechnung  sind  diese  Be- 
merkungen von  Belang,  wo  der  ßeeriff  der  Constante  (ins  Be- 
sondere bei  dem  bestimmten  Integrale)  wieder  hervortritt,  wie 
denn  überhaupt  derZusammenhang  zwischen  D  i  f  f  e  r  e  n  z  e  n  -  und  D  i  f - 
ferenzlalrechnung,  Summenrechnung  und  Integralreclp- 
nung  unbezweifelt  vorausgesetzt  werden  darf. 

«.  7. 
Ist  nun  der  Begriff  des  oummenausdruckes  einer  einfachen 
Function  gegeben,  so  wird  man  durch  Wiederholung  auf  Summen 
von  den  Summen,  wiederholte  Summen,  von  dem  Verf. 
vielfache  Summen  genannt,  geführt.  Hier  ist  zweierlei  zu  be- 
stimmen: a)  wie  die  Summenausdrücke  fär  sie  gefunden  werden, 
b)  was  unter  ihnen  zu  denken  sei? 
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Die  B^antwortunA  dieser  zwei  Fragen  fBlirt  zu  folgenden  Oar- 
Ktellnsaen,  die  in  §.73.  und  j^.  ti0.,§.9l.  meiner  oben genanntenSchrIft 
entwickeh  sind: 

1.  S«X»=(n+l)Jo+»-yi+(«— 1)-X, +-...  + Jf« 
S»^,=[n+l]a  Ji'o  +  [n]»Xi  +  [»-l]a  A, +  -X« 

=Ä-»jr,^h-[tt+i3jA-'iro-[n+i],A-'jr,-A-»i:„ 


«.  2.  s«»(-)'»jr,.=iX„— [2]„_i.y«_i+(3]«_ii:«-,-...±[K+i]»_iAo 

r 

=i"Jf»^J:[«+!],»_,^*jro±[n+l]»-^~*Äi....dbf~'"Ä«-i 

Die  Form  der  sieh  aus  $.  M.  und  §.  91.  ergebenden  Reihen  mit 
ihren  Summen -Ausdrficken  ist 

3.  JS;,  +  2A,+3Jr,+4Jf,...  +  (n+l)jy„ 

=r  («+l)A-*X+i-A-*Ji:»4.,+ i:^~*Ao, 
^+ [2],  J;  +  [3]a  Aa+ [4]a  ^3 ....  [n  +  l]a  Jf„ 

= [«+i],A-'  A,+i  -  [«  +  i]i  A"^  jr„+,  +  A-»  a;.  n  -  A-'  a;,  . 

«  • 

Xi,  +  [2]«_,  IT,  +  [3]m-i  A,  H  [4]«_,A,..  [n  +  J]m-i  A„ 

=t«+i]»-iA~  A»4-,— f«^-l]mT^A~*An+^... 
4.  Jlo-(2]«-i  A,  +  t3]m-i  A,-[4]»-i  A,....±[n+1]»-,A, 
Ädb["+l3««-ib    A»fi±[«+l]«-gC'  AB+i...i:S~*^»+i+^'"A;>. 

HierinistLyj^^^y+'y+f^-y ""'^ •  Dieh.t.und  2.aDgfe- 

gebeoen  Summen^Ausdnlcke  enthalten  so  viele  Gonstanten  (wciia 
man  diesen  Aosdrnck  gebrauchen  fvill)  als  die  Wiederholnog  der 
^mnnienrechnang  Terlangt;  die  in  3.  und  4.  angegebenen  nur  eine- 
Consiftote. 

4* 
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Der  Verf.  behandelt  zwar  §.  8.  2te  Abth.  S.  116.  die  ifelfa- 
chen  endlicbeo  Integrale.  Was  sich  aber  der  Leser  darunter  für 
einen  Be,&:riff  zu  bilden  habe,  geht  nicht  klar  und  deutlich  hervor. 
Diese  Unbestimmtheit  ro«*>chte  znm  Theil  darin  ihren  Grund  haben, 

dass  nicht  zwischen  SXn  (Sumroenausdruck)  nnd  ZA'nsrA-^  A^ 
(negativer  Unterschied  einer  Fanction)  gehörig  unterschieden  ist. 

Auf  Seite  117.  ist  z.  B.  für  2^"V=A""a'  (vergl.  15.  $.  3.)  fol- 
gende Gleichung  angegeben : 

/_\ 
dabei   aber  nicht  erörtert»  was  unter  Z     a'  zu  verstehen,  noch 
wie  die  ,»ivillkührlichen  Coustanten*'  Cq»  C|,  C^....  d— i  gefunden 
werden.     Nach    den    hier    gegebenen   Mittheilungen   ei^bt   sich 
ans  15.  §.  3.  und  1.  dieses  Paragraphen  unverzüglich 

6.   Ä«a'=[«+l]«-ia*  +  [n]tii-ia'+*+[«— 1]m-ia'+«*-...a*+^ 
"^  (a*--l)«  ^       rt*-l  (fl*— 1)«       "' 


(«+l)flf+(«-a)A 
(a*-!)— »     • 

Auch  Lapiace  spricht  (Theorie  anal.  d.  probab.  Chap. 

l.Nro.  II.  bei  Darstellung  von  2"*=A"'"  der  Functionen  von  „will- 
kflhriichen  Constanten''  me  man  bei  der  wiederholten  Integration  ge- 
wini^,  lässt  aber  ihren  Begriff  gleichfalls  Hinerortert.  Weiche  Steile 
soll  aber  ein  unerürterter  Begriff  in  einem  Systeme  einnehmen f 

§.8. 

Die  in  dem  Vorhergehenden  niedergelegten  Bemerkungen  bil- 
den meines  Erachtens  die  Grundlas^e  für  die  systematische  Durch« 
fuhrung  einer  Theorie  der  Differenzen  und  Summen.  Ist 
nach  aieser  Grundlage  das  hierher  gehörit^e  Material  verarbeitet, 
dann  reihen  sich  an  sie,  als  ein  organisches  Ganze,  die  übrigen 
Mittel  zur  Summiruog  der  Reihen  (einfacher  und  zusammenge- 
setzter), welche  noch  aus  andern  Zweigen  der  Mathematik  Be- 
schafft werden  können,  sowie  die  Kritik  der  hiebei  zu  benutzen- 
den Mittel,  wie  Convergenz  der  Reihen  etc.,  welche  der  Verf. 
auch  gegeben  hat. 

Ich  bin  nun  weit  entfernt,  die  hier  gegebenen  Andeutungen 
för  etwas  anderes  als  was  sie  sind,  nftmlich  die  subjective  Ansicht 
eines  Einzelnen,  und  daher  weder  (ur  besser  als  die  eines  Andern, 
noch  für  die  einzig  richtige  Auffassunsrsweise  des  hier  einzuschla- 
genden Systems  zu  halten.  Doch  glaube  ich,  dass  sie 
manches  gute,  zur  Aussaat  brauchbare  Korn  und  manchen  Vor- 
zug vor  der  bisher  befolgten  Behandlungsweise  enthalten.  Sie 
führen  wenigstens  einen  Zweig  (Aufstnfnngen  und  Summen 
der  Reihen  mit  abwechselnden  Zeichen)  in  das  System 
nnd  überbieten  die  bisher  angewendeten  Methoden  an  Brauch- 
baiiceit  und  in  Erzeugung  des  Materials.    Ich  darf  daher  wohl  die 


S3 

Ueberzeugung  aussprechen,  dass  der  Verf.  bei  seiner  Gewandtheit 
10  Uandbabang  des  Calculs/  eine  gehaltreichere  Schrift  dem 
Pttbiicmn  ubereebeu  hätte,  wenn  er  von  der  hier  angeregten,  all- 
gemeinern  Ansicht  in  Durch tuhrung der  D i fferenzen-  und  8uni- 
meDrechnung  ausgegangen  wäre^  daran  die  weiteren  Resul- 
tate geknöpft  hatte»  welche  in  der  neuesten  Zeit  von  anderen  Schrift- 
steilem  eröffnet  wurden ,  und  dadurch  zur  Feststellung  der  Grnnd- 
zQge  einer  Wissenschaft,  ihrer  Verbreitung  und  Erweiterung  bei- 
getragen hätte. 

Die  hier  niedergelegten  Bemerkungen  sind  keiner  Nebenab- 
»icht,  sondern  dem  Wunsche  entsprungen,  nach  Vermögen  zur 
wissenschaftlichen  Begründung  des  von  dem  Verf.  behandelten 
Zweigs  der  Mathematik  beizutragen.,  Ihr  Zweck  soll  daher  nicht 
ein  leeres  und  unfruchtbares  Negiren  sein,  sondern  ein  gemein- 
sames Aufbauen.  Hiezu  ist  Austausch  der  Ansichten  und  vereinte 
Kraft  nothig,  denn  nur  auf  diesem  Wege  wird  die  Wissenschaft 
gefordert  werden.  Die  vorliegend^  Schrift  soll  als  Compendium 
tifr  akademische  Vorlesungen  dienen.  Vielleicht  nimmt  der  Verf. 
hiebel  gelegentlich  die  Veranlassung,  das  Gesagte  zu  beachten 
and  zu  prüfen,  ob  und  was  daran  als  richtig  sich  bewähre;  es 
hat  ja  ohnedem  grossen  Beiz,  bei  wiederkehrenden  Vorträgen 
einen  and  denselben  Zweig  der  Wissenschaft  von  verschiedenen 
Seiten  ans  zu  betrachten  und  zu  beleuchten. 

unter  die  Verbesserungen  sind  noch  nachträglich,  ausser  den 
in  {.  3.  angegebenen,  aufzunehmen: 

S.  19Z.  12.  V.  o.  A»Sina:=+(2SinjA)«Co8(Ä+^) 

statt  (2Sin|^A)»Sin(a:-f ^Y 
S.  178  Z.  18.  V.  o.  ^^^y  statt  "^^^o:. 

X      ^  X 


u 


DI, 

De  ellipsi  minimii  dato  quadrangrnlo 

cfrcnmscripta. 

Quaesirit 

^  Franciscus  Seydewitz. 


Perlegenti  nuper  •  quae  de  problemate  suprascripto  lilustr.  Ange- 
ras ,  gymnasii  Gedänen^is  Professor ,  dUseruit,  In  mentem'  mihi  venit 
propositioDis  cuiumlam,  in  Quam  pauHo  autea  incideram^  quum  de 
persiroiii  re,  «cilicet  de  ellipsi  maxima  quadrilatero  Inscribeoda 
^aaererem,  et  qua  iam  tunc  mihi  videbatiir  ad  eiasdem  problema- 
tis  solutionem  via  ab  illa  Euleriana  plane  diversa  aperiri.  Meque 
ea  me  spes  fefellit;  intellexi  tarnen,  postquam  proprius  ad  rem 
aecessi,  solutionem ,  quam  inde  obtinut,  ad  eas  quidem  figuras, 
quae  ad  Universum  quadrangulorum  genus  pertinent»  accoramoda^ 
tissimam  esse  ac  praesertim  peculiari  geometriae  usui  magis  se 
applicare,  quam  iliam,  cuins  Euierns  inventor  fuil,  paene  totam 
in  numerorum  spinis  versantem :  In  speciebus  vero ,  ut  in  trapezio. 
In  Parallelogramme  et  in  quadrangulo  decurtato  sive  triangulo, 
excepta  una,  ubi  alterutra  diagonalium  per  alteram  bipartitur,  omni 
plane  usu  carere.  In  bis  igitnr  ad  alias  methodos  confiigiendum 
erity  quas  tamen,  quum  nihil  difficultatis  habeant»  hic  praeter- 
mittam. 


$   1. 

Fioeamus  (Tab.  I.  Fig.  1.),  esse  reetas  PQ,  QR,  RP  tres 
polares  narmonlcas  coniugatas,  ad  ellipsin  ABCD  relatas;  rectam 
MZ  semidiametrum  huius  ellipseos  per  punctum  B  duciam  et 
lineam  PQ  In  puncto  V  secantem,    atqoe  MX  esse  semidiame- 


tnim  iineae  /^  pwilleian):  pcimaia  apparet,  puoctaiK  et  Y  duo« 
polos  %s%^  harmonicos  coniugato/^  rcjctae  MZy  et  ob  eam  cauasam 

MR.MV^MZ^. 

Deinde*  qaiim  sit  PQ  polaris  harmonica  puiicti  /2>  eadernqne 
ttneae  MX  parallela^  erit  ilf  Jf  somidiametro  MZ  coniuffa^,  atqne 
ideo  puncta  F  et  y,  ubi  MX  per  lineam  PR  et  per  Tineam  Q^, 
reetae  jlf Z  parallelam ,  secatur^  erunt  duo  poli  harmoniei  coniugati 
liMae  MXj  itaque 

MY.My^MX^, 

Jam  vero,  sl  angulos  QRV,  PRV,  RMY  i&emRVP),  QPR 
et  PR^  deinceps  üteris  a,  ß,  9),  y^/f;  designenius,  aeqaatione« 
prodeoQt  bae: 


N     " 


qade  sequitur: 

=MR.MVMY.My.B\xi^q>=MR^.MV.PQ  .!l!LfL^£j^!!!L2?; 

Td  «i  literis  p,  q^  t  rectae  perpendicularea  e  ceotro  M  ad  QR, 
PBi  PQ  d^ijo^ae  notentur; 

quia  p=z]UfR.s\ncc,  q=  3IR, s'inß  et  r^^F.sin^  esse  debent. 

QuoDtam  duaruro  ellipsium  areae  ut  triangula  a  binis  semi- 
diametris  coniugatis  earum  constituta  se  habent:  si  tres  polares 
barmonicas  coniagatas  PQ,  QR9  RP  easdem  siinul  ad  diversas 
elBpses  referamus,  et  literis  17, j?^;  q,  9^;  r,  r^  aut^  periiide  ut 
sapnij  ternaa  rectas  perpeodioulares  aut  omnino  ternas  parallelas, 
e  eentris  earum  ad  nneas  QR,  RP,  PQ  demissas  designemus, 
ex  aeijuatione  modo  ioventa  coUigimas ,  areas  illarum  ellipsium  qua- 
(batas  esse  sicut  producta  p-q't  ^t  Px-qi.ri\  id  quod  in  hunc 
rnodiun  exprimere  possumus: 


Theorema    I. 


fiioarum  ellipsium  areae  quadratae  sunt  ipter  sc» 
ut  lornomm  segmeutorum  producta,  quae,  tribui^  rectis 
lineis  utcunque  datis  parallela»  iuter   centra  ipsarum 


et  tres  rectas  polares  harmonicae  coniugatas»    curris 
ipsis  communes,  intercipiuntur. 

Hine  autem,  quoniam  lineae  PQ,  QRy  RP,  quae  intersecti- 
ones  P,  Q,  R  laterum  oppositorum  quadraaguli  completi  ABCD 
wies  se  iungunt,  quoad  omnes  eUipsea  per  puDcU  A,  B,  C,  D 
transeuotes,  polareg  tres  harmooicae  coniugatae  sunt»  sine  uUo 
negotio  efficitur: 


Th.eorema 


i 


Inter  dmues  ellipses«  per  eadem  (]|uattuor  pancta 
transeuntes,  eiüsarea  minima  erit,  e  cuiuscentro  si  ad 
eas  lineas,  quae  coraustorura"^)  quadranguli  completi, 
per  illa  pancta  constituti,   intersectiones  tres  conlun- 

funt/  tria  segmenta  datis  quibuslibet  rectis  parallela 
ucäntur,  istorum  seginentorum  productum  omnium  mi- 
nimum  existet. 


Praeterea  constat,  quod  etiam  in  tomo  quarto  ,» Archiv!  Gru- 
nertiani  '*  geometrice  a  me  ostensum  est ; 


Theorem  a    3. 


Omniom  sectionum  conicarnm,  per  eadem  quättuor 
pancta  transeuntiam,  centra  in  alias  sectionis  conicae 
peripheria  sita  esse,  quae  qaadransull  completi,  per 
lila  pancta  constitati,  latera  sex  foifatiam  secet  atque 
insapoir  ooraastorum  eias  tres  Intersectiones  con- 
tineat. 

Daobus  hisce  tbeorematis  posterioribus  perspectis,  cetera 
omnia  per  ae  patent.  Primura  enim  aequatio  eius  sectionis  co- 
rneae, qaae  omnium  ellipsium  quadrangulo  dato  circumscriptaram 
centra  complectitur,  quaerenda  et,  quoiacilior  tbeorematis  secundi 
applicatio  nat,  ita  conformanda  erit,  ut  segmenta,  quae  tria  nu- 
mero  e  slnguUs  huius  sectionis  conicae  punctis  ad  polares  har- 
monicas  coniugatas,  illis  eüipäibus  conimunes,  ducuntur,  simul 
coordinatarum  vices  sustineant ;  deinde  istius  aequationis  ope  opor- 
tebit  productum  trium  illorum  segmentorum  per  baec  ipsa  seg- 
menta variabilia  exprimatur  et  differentiale  eius  =0  ponatur;  quo 
facto,  assumptaque  ad  duas  aequationes  ita  ortas  tertia,  quae 
inter  tres  cuiusque  puncti  coordinatas  intercedit,  conditiones  centri 
ellipseos  quaesitae  apparebunt. 


*)  Haec  Tox,  a  lexicographis  neglecta,  apud  Boetium  ve|  potius 
Jiiliom  Frootinuin,  quem  ille  aequitur,  quaflraiig:iilfi  latus  basi  opposi- 
tum,  hie  omnino  latera  eias  oppo«ita  tignificat  (Chaalet  6e8eh.il.'veoiii., 
übertetzl  t.  Suhnke,    p.  5252.)* 
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S-  2- 

PoBamns  i^itur,  esse  A,  B,  C,  D  puncta  qaattuor  data,  {»«r 
ooae  elBpsis  minima  ducatur:  ante  omnia  moneo,  hae(c  puncüt  ita 
debere  inter  se  colloeata  esse,  nt  nulium  eornm  intra  triattgiilum 
a  reBqiiia  effectuin  cadat.  Sint  porro  P,  Q,  R  intersectiones  co- 
ranstorura  Aß  et  CD,  AC  et  BD,  AD  et  J?C  quadranguli  com- 
pfeti,  quod  per  illa  puncta  constitnitur;  puncta  J,  G,L,E,F,H 
medietates  istorum  laterum,  et  P^,  Qi»  Ri  ea  puncta,  abi  lineae 
QR,  PR^  PQ  a  lineisi  PA,  QA,  RA  secantur.  Supponitur  autem 
Uc,  A  iUud  e88e  e  quattuor  ^unctis  A,  B,  C,  D,  quod  intra 
triaognlum  PQR  se  habet.  Denique  segmenta  PPi,  QQi»  RRy, 
APi,  AQi,  ARi  deinceps  literulis  pi,  qx,  r^\  n,  %,  if  desig- 
nentar. 

(Tonsentaneum  est,  coordinatarum  munus  eis  segmentis  ininn- 
gere,  qnae  rectis  PPj ,  QQi>  ^^  parallela  ex  quolibet  puncto 
laqaB  ad  rectas  QR,  PR,  PQ  tendunt,  istaque,  iiteris  p,  q,  r 
no^da,  sensu  aut  posittvo  aut  negative  accipere,  prout  punctum, 
quod  definiunt,  ex  eadem  parte  linearum  QP,  PR,  JPQ  atque 
angnii  eis  oppositi  P,  Q,  R,  aut  ex  parte  contraria  sumatur. 
floc  antem  pacto,  notum  est,  inter  cniuslibet  puncti  coordinatas 
haoc  aequätiönem  existere: 

Et  quoniam  sectio  conica,  ellipsiura  illamm  centra  eoirtinens, 
per  puncta  P^  Q  et  R  meat,  aequationi  igitur  eius  binis  coordi* 
nats  p  et  q,  'p  et  r  yel  q  et  r=0  positis  satisfieri  necesse  est; 
praetereaque  quuih  ömiiis  sectio  conica  quinque  punctis  suis  datiit 
ab  omni  parte  determinata  sit,  perspicuum  est,  aeqnationem^  istius 
sectionis  sie  debere  comparatam  esse: 

pq+(it.pr+p*qrs=:0; 

ubl  [i  et  V  quantitates  duas  denotant  oonstantes,    quarum  valores 
e  duorum  adnuc  curvae  punctorum  cpordji^itis  eruendi  sunt« 


...: 


§3. 


Coordinatae  p  et  ^r   omnis  puncti,    quod  ad  rectam  infinitam 
RRg  pertinet,  legem  sequuntur  hanc: 

q      AQi      »V 
et  81  e  puncto  C  ad  reetam  ^QR  lin^  CPii  >    lineae  APi  paral« 


« 


lela  ducatur,  punctoruai  Q,  A,  Qi,  C  quattuor  barmoDicorain  ra- 
tione  habita,  proportio  haec  evadit: 

APi -^ AQ  -  AQj,  '    ®"^® 


Itaque  linearum  infipitariioi 


(. 


RA 


\       4 


et 


CQi—x—-q 


HC  aiäu^AoMa 


*  ■  • . ' 

>  ■ ."  i 
1.    .. 


erunt: 


^-»=<» 


7^        K 

perindequc»  pro  lineis 
.  QA 


et 


1+1=»' 


•••■i 


(ly.  ;. 

•    l  •  •  I  •" ; 


g       n 


et 

et 


QB  a^qu^tio^;  „  ;. 


et  pro  lineis 


PA 

T 


et 


et 


PC  aequ^tio;ie8 : 


(3) 


ofetinentur. 

Jam  ad  determinatiooem  punctorum  Ä,  B^  C  et  J)  veiitmuä. 
Primi  quidem  iam  supra  atatuimu^  coördinata^  e^ae 

p=^,      yi=u,     r=B^, 
quamobrem  aequatio  (1)  ad  istud  punctttin  reiata  in  baue  abit: 


Pi    9i    n 


(4) 


Deinde,  qaum  sit  DR:AR=zDRi:ARi ,  sive  Z>iZ|  — r^  ir^ — g^=:DRi  ig. 


riQ 


erit   Z>A|  =  n  \_    '  ^"^  valore  pro  r  in  aeqnationes  linearum  QB 
et  PC  transscripto ,   puncti  Z>  coordinatae  prodeunt: 


sive 


et  quum  sit  CQi  :AQi=:CQ  :  ilQ,  si 
«  C©i:    N   sCQi-f9i:9i'^«> 
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ubl  segmentam  CQi-  negatif  e  sunieodum  est  et  ^ |  >  2x ,    efficitur 

C9i  = —  '^^^rur:»  indeque,    adhibttU  Unearuni  /tCs  ft  PC  aequa- 
fiooibiiSy  coordinatae  pnncti  C,  nUnlnmi: 

r=t5-.'   .=-^'  '=,^^' 

suniliqtte  modo  coordinatae  pupcti  B: 

^— "^2S^  ^"-:^r=25i'  '•-^^1721^ 8«»""*«^- 

Horum  tandem  valoruni  ope  ^t  adliibita  aequatione  (4)  facili 
negotio  iam  Imearam  AD,  BC,  AC,  BD,  AB,  CD  niedietates 
i.  e.  poncta  JP,  H,L,  E,  J,  <9  determinari  possunt.  Procal  dubio 
coim  emot  coordinatae 

I 

pnncti  F: 

I 

pancti  Hl 
^-2^,71-2»     A-2«/  -"  ^'*  (pi-2>»)(yi-2x)' 

*-2Vft=^    ?i=5i;     *  (Pi-awXft -2*) ' 

'i\pi-'^^  1i - W  ~  ^  ri(pi -2») (%-2«)  ' 

< 

pnocti  Li 
'*-2V"  +  9i-2x>/-"'^2«' 

1/  Vi*   \  * 

^  /"^  I    yi  g  ^  — ^  9i— *  • 


'  i-    •       -.'* 
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puDcti  El 

'^-2  V2^?-ri  +P1-2«/  -  ^  (pi  -2»)(2e--ri)  * 

puncti  J: 

.    '^  |I|^-2j5    ^         pi — 29S  '^  p|-*2ft 


p  = — » 


et  puncti  G: 



_         gl»— n* 


5.  4. 

Ex  his  posterioribus  sex  punctis  lam  ad  computandu  quanti- 
tates  ^  et  V  duorum  quonimlibet  coordinatae  sufficieat.  Ex.  ^. 
si  paoctonim  L  et  J  coordinatarum  Talores  in  aeqaationem 
pq\lk.pr'^v,qr^=^0  transscribuntur,  praesto  aupt  a^quationes: 

» 

««•  —  »p  (7i  — x) .  fi  +  ^«' .  V = 0 ; 
et  Ä«*  +  p»*.fi— x^(pj  —  «).v=0;  • 


•       ■< 


e  quibua 


Px%^ r|X*, 

. qi^^ rjgg' 


nanciscimur. 


Hinc  igitur  compertmn  est,  sectionis  oonicae*  per  centra  om* 
Dium  iilarum  eilipsium  transeunlis,  aequationem  esse  hanc  quae 
eequitur : 

pq^Piqv^^pr.piTxM^  +  qr.qitx.n^=zQ, 

vel  elegantius  striptam: 


61 


5i+j^+ii=o.  ai) 

PPi     99i      ^i 


Cet^rmn  eandem  nos  aequationeni  nactos  fuisfie,  et  propuDctui 
L  ei  J  bina  quaepiam  e  quattaor  reliquis  cepissemus,  facile  ex 
eo  comprobabitur»  quod  introductts  in  illani  aequationem  ceteris 
valoribos,  quos  in  fioe  antecedentis  §.  invenimus»  aequationis  ve- 
ritas  faaud  perit. 


§.  5. 

Jam  consideremus  aequationes  baace  tres: 

P^n  +  9Pin  +  rpiqi  —pi  7ir, ;  (I) 

9»'-Vin«*+/w.piri.««+py.piyi.^*=0;  (11) 

et 

r«(9Vi  «Hp/>i«>i+PWi.^*./^=0 ;  (ffl) 

S'oae  posterior  ex  antecedente  Daacitur,  litera  R  prodactamp.g.r 
esiguaote. 

Differentiemas  unamqaamque  earuni  secuodain  quäntitatea  va- 
riabfles  p,  q  et  r,  ^t  ut  producti  mlnimi  R  conditio  in  rattones 
ioferatur,  differentiale  buius  prodacti  =::0  ponamns.  Quod  tA  fit» 
aequatioDea  diflereatiaiea  prodeunt  bae: 

,giri.Sp.+^iri.dq+piqi.dr^O;  (IV) 

(V) 

Pi%yr.dp  +  ^,«*r.8^+2(jöyi,xHWi''*)8^=0;        (VI)  - 

ad  qnas  nova  aecedit,  si  postrema  ab  antecedente  sabducitur,  post- 
qtiam  factore  r^  affecta  est,  videlicet  baec: 

Piqi^^^q.dp+piqxQ^p.dq-'Tiippii^^^qqxn^dT—O.      (VII) 

£  duabiis  posterioribuH  inter  se  iunctis  colligantor  dillerentialiä . 

8äg^(ppiK«  +  yyi?g»)(2pyt^«  +  rriit«). 

^  P\9\qqi^^—pPx^^yr 

et 

8y  _      (ppi  x'  +  qqi  n^  (2^y  I  g^  +  rri  x») 

S*"  giQ^iggi^^^—ppi^^)^ 

Qnörani  valorom  ope  nuoc  si    ipsa   differeotialia   ex    aequa- 
tiooe  (IV.)  expelluDtur,   ista  aequatio  hanc  formam  induet: 


ft«ri(W»*''+#to«^(2«p,pHiT,««)  (VIII.) 

1 

Hic  primum,  iuxta  aequationem  (I),  pro  qi  pi  r  scrtbere  licet 

ac  dein,  extruso  factore  ri,  partes  terroini  aequationis  terfii: 

-  91^19^(991^^  '-PP1^'^)P ; 
-Pi^9iQ\99i^^'-pPi^^)9  ®t  Pi^ftVCWi«*— PPi**) 

ita  distribuere,  ut  prima  cum  primo,  secunda  cum  secundo  ter- 
mino  coeant,  tertta  denique  Aola  relinquatur.  Quo  facto,  eadem 
aequatio  primum  in  banc  formam: 

9i*  [3/>  Vi*«V  +  ^^-^in  •«* + P^'Pirx'^Hp9'Pi9iQ*)  ] 

ac  taiidem,  aequatione  (11)  consulta^  in  sequentem,  multo  etiam 
simpliciorein ,  redis^tur : 

3(/?*x*— ^%2)=p;ji««— ^9,w*,  sive 
3(/>K  +  ^tt)  (pÄ— 9^)  =/>PiX*— yyiw*. 
Praeter  istam  autein  has  qooque  alias: 

3(pg  +  rn)  (pQ — rn)  =ppi  Q^  —  iTi  n;*; 
et  3(^^+/«)(5r^-rr»)=^9i^*— iTi»* 

valere,  vix  est  quod  moneam. 


(IX) 


§6. 

Aequatioiies  (IX)  lovicem  ita  se  babent,  nt  unaquaeqü^  eamm 
e  duabus  reliquis  a  se  subtractis  proflciscatur ;  tales  igitur  oportet 
tres  sectioDes  conicas  exprimant»  quae  per  eadem  quatfuor  puncta 
vadaut  Tel  omuino  duas  secantes  coniugatas  communes  babeant. 
Et  quoniam  e  conspiratione  aequationum  (II)  et  (VI)  coortae  sunt, 
manifestum  est,  curvas  ipsas,  qnas  repraesentant ,  illam  sectio- 
oem  cooicam,  quae  omnium  eliipsium,  per  puncta  A,  B,  C  et  D 
ductarum,  centra  complectitur,  m  eo  puncto  secare,  quod  ad  ellip- 
sin omnium  minimam  spectet  Praeter  istud  autem  punctum  cum 
eadem  sectione  conica  etiam  duo  alia  communia  habent,  de  quo- 
mm  significatione  posthac  videbimus. 

Etenim,  ut  rem  accuratius  scratemur^  primum  clanim  est»  tres 
ilias  sectiooes  conicas   omnes  per  centrum  gravitatis  S  trianguli 


«3 

PQR  trandhre  ^  qnod  qaidem  pQDctum  in  cor^a  per  aeipatln- 
nem  (11)  eicpressa  noD  ineBt  —  qnia  unaquaeque  aeqaationmn  (IX) 
valores 

1  1  1 

p=3Pi;  y=3Vi;   '=3»'i 

admttit    Deinde  qupniatn  »«dem  aequationibus  singuli«,  videlicet 
primae  valores: 

secandae: 

p=0,  r=0;  p  =  jj^,;    r=Ö;    p^O,   »-^gri; 
tertiae: 

#  *   .     • 

^=0,  r=:0;  9=^j9i,    r:^0;     ^=0,  r=3ri 

satis/aciunt,  nece^e  efit,  curvas  ipsas  tribus  parallelogrammis  eir* 
eumseriptas  esse ,  quae  per  iatera  triangttli  PQR  et  trea  rectas» 
eis  parallelas  et  e  centro  eravitatis  profectas,  eoncinnantar,  pri- 
main  videlicet  paltgr.  SqiRpn,  secjindatn  pallgr.  Spi  Qrn  et  teir« 
tiam  paÜgr.  Sri  ^9ii »  ^^  figura  monstrat.  Qü^propter  nunc  centra 
qnoque  t,  q^  p  istaram  curvaram 'patent. 

Praeterea^  si  ex.  c.  In  prima  aequationum  (IX) 
(pn  +  qn)  (pK — qn)  =0    ponatur , 

coneiaditor  ea«e,  Id  qaod  fieri  nequit,  nisi  ant  p^qzdd,  aut  p=^q 
=  ab«  aat  almut  f^»4:9i«=aO  eveniat.  Atqoi  hoc  tertium 
coDditionem  particiliarem»  a  consilio  noatro  alienam,  involvit;  ergo 
systema  rectarum  RA  et  Rd  qvod.  aecpiatione  illa  ezpriroi  §.  3. 
vidimus»  cum  prima  trium  illarum  curvarum  praeter  punctum  R 
nulla  afia  nisi  ad  infinitum  remota  communia  habet;  ac  propterea, 
si  per  ceiitrum  r  huio8  curvae  duae  rectal  ard  et  crb^j  \mei9  ARD 
et  CRB  parallelae  ducantur,  asymptotae  ipsius»  similiterque  dua^ 
mm  reliquaniro»  deprehenduntur,  Ita  ut  iam  plura,  quam  opus 
sunt,  elementa  ad  istas  curvas  punctatim  et  soltus  regulae  ope 
deKneandas  nobis  auppetant, 

» 

Ceterum  neminem  fugerit,  quia  lineae  quatemaep^,  P^*JP^* 
pd;  qp,  qa*  qr^  qd  et  rq,  ra^  rp,  rc  ex  ordine,  üneis  PQ,  PA, 
PR,  PD;  QP,  QA,  QR,  QD  et  RQ,  RA,  RP,  AC  paraUelae 
aont^  figuras  ex  utriaque  hisee  linearum  faaciculis  compositas  iater 
ae  similes  et  similiter  collocatas  esse  5  ob  eamque  caussam^  sicut 
rectas  PA,  QA,  BA;  PD,  QD,  RA;  PA  QD,  RC  et  PD, 
QA,    RC  in  quattuor  punctis  A,  D,  B,  C:  ita  etiam  asymptotas 
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pa^  qa,  ra;   pd,  gd,  ra;   pa^  qd^  rc  9%^p4f  q^f  rcte/mw  in 
quattuor  punctis  a»  d,  b,  c  concurrere. 


i.7. 

E  mutuo  situ  punctorum  P,  L,  By  J,  Q  et  €r,  Py  E,  qa^e 
concta  in  eadem  sectione  coDica  sunt,  concludere  licet«  priora 
quinque  ad  ununi  eundemque,  tria  reliqua  ad  alterum  curvae  ra- 
nium  pertinere,  ipsamque  igitur  ex  hyperbolanim  genere  esse. 
Nam  ex  illis  nullum  Intra  triangula  per  quattuor  reliqua  constituta 
cadit;  at  contra,  quoties  ex  iisdem  quinque  punctis  aut  quattuor, 
aut  tria,  aut  duo  deinceps  cum  uno,  veL  ciuobus,  vel  tribus  e 
posterioribus  coniunxeris,  nova  quaeque  haec  quioque  puncta  sie 
disposita  erunt,  ut  saltem  unum  eorum  in  aliquo  trianguio  per  re- 
liqua constituto  includatur. 

Istinc  sequitur«  chordani  PG  et  rectam  pd,  quae  Uli  paral- 
lela  est,  utrumque  curvae  ranium  perscindere,  ideoque  illud  pun- 
ctum, ubi  ramus  PRQ  a  linea  pd  secatur,  inter  puncta  p  et  d 
cadere;  contra  vero  rectas  PJ  et  apab  solum  hunc  posteriorem 
ramum  secare,  duarumque  intersectionum  alteram  a  dextra,  alte- 
ram  a  laeva  parte  puncti  p  iacere.  Ergo  manifestum  est,  angu- 
lum  oipd,  qui  per  asymptotas  pa,^  in  contrariam  partem  prolonga- 
tain,  et  pd  formatur,  totum  i  e.  inde  ab  altero  usque  aa  alterum 
crus,  per  aliquem  rami  PißQ  arcum  praesepiri«  proptereaque  hunc 
ipsum  arcum  atque  eum  hyperbolae  SviPqn  ramum,  qui  in  eo- 
oem  angulo  exteoditur,  quia  iufinitus  est  et  punctum  q^  ,  a  curva 
PRQ  inclusum,  continet,  in  duobus  se  invicem  punctis  P  et  N 
perscindere. 

Quodsi  tandem  totius  hyperbolae  StiPqn  cursum,  quatenus 
ad  asymptotam  mab  inclinatur ,  inde  a  punctis  ^i  et  P  usque  ad 
punctum  eins  infinite  remotum  atque  istiuc,  ad  alterum  ramum 
traiecti,  rursus  usqjiie  ad  punctum  <S,  mente  Jbrosequimur,  modo 
illam  in  P  ab  interiore  ad  exteriorem  rami  PQR  parteo»  transmir 
graetem,.  modo  ab  exteriore  ad  interiorera  reversam  videmus«  id 
quod  fieri  dod  potest,  nisi  eundem  ramum  in  novo  paneto  M  per- 
rampat. 

Ex  bis  apparet,  h^perbolas  Sri  ^qn  ®^  PRQGE  reverasese 
invicem  in  tribus  punctis  P,  N  et  K,  et  ob  eam  jpsam  caussam 
etiam  in  .quarto  in  peuetrare;  quod  yeio  de  una  byperbolarum 
^i^9ii'  »^Q^n  ^^  '^Vi^/'ii  demonstratum  est,  idem  sine  dubio 
de  reli^uis  quoque  valet.  Atque  igitur  puncta  illa,  quae  supra  tri- 
bus istis  hyperbolis  cum  hyperbola  PRQGE  communia  esse  dixi- 
mus,  haud  fictitia  sunt  sive  imagtnaria  putanda,  sed  revera  exi- 
stunt.  Plura  autem  illa  quam  tria  numero  non  esse,  ipsa  ligura 
docet.  Nimirum  duo,  iV  et  J^,  ad  ramum  PRQ 9  tertium  vero^  Jf, 
solum  ad  alterum  eurvae  ramum  GFE  pertiveot. 
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Ö-  8. 

<  *  * 

Etiamnunc  suDerest,  ut  naturam  secfionuin  conicaruni,  quae 
quadrangulo  ABvD  circuiuäcriptae  centris  M^  N  et  K  utuntor, 
inve^tigemus.  Ad  parabolarum  quideni  genus  eas  n'on  pertiDere, 
certüBi  est ;  Dam  illa  centf a  loca  finita  obüneot ;  utrurn  autem  ellip- 
siba8  aR  hyperbolieiy  et  quaenam  quibusnam,  adnumerandae  sint, 
hoc  ex  seqaentibus  diiudicari  poterit: 

Omni«  pnncti  polaris  härraoDica,  pront  illad  extra  Tel  ^ntra 
Gurvam  se  habet ,  ad  ellipsin  relata  aui  eaoi  secat  et  inter  cen- 
truin  eias  atqae  illud  ipsum  punctum  migrat,  aut  extrinsecos  et 
ab  eadem  centri  parte  atque  illud  punctum  exi8tit;,ad  hyperbölam 
▼ero  relata  aut  curvani  secat  et  e  contraria  centri  parte  atque  po- 
los  sHus  iaeety  aut  non  secat  et  inter '  centrum  curvae  et  polum 
smuu  transit. 

Quae  quum  ita  sint,  puncta  N  et  K  ellipsiuni  centra,  per  A, 
B,  C,  D  meantium,  esse  non  possunt.  Mam  lineae  QR^  PR, 
PQ  punctorum  P^  Q^  R  polares  harmonicae  sunt  respectu  om- 
Biwn  sectionum  conicarum,  quae  per  A^  B,  C,  D  transeunt; 
Deque  tarnen  QR  aut  inter  puncta  7^  et  N,  aut  ah  eadem  parte 
centri  N  at^ue  P  se  'habet;  eademque  rectae  PR  et  punctorum 
Q  et  K  ratio  est    Ex  contrario  autem  neque  centrum  ßi  ad  hy- 

Jerbolam  potest  referri;  quia,  hoc  si  fieret^  recta  QR^  auuni  Inter 
'  et  ilf  intercedatyitota  extra  cürvam  caderet,  ergo  PR,  externi 
piiocti  Q  polaris  harmonica,  ultra  Q  et  üf  dimoveretur ; .  id  quod 
absurdum  est  Persuasum  igitur  haberons,  ^Jf  ellipseos,  N  et  K 
dmurum  hyperbolaram  centra  esse.  Neque  vero,  quid  istae  qui- 
dem  hie  sini  velint,  latere  poterit,  dum  ad  orieinem  aequationis 
(II)  r^prediamur.  Etenim  quum  expressio  MZ.mA.sinq>,  quae§.  1. 
usuvenit,  in  hyperbola  triangulum,  ambabns  asymptotis  ettangenti 
Guilibet  interiectum  sigaificet^  perspicunm  est,  triangulum  istud  in 
duahos  illis  hyperbölis  omnium  minimam  esae. 

Fieri  denique  potest,  nt  hyperbolarum  SriPqii,SpiQriiSgiRpji 
aut  nua  aut  tres  ad  duarum  rectarum  syatemata  redigantur.  Quod 
si  enim  aut 

Pl  m    ^  ä.Pl  »     ^  A.9\  ■* 

—  =±->  aut~=±-,  aut— =:db- 

evenlaty  Tel,  quod  eodem  redit,  si  aut  rectarum  BC  et  AD,  aut 
CA  et  BD,  aut  AB  et  CD  una  per  alteram  in  partes  aequales 
secetur,  aequationes  (IX)  singulae  in  binas  hasce  sinipliciores 
difisolTuntur : 

i(piti:qn)=piK  et  ji«  +  ^«=0; 
tHpQ±r7c)^=PiQ  et  pQ^rn=:0; 

Th«il  XIIl.  & 
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Ex.  gr.  81  ex  Ulis  sex  conditionibns  eam ,  quae  sola  ad  figuram 
nostram  quadrat.  admittimus,  videlicet  ut  — =-  evadat,  sive  ut 
recta  BC  per  AD  bifariam  secefur,  erit: 

3(poti-qn)=:pi%  et  px — jrjr=u; 

unde,   assumptis  aequationibus  (I)  et  (II),   centromm  N,  K  et  fli 
coordinatae  efficiantur  hae: 

\ 
puncti  N: 

puncti  K:^ 


et  puncti  TRf : 

Sub    lUa  igitur   conditione    centnim  ellipaeos  ^quaeaitae    cum 
puncto  F  confunditur 


§.  9. 


Totius  iam  disqnisitionis-  nostrae  haec  fere  summa  erit: 


Theoröma4. 

Si-in  quadrangulo  cmnpleto  per  centrum  grayitatis 
eiu.s  trianguliy  quod  coraustoruni  iiitersectionibus  de- 
terminatur,   tres  rectae  lateri-bus  parailelae  ducantur, 

frimo:  unicuique  paraltelogrammo^um,  quae  sie  oriun- 
ur,  hyperbola  circuroscribi  poterit,  cuius  a^ymptotae. 
coraustis,  in  ipsa  curva  coneu^rentibus,  parailelae 
sint;  deinde:  tres  istae  hyperboJae  praet-er  gravitatis 
centrum  per  nova  tria  eademque  puncta  transibunt, 
et  ea    quidem  püncta  simul    in  quarta    hyperbola  sita 


«7. 

eritttty  quae  coraosftorum  quadranguli  et^medietates  et 
intersactionea  eömplectitur;  denique,  id  qaod  gravissirauin 
est:  81  quattiior  paacta,  quibna  qaadraugulum  consti- 
taitur,  ita  dia^poaita  fuerint,  ut  nulliim  eorum  intra  tri- 
angiilan  a  reliqais  effectuni  cadat,  ununi  e  tribus  illis 
punetiSy  qood  Intra  ipsura  quadranguliim  est«  centrum 
erit  ainpseos»  oroniuni,  quae  hutc  qtiadrangulo  circum- 
ffcrihi  poasunt,  minimae;  et  duo  reffqua  duaruni  hyper- 
bolarum,  eidem  quadrangalo  circumscriptaram,  centra 
erant.«  in  quibus  triangula^  inter  asymptotas  et  tan- 
^entea  quaslibet  interiecta,  oronium  minima  et  ob  eani 
ipsam  catissam  inter  se  aequalia  existent. 


Theorema    5. 

Quodsi   in   quadrangulo    simplici  una   diagonaliam 
per  alteram  bifariam  Hecetur»  inter  omnes  ellipaesy  ei 

»tas,    illa    minima  erit,    cuiua 
gonalfl-s    inaeq^ualiter    divisae 


per  siteram   »iiariaiii  »eceiur»   i 

qoadranguio   Circumseriptas,    illa    minima  erit,    cuiua 

ceatrom  roedietateni    dfagonalfl- 


obtinnerit. 


§.  10, 

lllust.  Anger  US  problematia  no^tri  inVentionem  ad  resolutio- 
nem  aeqaatioiiis  cubicae  redegit  atque  ita  ellipsin  quaesitam  per 
nomeros  irrationales  sive  per  ^appropinquationem  determinavit. 
Nostrae  solutionis  similis  ratio  e^»  tantum  quod  dnarum  hyper- 
bdanini  interseetione  roachlnamur ,  quod  ille  duarum  radicnm  cubi- 
caram  extractione  elBcit.  Quanto  aatem  &cilior  illa  geometrica 
descriptio  numerornm  ista  computatione  evadat,  praesertim,  si  ab 
tnlUo  eltipsis  non  compntari  sed  delineari  iussa  tuerit^  facile  ex 
eo  peispicitur,  quod  ad  inveniendam  illam  Intersectionem  perpau* 
eis  duntazat  punctis  determinatis  opus  est.  Nani  quum  is  hyper- 
bolae  S^Rpii  rkrous,  qui. punctum  Jd  contiuet,  inter  rectal  AD 
et  rd  porrigatur  oporteat,  et  quuni  einsdem  hyperbolae  curvatura 
prppe  centrum  M  satls  exigua  sit,  tbtum  negotium  in  eo  consi- 
•tef^  nt  hyperbolae  PRQGE  ea  particula,  quae  inter  F  punctum 
et  rectam  rd  interlacet,  punctatim  describatur,  et  praeterea  duo 
pnncta  hyperbolae  Sqi^Rp^x  stve  SryPqn»  SpiQrn,  quae  in  ea 
regione  sunt,  per  rectam  lineam  cooiungantur. 


A  II  n  o  t  a  t  i  o. 


Quum  in  comparatiöne  problematum  sibi  invicem'cognatorum 
mnitum  saepe  utilitatis  iusit,  haud  abs  re  puto,  alterins  qnoque 
lllias>  de 'quo  initio  mentionem  feci,  problematis  sohitionem,  quod 
sdan,   adhuc  incognitam  propoaere,    cuius  rationes  ^el  e  theore« 

5« 
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mate  1.^  quod  sttpm  demonstravimus»  vel  ex  iis»  quae  Ciaria. 
Gauss  in  iSachil  ^^MoDatL  Curreap«  Aueust  I810J  p.  112 
*-]2l^'  de  eodem  problemate  docuit,  repetendae  annt: 


Theorem  a. 

Si  in  quadrilatero  completo  super  tribus  segmentis,  quae 
trlum  diagonaliuin  niedietates  eoniungunt,  totidem  triangula  aequi- 
latera  erigantur,  circulus,  qui  per  gravitatis  centra  istorum  trian- 
gulorum  transit,  rectam  medietates  illas  continentem  in  duobus 
pnnctis  secat,  quorun^  alterum  ellipseos  centrum  est,  inter  omnes 
illi  quadrilatero  inscriptas  roaximae,  alteruni  hyperbolae,  eident 
(|uadrilatero  inscriptae,  cuius  inter  asyniptotas  et  tangentem  quam- 
libet  triangulum  omniuni  maximuni  intercipitur. 


Velber  das  RaHonalmaclieii  toii  ITeii- 
nern  mit  unbegUmmli  fielen  Irrallona- 

ien  Oliedern. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  E.  W.   Grobe, 

Gymnasiallelirer  in  Catcel. 


1. 

Das  Rationaimache^i  solcher  Nenner,    in  welchen  lauter  tnalio- 

nale  Quadratwurzeln    entweder  allein   oder  in  Gesellschaft   mit 

einem  rationalen  Ausdrucke  als  Glieder -vorkommen. 

Man  behandelt  in  den  Elementen  zum  Zwecke  des  Rational- 
machens  gewöhnlich  nur  Nenner  von  den  Formen  aJibV^B  und 
a>rA±byrB,  und  wendet  dabei  den  bekannten  Satz  von  dem  Pro- 
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clncte  der  Sonune  und  Differenz  an.  Die  Bemerkune  liegt  dann 
nicht  fern ,  dass  man  4arch  wiederholte  Ariwendung  dieses  Satzes 

auch   Nenner  bia'  zn  den  Jormen  h+äV^  +  c VC+rfV^  und 

aVA^VB+cVC+dViö  ^  es  wird  nicht  nothig  ersdieineu,  hier 
und  im  Folgenden  stets. das  doppelte  Zeichen  zwischen  die  ein- 
zelneB  Glieder   zu  setzen  —  rational  zu  machen  im  Stande  ist. 

Hat  man  nun  aber  schon  die  Form  a+bVB^^cVT+dVD^eVl^, 
so  erhSit  man.  wenn  nicht  durch  den  speziellen  Werth  der  ge- 
braoditen  Buchstaben  eine  Vereinfachung  eintritt,  im  gunstigsten 
Fall  wieder  einen  Ausdruck  von  derselben  Form  und  UliederzahU 
und  man  verzweifelt  an  dem  Gelingen  der  Arbeit.  Und  doch  zeigt 
eine  genauere,  Betrachtung ,  dass  das  Rationalmachen  auch  bei 
dieser  und  jeder  grössern  Anzahl  von  Gliedern  Immer  noch  mög- 
lich ist 

Wir  wollen  jetzt  annehmen ,  dass  in  dem  Ausdracke 

a+bVlS+c^^C  +  d^^B  +  eV'E^f^^F+ 

die  gebrauchten  grossen  Buchstaben  keinen  quadratischen  Factor 
mehr^  enthalten,  und  mit  ß,  y,  d,'B,  t,,..,.,  von  denen  dasselbe 
gelten  soll,  und  ausserdem  noch  voraus^^csetzt  werden  mag/  dass 
keine  zwei  dieser  Elemente  einen  gemeinschaftlichen  Factor  haben, 
entweder  'Identisch  oder  durch  Multiplication  aus  mehreren  von 
Ihnen  zusammengesetzt  seien.  £s  ist  dann  klar,  dass  der  ebSn 
hingestellte  Ausoruck  ein  besonderer  Fall  von  einem  andern  sein 
rauss,  welcher,  wenn  wir  uns  z.,B.  auf  drei  Elemente  beschrän- 
ken,  ausser  dem  rationalen  Gliede  noch  Glieder  mit  V?>  V^/> 

V^^,  ^fiy»  yTßi,  yTy^  und  ^ßy8  haben,  im  Allgemeinen  aber 
als  Radicanden  sfimmtKcfae  Unionen,  Binionen,  Ternionen  u.  s.  w. 
ohne  Wiederholunff  bis  zu  dem  Product  sämmtlicher  vorhande- 
nen Elemente  aunubren  würde.  Wir  betrachten  einen  solchen 
Ausdruck  wie  den  zuletzt  gedachten  etwas  näher.  Derselbe  bat 
offenbar  die  Eigenschaft,  dass  wenn  er  mit  einem  oder  mehrerei^ 
anderen  Ausdrfickenf  die  sich  von  ihm  nur  durch  den  beätnnderen 
Werth  des  rationalen  Gliedes  und  der  Coefficieuten  der  irrationa- 
len Glieder  unterscheiden,  multiplicirt  wird,  immer  wieder  Aus- 
drücke von  derselben  Form  und  Gliederzahl  zum  Vorschein  kom- 
men. Die  Anzahl  der  Glieder  eines  solchen  Ausdrucks  beträgt 
aber  bei  n  Elementen 

^+r+~r:2~  +  — ro — + 


oder,  da  dieses"  die  Biuomialcoefficienten  der  itten  Potenz  sind« 
2*.  l^nen  rational  zu  machenden  Nenner  mit  lauter  Quadratwur- 
zeln koiuiea  wir  also  Immer ,  wenn  wir  in  den  Radicanden  n  Ele- 
mente unterschieden  haben,  durch  Einführung  der  Null  als  ratio^ 
naies  4jilied  oder  als  Coeflicient  eines  oder  mehrerer  irrationaler 
zu  einem  2"güederiffen  Ausdrucke  vervollständigen,  und  es  han- 
delt sich  mithin  jeut  nur  um  das  Rationalmachen  dieses  letzte- 
ren.   Sondern  wir  ein  EUcment,    etwa  ß,  von  den  it^l  übrigen 
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Elementen  ah;  so  liedifigen  diese  letzteren  f'fir  sich  nur  einen 
2"'~^gliederieen  Ansilnick,  welcher  mit  M  bezeichnet  werde.  Das 
Element  ß  kommt  aUa  in  den  2"-^^  übrigen  lüliedern,  vor,  und  das 

Aggregat  die8er  Ihsst  stell  durch  NSTß^    der  ganze  2"  gliederi|fe 

Ausdruck  also  durch  ilf^iVV?  darstellen.      Erweitert   man    nun* 

,  den  gegebenen  Bruch  mit  lU — NV^,  so  erhalt  mati  als  neuen 
Nenner  ßP—N^,  welcher  offenbar  nut  2"-^ 'gliederig  sein  kann. 
Ebenso  wie  man  sich  aus  einem  2"  gliederigen  Nenner  einen 
2"-'gliederigen  verschafft  hat,  gelan«;t  man  nun  weiter  von  diesem 
zu  einem  2"'-^ltederigen,  und  bei  gehuriger  Fortsetzung  zuletzt  von 
einem  zweigliedrigen  Nenner  zu  einem  rationalen. 

Beispiel.    Es  sei  ein. Bruch 

,42~2V2— 4QV^6+29V^rO  f  eV^K  — 10  VaÖ 
.     7V2--3V^5-^5V6+2V^i0+V^3Ö 

'  vorgelegt,  der  so  umgeformt  werden  soll,  dass  sein  Nenner  rati- 
onal wird.  Da  in  dem  vorgelegten  Nenner  nur  die  Zahlen  2,  3 
und  5  als  Elemente  der  Kadicanden  vorkommen,  so  wurde  der- 
selbe bis  auf  acht  Glieder  vervollst«andigt 

^ +7  V^HOV^ä-SV^Ö— 6  v'6+2V^10|0V^iö+ V^3Ö 

lauten.  Sondert  man  die  Glieder,  w*elche  den  Factor  V^ 5  -  haben, 
von  den  übrigen  ab,  so  kann  man  den  Nenner  anch 'schreiben : 

(7V"2-6V6)f(— 3+2V2+V"6)V"5 . 

Erweitert  man  nun  dßn  ganzen  Bruch  mit  der  dieser  Summe  ent- 
sprechenden Differenz  und  reducirt«  so  erhält  man 

8tt2+639V'5-r4S40V^34-1080V'S-420V'6-18QVIÖ--266V'iS-I20\^ä6 

133 +60  V"2-180V^3+30V^6 

Erweitert  man  abermals  mit  (133+60  V2)+ (180— 30 V^V^S^^ 
so  kommt 

19S316 + 104307  V2 + 15S422V1S—  IflSraO V^ 

—7771 1  +  84360  V^'i  ' 

und  wenn  man  diesen  Bruch  abermals  mit  77711+84360  V  2  erwei- 
tert; so  entsteht  ein  Bruch  mit  rationalem  Nenner,  der  sich  dann 
leicht  zu  dem  Endresultat 

'       4+3V2-2^^i6 

umwandeln  lässt»  \ 
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E«  ist  absicbtUeb  io  dem  Bisherigen  zuerst  gexeig;t  ^ofden» 
da«s  zum  Jlatioual machen  eines  Nenners  mit  lauter  Quadrativar- 
Eelo  der  Satz  von  dem»  Producte  der  Summe  und  Differenz  allein 
schon  hinreicht.  Doch  wurde  man  auch  hier  durch  ein  Verfah- 
ren von  allgemeiner  Anwendbarkeit  haben  zum  Ziel  gelanmn  krm- 
nen,  nSmlich  durch  die  Methode  der  unbestimmten  Goerficienten. 
Hfitte  man  für  dafi'  regebene  Beispiel  angenommen,  der.  Werth 
des  torgelegten  Brücke  sei 

und  hätte  man  na n  diesen  Ausdruck  mit  dem  Nenner  multiplicirt; 
so  würde  man  wieder  zu  acht  Gliedern  gelangt  sein ,  die  man  mit 
dem  vorgelegten  Zähler  hätte  vergleichen  können.  Es  wurde  sich 
aucb dann  ergeben  haben: 


;rj=4;  ara  =  3;  a:a=0;  0:4=0; 
•^5^^;, ^6  =  0;  ;rj=— 2;  j'8=0. 


2. 

Unsere  Aufgabe  in  ihrer  AUgemeinheit  mit  der  einiigen  besckrän' 
kenden  Bedingung  9  dau  die  Wurzelexponenten  der  vorkommen' 

ilen  irrationalen  Glieder  rational  seien. 

Sollen  wir  den  Nenner  eines  Bmchs  rational  machen ,  dessen  sämmt* 
liehe  Glieder  ausser  einem  etwa  vorhandenen  rationalen  von  der  Form 

pW  R  sind,  und-  gestatte  wir  nur  rationale  Werthe  für  den  Wur- 
stelexponenten q'^Bo  können  wir  durch  bekannte  Umformungen  et- 
waige negative  und  ffebrochene  Wurzelexponenten  beseitigen,  und 
wir  braucnen  demnacn  unsere  Betrachtungen  nur  auf  ganze  posi- 
tive Wurzelexponenten  zii  erstrecken.  Sind  femer  die  in  demsel- 
ben Nenner  vorkommenden  Wurzelexponenten  alle  oder  doch'ziAn 
Theil  nnfrleich;  so  können  wir  wieder  so  amwandeln,  dass  ein 
überall  sleicher  Wurzelexponent  entsteht,  der  dem  kleinsten  Di- 
yiduns  der  früheren  Exponenten  entsprlobt    Ist  dieses  alles  gc-  , 

scheben,  so  sei  unser  Nenner  ' 


Legen  wir  auch  hier  den  Buchstaben  ^,  /,  ^,  t,  {;,....  eine  ahn* 
liehe  Bedeutung  Wie  oben  bei,  .nur  mit  dem  Unters'^hiede ,  dass 
jetzt  jeder  der  Buchstaben  B,  C,  D,  E,  F,,...  auch  die  Poten- 
zen von  B,  y,  4,  .£,  tf»-  bis  zur  (m— l)ten  Potenz  einschliess- 
lich als  Factoren  enthalten  darf;  so  läset  sich  auch  hier  wieder 
behaupten,  der  rational  zu  machende  Nenner  sei  ein  besonderer 
Werth  eines  allgemeinen  Ausdrucks,  der  die  Eigenschaft  hat,  mit 
andern  Ausdrflckea  derselben  Art  multiplicirt  jedesmal  wieder  nur 


\ 

j 


-A 
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Ausdrucke  von  derselben  Beschaffenheit  und  OliederzahJ  henror- 
zubringen.  Die  fragliche  Gliederzahl  ist  aber  eben  so  gross»  als 
die  Zahl  der  Glieder  in  der  l^ntwickelung  des  Products 

a+i5+/5*+...+/J"-')(t+H7»+....+r"^)(---).(—) «.  «*•  ^•; 

also  för  n  Elemente  =m*.  Die  Regel  tttt  das  Rationalmacheo  des 
'gegebenen  Nenners  ist  nun  die»  dass  man  sich  den'  erforderlicheo 
m"eliederigen  Ausdruck  mit  unbestimmten Coefficienten  bilde,  den- 
selben mit  dem  Nenner  maltiplieire  und  das  Produet,  welehes 
ebenfalls  in"  gliederig  sein  muss,  mit  dem  Zähler  oder  einem  Factor 
des  letzteren,  wozu  man  der  Einfachheit  wegen  immer  die  Zahl  1 
nehmen  kAiin»  vergleiche. 

0 

Beispiel.  .Man  soll  den  Nenner  des  Bruchs 

1 

rational  machen.    Man  setze  den  Werth  dieses  Bruchs  gleich 

s 
3  S 

+areVT8+ar9  VlB. 

Multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  1+V2+V3  und  setzt 
diks  Produet  gleich  1;  so  erhalt  man  die  neun  Gleichungen 

arj+2ar4  + 30:4=1, 

i;s-f  ^r-h  ^1=0, 
■**+  ^4  +  80:9=0,      \ 
X5+2ar9+  a?s=0, 

^6+  ^a  +  ^=0, 
'a?r+  ^«+  «4=0, 
^+   «5  +  «6=0, 

«•'+  «8  +  «7=0; 
aus  welchen  folgt: 


««=+5- 

«8=0 


«4  =  + 6 


«6  — —  5- 


r' 
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Der  vorgelegte  Bruch  ist  also  an  Werth  gleich  dem  ausdrucke 

oder  dem  Brache 

— 2  +2  V2 + V^4+2  Vö-  2  V^+  V"i2— V^äB 
^ 


V. 


Iletractatiiiigr  zweier  liesoiMlereii  Ar- 
ten TOD  Oleicliung^n  und  ibre  Anwen- 
dviis  ziur  HerlelluiHir  der  Hauptylei- 
ebnnipen    der  elbeneii  Trigonometrie. 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 

PfofeMor  der  Mathenwtilc  in  Taniow  in  Ghilitlen. 


1. 


Es  w8re  wQnscbeiistverth,  dasa  die  Lehrbficher  der  Algebra 
mascbe'  in  der  Anwendung  hSufiger  Torkommende  ausgezeicnnete 
Arten   von  Gleicbungen    allgemein    und   omstSndlich   erforschen 
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machten,  damit  die  ErjTObni^se  in  der  Folge  an  den  geeigneten 
Stellen  sogleich  vortheuhaft  benutzt  werden  könnten.  Wie  ich 
dies  meine,  wird  aus  dem  Folgenden  völlig  klar  werden. 


2. 

A.    Betraohtung  gleichartiger  Gleichungen. 

Bekanntlich  heisst  ein  algebraischer  Ausdruck,  der  mehrere 
Grossen  A,  B,  C,...  derselben  Art  enthält,  gleichartig  (ho- 
mogen), wenn  alle  seine  Glieder  die  nämliche  Abmessung  (Di- 
mension), d.  i.  einerlei  Sunime  der  Exponenten  der  in  je  einem 
Gliede  vorkommenden  solchen  Grossen,  haben;  und  mah  nennt 
diesen  Ausdruck  von  der  so  vielten  Abmessung,  als  diese 
Summe  angiebt.  Eine  Gleich.ung  ist  gleichartig,  wenn  ihre 
beiden  Theile  sowobL  einzeln  als  auch  unter  sich  gleichartig  sind. 


Lehrsatz.  Sind  die  in  einer  gleichartigen  Glei- 
chung vorkommenden  Grössen  A,  B,  C,...  derselben 
Art  proportional  gewissen  anderen  a,  b,  r,...,  der  neni*- 
lichen  oder  einer  anderen  Art,  ist  nemlich 

so  ist  es   gestattet,   jede  der  ersteren  Grössen  durch 
ihre  proportionale  aus  der  letzteren  zu  ersetzen. 

Beweis.  Seien  erstlich  wenigstens  die  Grössen  der. zwei* 
ten  Art  Zahlen»  und  sei  der  Quotient  ^:a=Q,  so  ist  auch 
£:6=:Qf  C:c=Q>...y  ubd  Q  ist  eine  Grösse, der  nemlicbeB  Gat» 
tung  wie  A^  B^  6\...  so  wie  auch  ^  =  aQ,  J(==6Q,  C^=icQ\„. 
Ersetzt  man  ntfn  In  der  ersten  Gieiehong  die  Gri^ssen  A^  By  C,.,. 
durch  die  Producte  aQ,  bQ^  cQ,,..,  und  fiihrt  man  die  Rechnun- 

fen  mit  ihnen  —  je  nacbdeih  es  angeht  —  wirklich  od^r  liur  com- 
inatorisch  (^symboliscb)  ans;  so  muss  in  beiden  Theilen  der  Glei- 
chung diejenige  Potenz  von  Q  als  gemeinschaftlicher  Factor  aller 
Glieder  heraustreten,  als  von  welcher  Abmes^ng  sämmtiiche Glie- 
der, also  auch  beide  Gleichungstbeile  sind.  Danach  föllt  nun  die« 
ser  gemeinsame  Factor  aus  der  Gleichung  heraus,  und  an  die 
Steilen  der  Grössen  A,  B,  C,...  sind  die  i|niep  proportionirten 
Zahlen  a,  b,  e,....  getreten.  Wäre  die  Gleichung  insbesondere 
von  der  nvllten  Abmessung,  so  wfirde  dieser  Factor  schon 
aus  jedem  .einzelnen  Gliede  herausfallen. 

Da  hiebei  auch  A:Q=a,  B:Q=^b,  C:Q=c,...  ist,  so  sind 
n,  bf  e,  die  Zahlwerthe  (Werth-  oder  Masszahlen)  der  Grössen 
A,  Bf   C,...    in  Bezug  auf  Q  ald  Masseinheit  dieser  Grössen- 

Sattunj.  Mithin  ist  es  gestattet,  in  jeder  gleichartigen  Gleichung 
ie  vorkömmenden  Grössen  durch  ihre  Werthzahten  zu  ersetzen. 
Dan^  aber  ist  es  —  w^eil  der  Rückschritt,  wenisstens  bei  combi- 
natorischer  Rechnung,  unverwehrt  bleibt.  —  aucn  erlaubt,  umge« 
kehrt  die  Werthzahleo,    in   Bezug   auf  welche    eine   Gieicbifng 
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gleichartig  ist,    durch  die  Grosaen  selbst,   «lenen  sie  angeboren, 
zu  ersetzen. 

Zweitens  seien  beide  Arteii  der  Gnlssen  noch  ung'eni es- 
sen, also  z.  B.  'Winicel,  Strecken,  FlÖchep-  oder  Korperrname, 
Zeiten,  Gewichte  u.  dergl.  selbst,  noch  nicht  durch  Zahlen  vor- 
gestellt. —  Sind  sie  zugleich  von  einerlei  Art,  so  darf  man  noch 
wie  vorher  jede  der  ersteren  Aft  durch  ihre  proportionale  aus  der 
zweiten  Art  theilen,  nur  ist  hier  der  Quotient  Q  eine  Zahl,  und^ 
es  gilt  daher  «vieder  die  vorige  Schlussweise  im  Beweise.-^  Sind 
jedoch  diif  Grossen  von  verschiedener  Art,  z.  B.  die  einen  Fla* 
cfaen,  Reiten,...,  die  anderen  \Vinkel,  Strecken,...;  so  ist  jenes 
Theilen  nicht  mehr  erlaubt.  Seien  dann  «,  ß,  y,...  die  Zahlen- 
werthe  der  Grr^ssen  /l,  B,  C,...  in  Bezug  auf  was  immer  für 
eine  Masseinheit,  die  von  jeder  ans  ihnen  verschieden  ist,  so 
dass  kein  Zahlwertb  =1  wird;  so  können  diese  durch  jene  ersetzt 
werden,  und  die  Gleichung  bleibt  noch  gleichartig.  Weil  aber 
^:i?:C:...=a:6:c:...  voransgesetzf  ist,  so  muss  such  aißiy:.., 
=  a:hic,...  sein;  folglich  k«>nnen  er,  ß,  y,....  auch  aU  zusammen- 
gehörige Zahlwerthe  von  er,  b,  c,„.  angesehen  und  daher,  ver- 
möge des  Obigen,  auch  wieder  durch  diese"  Grossen  ersetzt  wer- 
den. Dann  aber  sind  die  ursprflnelichen  Grössen  A^  ß,  C,.... 
einer  Gattung  eiffentfieh  durch  die  ihnen  proportionalen  a,  6, /C,... 
einer  anderen  Gattung  ersetzt. 

Da  sonach  alle  möglichen  FfiUe  erschöpft  sind,   so  ^ilt  der 
Satz  ganz  allgemein. 


3. 


AA-    Benutzung  dieser  Gleichungen  zur  Ableitung  von 
Hauptgleichingen  der  geradlinigen  Trigonometrie. 

Sind  a,  b,  c  die  Seiten  eines  geradlinigen  Dreieckes  und  «, 
ß,  Y  ^^  derselben  Ordnung  ihre  Gegenwinkel,  so  erweist  man  be- 
kanntlich höchst  einfach  die  beiden  folgenden  Sätze: 


(1) 


(2) 


•ff 6    c 

sin  «  *~"  sin/S  ""  sin  y  '■ 


Aus  ihnen  aber  lassen  sieh  vermöge  des  so  eben  erwiesenen 
Lehrsatzes  nachstehende  andere  Hauptgleichungen  sehr  leicht 
aUeiten. 

1.    Aus  (t)  folgt  sitta=rsin(/J  +  y)  oder  ^ 

(0)  sintt=sin/}cos}^-f  sinycos/9. 

Ersetzt  man  nun   hierin  die  sin  durch  die  ihnen  vermöge  (2)  pro- 
portionalen Seiten,  'so  erhält  maii 
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(3)  qsAcosy-fccos/S, 

bekanntlich  die  Orun^dgieichung  der  gesamuiten  ebenen  Trigo- 
nometrie. 

II.  Die  Gleichung  (0)  giebt  ferner 

sin  a=6inß  (cos  y-i-sliiy  cot  ß) 

folglich,   wenn  man   sin«,    sinjS  durch   ihre  Proportionaleii  a,  b 
ersetzt, 

a=s6co8y+6siny.eotj9, 
woraus  man  .  - 

iA\  *fl     0—6  cos  y  ^fiiny 

findet. 

III.  Erhebt  man  die  Gleichung  (0)  zur  zweiten  Potenz  und 
umstaltet  diese  in  folgender  leicht  zu  fiberschanenden  Weise,  so 
erhält  man 

sin  a* = sin/J*cosy*  +  siny*cosj3*  -f  2  sin  /}  sin  y  cos/J  cos  y 

lÄ  sin/3*  (l^siny*)  +  siny*  (1  -^  sin  j3*) + 2sin  j?  siny^^osj?  cpsy 

=sin/3*-f  siny*-f  2s'>D/^'S>>*y  (<^<>0i^  cosy— sin/S  sin  y) 
s=  sin/P  +  siny*  +  2sip/5  siny  cos  0?  +  y) , 

oder Weil  vermöge  (1) 

cos(/3+y)s= — cos«  • 

ist,  , 

sina*==sjn/P-f  siny* — 2sin/?6iuy.coso. 

Setzt  man   abermals  statt  der  sin  die  ihneii  proporiionirten 

Seiten,  so  erfolgt 

I  ■ 

(5)  «•=*•  +  €«— 26c  coÄtt, 

der  bekannte  erweiterte  Pythagorische  Lehrsatz. 

IV.  Allgemein  gelten  fBr.jede  zwei  Winkel  u  und  ß  die 
Gleichungen 

sino + sin/J = äTsin  j  («+/?)  cos  ^  (« —  ß) , 

sino — 8in/S=2cos5-(a+/3)sin2(a— 'ft; 
daher  ist  auch 
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sin 


a  +  8111  p  ft  2  V     ■  r/ 


Gehören  nun. diese  Winkel  einem  geradKnigen  Dreiecke  an, 
und  ersetzt  man  iBre  Sinus  durch  ihre  proportionalen  Gegenseiten, 
so  erhält  man  den  bekannten  Satz 

(6)  1±2  ^ f 

tangg^(a— /S) 

Annierkuug.  Aus  denselben  zwei  Grundgleichungen  (I) 
und  (2)  hat  auch  schon  Cauchy  in  seinem  Cours  d*analyse, 
Paris,  1831.  £1.  436.  437.,  dentsch  von  Hu  zier,  KuniesDere, 
1828.,  S.  308.  —  310.,  so  wie  Herr  Prof.  Grunert  im  Archiv, 
H.  Theil,  1842,  %  Heft.  S.  215.  »218.  die  Haupt-  und  mehrere 
andere  wichtige  Gleichungen  der  geradlinigen  Trigonometrie  ab- 
geleitet. 


B.    Betrachtung  zweier  und  dreier   erstgradiger   Glel- 

cbimgen  mit  drei  Unbekannten. 


4. 

Das  Folgende  einleitend  betrachten  wir  zuvorderst  folgende 
zwei  erstgradige,  die  drei  Unbekannten  x,  y,  z  enthaßende 
Gleichungen : 

(1)     '  «lor  +  ft^  +  ct=0, 

a'a:  +  6'y  +  c'2=0. 

Diese  Gleichungen  können  nicht  die  vollständigen^  sondern 
(verrat^  des  Art  2)  nur  proportionale  Werthe  der  Unbekannten 
bestimfien ,  weil  sie  in  Bezug  auf  diese  gleichartig  sind.  Zur  Er- 
mittelung dieser  Proportionalen  eltminiren  wir  je  eine  der  drei  Un 
bekannten,  indem  wir  die  erstere  Gleichung  mit  einem  unbestimm- 
ten Hultipiicator  X  multipliciren,  und  im  Unterschiede  beider  Glei- 
chungen 

(a'— Aa)  a» -K6'— ilÄ)  .v+ (c' -itc)  j =0 

den  Factor  der  zu  eliminirenden  Ulfbekannten  Null  machen. 

Setzen  wir,  x  eliminirend,  a'  =  Aa,  so  wird 
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Jf Z 

daher,  wenn  wir  die -Nenner  mit  a  niuUipliciren  und  la  durch  a' 
ersetzen,  ' 

JL^= 5_.    '  '  >      . 

ca'  —  c'a      ab*  —  a'h 

Setzen  Wir/ v  eliminirend,    b*=zlb^    oder  vertauschen  wir  in 
der  letzten  Gleichung  y  mit  a:,  also  b  mit  a;  so  erhalten  wir 

.X  z 


b'c  -  bä'  ~*  a'b  -  ab' " 

Diese  Ausdrucke  gleich  stellend  .finden  wir  zu  den  Gleichun- 
gen (1)  die  ihnen  gleich  geltenden  Verh&ltnissgleichungen 

.jjv  ^ 2 1 

/ 

In  denen  die,  den  Unbekannten  x,  y,  z  proportionirten,  Unter- 
schiede aus  den  Coefficienteu  der  uleichungen  (I)  nach  einem 
leicht  6herschau|ichen  Gesetze  gebildet  werden. 


5. 


Untersuchen  wir  als  weitere  Vorbereitung  auch  noch  die  fol- 

§  enden    drei    erstgradigen  Gleichungen   eben  der  drei  Unbe- 
annten: 


(3)  aa7+*y+tt=0, 

afa!+b''yi^c''z=zO; 


so  erhellt  auch  hier,  dass  aus  gleichem  Grunde  wie  vorher  selbst 
diese  drei  Gleichungen  blos  proportionale  Werthe  der  Unbeicann- 
teu  zu  bestimmen  geeignet  sind,  und  auf  zwei  ihnen  gleichgeUende 
Verliältnissgleiehtnigen  zurückgebracht  werden  können,  zu  denen 
jedoch  für  die  dreimal  -drei  Coefficienten  eine  Bediogungsgleichang 
binzukomm^n  mnss^ 


aus 


Diese  Bedingungsgleichung  ergibt  sich  leicht,,  wenn  man 
^ zwei  Gleichungen,   z.  B.   aus  den  beiden  ersten  mit  den  obi- 

§en  (1)  Übereinkommenden,  die  Proportionaied  (2)  bestimmt,   und 
iese  In  der  dritten  .Gleichung  substituirt;  sie  wird  sonach 

(4)     '  ab'c"^a"b'c+a'b"c-'a'b"efi-a"bc''^a'bc''=0. 

Weil  jedes  der  drei  aus  den  drei  Gleichungen  (3)  sich  ergebenden 


•  ^ 
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Paare  von  Gleicbnngen  drei  Proportionalen  zu  den  Unbekannten  lie- 
/ert«  8o  wurde  man  drei  mal  drei  solche  Proportionalen  finden,  Ton 
denen  aber  jede  nnr  aus  den  Coeffietenten  je  Zweier  Gleichun- 
gen gebildet  wäre.  '       ^    x 

um  jedoch^  —  wo  niuglich  —  Proportionalen  zu  finden^  die 
aua  den  Coefficienten  aller  drei  Gleichungen  symmetrisch  zu- 
sammengestellt werden,  setzen  wir 

(4)  -Xjr-filfy  +  iVi=tt, 

indem  wir  £,  M ,  N  ;!>p<Hter  passlich  za  wählen  uns  vorbehal- 
ten und  eine  neue  Unbekannte  u  einfuhren. 

Multipliciren  wir  sofort  die  Gleichungen  (3)  mit  den  unbe- 
stimmten Alultinlicatoren  i,  ju,  v,  und  ziehen  die  Producte  von 
der  Gleichung  (4)  ab,  so  Gndeu  wir 

M=r  (i- Aa)  ar  +  (Jlf— X6)  y -f  (2V"— Ac)  I 

liVaren  nun  die  Multiplicatoren  L,  My  JV  und  A,  ji»,  v  so  be- 
messen >  dass  im  ersten  Ausdrucke  von  «  nur  x»  im  zweiten  nur 
,iy  und  im  dritten  nur  z  bliebe,  daher 

ausfiele;  so  müsste 

(6)  X=^a'=va^  Jf=vÄ"  =  AÄ,  N=lc-^' 

sein«    Dies  kann  jedoch  nur  geschehen,  wenn 

LMNx  lyiv  =  a'b^c = oTbc' 
ist«  alsb.  die  weitere  Bedinguogsgleiehung 

(7)  \      a'^'e^a^bc' 

besteht.    Zugleich  fSnde  man 

W  aV^a'^^a"     Wb^b—b"     cc'— c'^?  * 

Um  aber,  wie  es  die  Gleichungen  (3)  erheischen,  die  sechs  un- 
bestimmten  Coefficienten   unter    sich    zu  verknüpfen,    setzen  wir 

L 

entweder    -y-ft   gleich  einer  der  Zahlen  6,  c,  denen  in  den  bei- 

den  anderen  Gleichungen  v  und  f»  proportional  sind; 

oderrTT' gleich  einer  der  Zahlen  c^,  a' ,  denen  in  den  beiden 
anderen  Gleichungen  l  und  v  proportional  sind; 
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oder  endlich TTT gleich  einer  de?  Zahlen  a" ^  V,   denen  In  den 
zwei  Qbrigen  Gleichungen  fi  upd  X  proportional  sind« 

Danach  ergeben  edchjene  Coedicicnten  leicfit,  und  sind  nur 
noch  in  die  Gleidiunsen  (5)  xu  setzen,  um  die  gewflnscfaten  Ver- 
hältnissgleichungen als  Stellvertreter  der  vorgelegten  Gleichungen 
(3)  zu  erhalten. 

L 

BeiMpiel.    Setzen  «vir  -7-1;  =s6  so.  wird 

Mz=a'b'%  X=a'b"; 
N==a[b"c=:a''bc'; 

folgFich  sind  die  gesuchten  Verbältnissgleichungen : 

(9)  (a%  ^  ab'')a'a:=(a'b''-a"b')  6y  =  (c'a''—&'a')  bz . 


6. 

Eine  besondere  Art  der  allgemeinen  Gleichungen  (3)  ist 
diejenige  9  bei  welcher  der  Bedingungsgleichung  (7)  dadurch  ent- 
sprochen wird,  dass 

(10)        ^       6''=c'=i<,  c:=a'^  =  Ä,  a'=bT=zC 

Ist.    Hier  übergehen  die  Gleichungen  (8)  in 

/ 

Schreibt  man  nun  die  Gleichungen  (3)  mit  BeaY:htung  der 
Gleichheiten  (Iff)  und  (11)  ab,  und  \8sat  bei  den  Buchstaben  b', 
c"  die  jetzt  entbehrlichen  Striche  weg,  sp  erhält  man  folgende 
merkwOrdige  und  in  vieleb  Forschungen,  auftretende  Art  von  Glei- 
chungen*): 

(12)  aa:  +  Cy  +  Ä=0,    . 

Cx  +  by  +  Ax=0, 
Bx  +  Atf+cz=zO, 

Sie  sind  demnach  vermOge  (4)  an  die  Bedingungsgleichung 


')  Cauchy  dürfte  wobl  der  Ernte  acin,  der  sie  so  anordnet,  s.  B. 
in  «einen  Exercice«  de  math^natiqae«,  1827.  t.  II.  p.  87.  bei  den 
Trägheiteraomenten ,  1828. ,  t.  III.  p.  5. ,  10«,  17.,  83.  bei  den  Flacbcii 
der  2.  Ordnung. 
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(13)  abe--'mA*—ÖB*—eC*  +  iABC=ii 

gebuad«!!  und  den  VetbSitnissgleichnngen   . 

(14)  \BC—aA)x=(CA—bB)g=(AB-eOx 

gleichgetfend. 

Diese  VerhältnisagleichuDgen  lassen  sich  nocli  wie  folgt  sm- 
gestalten.     Setzt  man  flQr  einen  Angenblick 

(15)  BC^a4=a,  C^-*Ä=»,  AB-cC=!l\ 
wodurch  sich  die  Gleichungen  (14)  aof 

(16)         ^  '    2te=«y=€z 
,  so  findet  man  durch  Multiplication: 


7blL=A*BC-AhW^-AcC^^bcBC, 
€H=:B*CA—BcC>—BaA*+eaCA, 
a»  =s  C*AB  -CttA*—  CbB*  +  abAB. 

Zieht  man  bieiTon  die  der  Reihe  nach  mit  il,£,Cmaltiplicirte 
Bediogangsgieichnng  (13^  ab,  so  erhält  man; 

J5€=bciBC'-aA)--AHBC—a4)  =:2i(be^A^) , 
Ca=ca(C^  -  Äß)--Ä*(CJ-ÄÄ)= »  (ca—Ä«) , 
2IB=ii6(Jl?-cC)— C»(^JB-cC)=€(o6-C*) . 

Setzt  man  noch  fiSr  einen  Augenblick 
(17)  6c— J«=«,  caS^=zß,  ab-'C^s^y; 

(o  fibe^ehen  die  letzten  Gleichungen  in 

welche  paarweis  roultiplicirt 

(18)  a»=|Jy,  »>=y«,  €*=«/? 

und  sonach 

(19)  aa*=/5»«=y€«=«jJy, 

folglich  ' 

geben;  wofilr  man  bequemer 
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^W    "^'vß    ^'vy 


setzen  kann. 


In   den  Gleicbuneeu  (16)  wird  man  demnach  Ti,  ]b,  €  durch 

Ihre  Proportionalen  77-^  .  — ;^  y  — -    ersetze« ,  und  erhält  sofort 
*  V.«    Vß     VY 

X  y 2_ 

vä^  vß~  vy 

oder  nach  den  Gleichungen  (17) 

^  3^  -^ 


CM)) 


V^-^»""  VT^/ja  ■"  Va6- C« 


als  die  neue  Form  der -Verhältnissgleichungen. 

Fahrt  maif  noch  in  den  Gleichungen  <18)  und  (19)  an  die 
Stelle  der  UUfszehlen  K»  ^,  €;  <t,  ß,  y  ihre  Ausdrucke  (15)  und 
(17)  ein,  so  ergeben  sich 

(21)  (BC-a^)a=(ca— Ä«)  {ab-C^, 

(C^-6ii)«=  («6— C»)  (*ü-^«) ,     - 
(i4Ä— cC)*= (6c— -4«)  (ca  -  Ä«) 

und 

(22) 

=(6c— il«)  (c«-J»^  (oA-C»), 

als  andere  Gestalten  der  Bedingungsgleichung  (13). 

Diese  Bedingungsgleichung  gestattet  noch  eine  andere  merk- 
würdige Darstellung.    Theilt  man  sie  durch  ABCy  so  «lird  sie 

n  —  J!^     ^     A?      ^^  A.h 
"  ~  ABCBC^  CA^AS  +  ^ 

und  man  sieht  sich  aufgefordert,  zur  Abkürzung 

.      aA  ^      öB     ^    .      cC 

zu  setzen.    Dadurch  wird 

aA      -  bB     -  cC      - 
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V 

nad  das  Product  di««»er  Aaadrficke 

^=(l-«)(l-b)l-c) 

=1— d— b— t  +  bc+ca  +  ab— abc. 

Sabstituirt  man  oben ,  so  wird 

0=bc  +  ca  +  ftb  — Abc 
Theilt  man  diese  Gleichung  durch  ahc,  so  übergeht  sie  in 


oder,  wenn  man  die  frOfaeren  Ausdrficke  wieder  bersteilt,  ia 

1        ^       l       ^1 

(23)        : — ^ — 


,=1, 


welches  die  gesuchte  bemerkenswerthe  Gestalt  der  Bedingungs- 
gleicbung  (13)  ist. 


7. 


Will  man  die  eigeothömlich  geformten  Gleichungen  (1*2)  un- 
mittelbar^ ohne  von  einer  allgemeineren  Form  zu  ihnen  herab- 
sosteigen«  in  BebaiYdlung  nehmen,  so  dürfte  der  folgende 
Vorgang  vor  anderen  den  Vorzog  yerdienen. 

Theilt  man  diese  Gleichungen  der  Ordnupg  nach  durch  BC, 
CA  9  AB,  so  lassen  sich  ihnen  folgende  Formen  ertheiien: 

A*  CA   B^C~^' 

Diese  Formen  fordern  aber  sogleich  zur  Einführung  nachste- 
hender Abkürzungen  auf: 


(25) 


(26) 


3}~g,  2-n.  cri\ 

aA_      M— /?'^^- 


6* 


/    > 
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durch  dereo  Emfilhraiig  die  leisten  Gleklnifigen  die  lio^het  elo- 
fache  Gestalt 

(27)  «{+i?+:=o, 

aoiiehinen,   in  der  sie  sogar   nur   noch  drei  Coefficienten  anstatt 
der  früheren  sechs  enthalten. 

Setzt  man  noch  filr  einen  Aagenblick 

zieht  hievon  die  Gleich ansen  (S^  einzeln  ab,  und  benutzt  die  Ad* 
dition  der  VerhSltnissglieaer ;  so  erhillt  man 


1— «^l-/JTl-y 

Mithin  lassen  sich  die  Gleichungen  (27)  durch   die  Verh&lt 
nissgleichungen 

(28)  (l-«){=(l-i5)i,=  (l-y)f 

ersetzen,  und  ihre  Coefficienten  sind  an  die  Bedingungsgleichong 

^banden,  welche  durch  Beseitignog  der  Nenner  die  Form 

(30)  «ftf— a-/J-y+a=:0 

annimmt. 

Aon  eben  jener  Bedingungsgleichnng  findet  man  anderweitig 


•der 


.  '  :._    1 1         ßr-i 

T:^-*       r=:^      l-y-(l-|J)(l-y) 


(31)  (1  -ft (1  -r>=  (1  -  «)(/Jy ~  1),  und  nachgebildet 

(l-y)(I-«)=(l-/J)(;«-l), 

(l-«)(t-«=(l-)')(a/J-J). 
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Die  Produete  je  zweier  solcber  CHeichungeA  liefern  sofort 

(35»)  (l-«)«=(«j8-l)(«y-l), 

(i-r)»=?(j«--i)()^i). 

Moitiplicirt   mao    aber  jede    der   Gleichungen   (31)   mit  dem 
ersten  Factor  ihres  zweiten  Theiles,  so  findet  man 

(33)  ,(t-«)^y-l)=(l-/J)«(y«-l)=(t-y«)(«/»-i; 

=(L-a)(l-/?)(l-^), 

uad  hieraus 

(34)  (l-a)>'ftr=I=(l~^)V75-[  =(1  ~y)^Tf=\. 

I 

Sofort    kSniien  in  den  GlelclmitgeD  (28)  die  Factoreo    1  — «, 
]~^,  1— y  durch  Ihre  Proportionalen 

1  II 


ersetzt  werden,  wodurch  jene  -Verhältnissgleichungen  die  Form 

V^Fi    Viüi^    Vü?-^ 

amiehinen. 

Stellt  man  nun  endlich  lu  den  Gleichungen  (28),  (29;»  (30)j 
gth,  (33),  (35)  ßlr  %,  17,  2:  und  a,  /?,  y  ihre  Ansdracke  aus  («) 
anii  (:0ß)  wieder  her;  so  erhält  man  mittels  teni  leichter  Zurflck- 
leitungen  die  vorher  in  Art.  6.  genannten  Gleichungen  (14),  (23), 
(13),  rat),  (22),  (20). 


8. 


BB.    Verwendung  dieser  Gleichungen  zur  Anfstellang 
von   Hauptgleichungen  der  «Ebenen  Trigonometrie. 

Bea^chnen  a,  6,  c  die  Seiften  und  a,  ^,  y  die  ihnen  gegen- 
Ober  Hegenden  Winkel  eines  ebenen  Dreieckes;  so  ßndet  man  da- 
durch, miss  man  die  dasselbe  begrenzende  geschlossene,  dreiglie- 
drig gebrochene  Linie  ahc  der  Reihe  nach  auf  drei  Axen  projictrt, 
deren  positive  Richtungen  denen  der  Seiten,  a,  b,  c  selbst  ent- 
gegengesetzt sind,  geradezu  die  Gleichungen 


(36) 


g6 

-n-f  6coS7-^CGosß=3=0, 
a  cosy  -*  b  +-c  cosa=0, 
a  cosjS  +  Ä  cos«  —  c  =0 . 


Hält  man  sie  an  die  obigen  tileicbungen  (12)»  so  bat  mao  zu 
ersetzen 

dio  dortigen  x,  ff,  ii     a,     6,       c;        il,        Bj      C; 

durch  die  hiesigen    a,  6,  c;  —1,  —1,  — 1;  cos«^  cos^,  cosy. 

Dadurch  gewinnt  man  aus  den- Gleichungen  (13),  (21),  (22)  und 
(23)  durch  geringe  Vereinfachung  die  folgenden  /einander  gleich 
geltenden :  * 

(37)  cosa*  -f-  eb9ß*  -f  cosy^  •- 1  -f-  2eo6cx  easß  cosy^sO ; 

(38)  ^osa  +  cosjS  cosy  =:  sin/3  siny , 

cqsß + cosy  cosa  =s  siny  sina , 
cosy + co8aooßß=aina  sin/3 ; 

(38^)  CQtj3cotyH-cotycota4-cotacot/3srl; 

welche,   vornehmlich  die  (38),   weil  sämmtliche  dieser  Dreiecks- 
Winkel  hohl  sind,  auf  die  bekannte  Gleichung 


(39) 


U  +  ß+y=:zlSO^ 


zurilckfiSbren. 

Endlich  geben  die  Gleichungen  (14),  verbunden  mit  (38),  oder 
die  Gleichungen  (20)  allein,   die  Proportionen 


(40) 


X  y  t 

sin  o        sin  ß       sin  y 


Bemerkung.  Wer  demnach  in  einem  Lehrbuche  der  reinen 
Mathematik  in  der  Lehre  von  den  Gleichungen  die  Gleichungen 
(12)  erforschen  würde,  der  könnte  in  der  ebenen  Trigonometrie, 
sobald  er  die  Gleicbiine  (36)  erwiesen  hätte,  aus  ihnen  vermöge 
der  Ergebnisse  jener  Forschungen  i^\%  Gleichungen  ^39)  utnd  ißS) 
sogleich  In  der  hier  gezeigten  Weise  folgetn. 


9. 


Es  dürfte  vielleicht  nicht  unangemesseir  sein ,  hier  noch  zu  Zei- 
len, wie  auch  ohne  solche  Vorbereitung  aus  den  Gleichungen  iß6) 
lie  beiden  Hauptgleiehungen  (39)  und  (40)  der  geradlinigen  Tri- 
;onoraetrie  höchst  leiOht  und  zugleich  abgeleitet  werden  können.*) 


*)    Ich  habe  diefe  Ableitung,  ohne  sie  irgend  wo  ändert  gefanden 
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Elimiiiirt  mao  aus  den  GleichMnsen  (d6)  eine  DreieckfiTseite, 
etwa  die  c,  was  am  einfachsten  geschiebt,  wenn  man  ihren  Aus- 
druck  aus  der  letzten  Gleichung  in  die  beiden  ersten  setzt;  so  er- 
hält man  ^ 

a  sin/3* = ö  (cosa  cos  j3  +  cosy) , 
b  sino* = a  (cosa  cos/5  +  cosy)  . 

Aus  diesen  Gfeichungen  leuchtet  ein,  dass  der  gemeinschafUiche 
Schlnssfactor  weder  Null  noch  negativ  werden  Kann,  weil  a,  b 
als  Dreiecksseiten,  und  sina,  sin/3  als  von  (höhlen)  Dreieckswin- 
keln berstamipend,.  positiv  und  von  Null  verschieden  sind. 

Multipliciren  wir  demnach  diese  Gleichungen  erstlich  wie  sie 
über  einander  stehen,  dann  übers  Kreuz,  theilen  dann  durch  djte 
Die  verschwindenden  Pactoren  ab  und  cosaco5j3-|-cosy,  und  zie- 
het eadiioli  aus  den  Pr«ducten  die  sw^ten  Wuniwin »  die  imr  p^ 
sitiv  ausfallen  können ;  so  erhalten  wir 


siiiasin^;=oosacos|3  +  cosy 


und 


a  sin/}  ==6  sin  a. 
Die  erstere  Gleichung  gibt: 

cos  y  s: — (cosa  cos/3  —  sin«  sin/3) 
=  — cos(«+/5), 

folglich,    weil  Oy  /3,  y  hohl  sind, 

(30)  «  +  |3  +  y=r:180O; 

» 

die  andere  aber 


(40) 


a 


Bin« 


n  C 

=    .   g  und  nachgebildet  noch ,  =  ^r—  • 


ca  haben,  In  {,  55T.  meiner  Ueberarbeltnng  des  2.  Bd«.  Ton  Vega*« 
Vorlesungen  aber  d.  Mathemattlc.  Wien.  1.  Aufl.  1835., 
2.  Aofl.  1848.  gegeben.  UnmiUelbar  davor  in  (.  ö56.  zeigte  ich  nach 
J.  J.  LIttrow*«  Elementen  d.  Algebra  n.  Geometrie«  Wien 
1897.  S.  208.  {.  1.  die  von  Herrn  Dr.  R&dell  Im  Archiv,  l.  ThL  4. 
B.  1^4 1.  8.  444.  mitgetheilCe  HcrleitUBg  des  erweiterten  Pjfliogori* 
•ches  Lebra4ti^  ((5)  »  AA),  die  aber  anoh  schon  ,Car  bot  in  seiner 
G^om^trie  de  position.  Paris»  1803.  U  H.  num.  251,  gelehrt 
hat 
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VI. 

Zwei  bemerkenswerth  einfache  Her* 

ieltimgren  der  Hauptgrieicltaniren  der 

spliftriseiften  Triironometrie« 

Von  dem 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 

/  Profeiaor  der  Maihematik  %u  Tarnow  in  Galiiien. 


Bekanntlich  gibt   es  mehrere   (darunter  eine  sogar  yon  La- 
grange herrfihreude)  Ableitungen  der  in  der  sphärischen  Trigo- 
0^  nometrie  zwischen   den   Seiten   und   einem  Winkel   eines    Kugel- 

dreieckes  bestehenden  Grundgleichung,  aus  der  alle  fibrigen 
llauptgleichun<ren<blos  analytisch  hergeleitet  werden  können.  Jede 
derartige  Ableitung  wendet  auf  die,  zweien  geradlinigen  Drei- 
ecken gemeinsame  Seite  den  erweiterten  Pythagorischen  Lehrsatz 
an.  Eine  solche,  Ableitung  wird  jedoch  unbrauchbar,  wenn  ent- 
weder eine  Seite  oder  ein  Winkel  des  Dreieckes  =  90^  wird ; 
auch  unterJässt  man  gewohnlich  die  Giltigkeit  der  Gleichung  fiir 
alle  möglichen  Falle  nachzuv^eisen.  Im  Folgenden  theile  ich 
zwei  Alileitungen  dieser  Grund*  und  Hauptgleichungen  mit, 
welche  der  Beachtung  der  Geometer  nicht  unwQrdig  sein  därfteik 
Die  erste  stellt  jene  Grundgleichung  sogleich  mit  voller  All« 

Sem  ein  giltigkeit  nach  der  bisher  za  wenig  beachteten  und 
amm  auch  Hicksichtlich  ihrer  unschätzliaren  Vortfaeile  gnr  nicht 
gekannten  Lehre  von  der  rechtwinkligen  Projection  auf,  über 
welche  ich  —  vielleicht  in  nicht  ferner  Zeit  —  eine  ausfiihrliche 
Abhandlung  veröffentlichen  zu  können  hoffe.  Die  zweite  leitet 
s&mmtliche  Hauptgleichungen  geometrisch  und  zwar  aus  einer 
einzigen  Figur  ab,  wozu  die  Projectionslehre  gleichfalls  einen 
bCchbt  schätzDaren  Beitrag  liefert. 
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A.    Erste   Herleitung. 


1. 


Gruodgleichunff.  Set  fm  Taf.  L  Fig.  2.)  ABC  ein  Ku« 
geldreieck  oder  OJßC  das  ihm  am  Mittelpunkte  O  der  Kiq^el 
entsprechende  dr^iirantige  Eck;  danach  seien  A^zza^  B=^ß,  C=y 
•eine  Winkel  und  a,  6,  c  deren  jGegenseiten. '  fan  Kugelmittel- 
punkte  O  stelle  man  auf  den  -Halbmesser  0^4  einer  Spitze  A 
des  Kogeldreieckes  oder  auf  die  eine  Kante  OA  des  Eckes  die 
senkrechte  Ebene  2C  aaf ,  projicire  (winkelrechi)  in  diese  die  Halb- 
messer OB,  OC  der  beiden  anderen  Dreiecksspitzen  oder  die 
zwri  übrigen  Kanten  nach  OB,  OC,  Dann  !st^  wenn  man  etwa 
noch  zur  leichteren  Einsicht  die  Seiten  AB^=ze  und  AC-=b  zu 
Quadranten  bis  />  und  £  verlängert,  BOB'=BD=^AD^DB 
=90o_^^  t:OC=CE=2l£— j1C=90*>— *,  und  B'OC=a. 

Von  einer  der  beiden  letzteren  Kanten,  etwa  von  OB,  projj- 
ctre  nian  ein  beliebiges  in  O  anfangendes  Stdck  OM^:^r  (wofilr 
man  auch  die  Längeneinheft  also  OIIi=l  nehmen  kann),  mittel- 
bar, und  zwar  benutzend  die  Ebene  3( »  auf  die  Protection  OO 
der  anderen  Kante  OC,  folglich  seinen  Endpunkt  M  nach  N  und 
P.     Dann  ist 

ON^OMcoBBOB^rsinc, 
NM=iOMs\nBOB!=rcMc\ 

PP=  OiVcosÄ'OC =rslnc.cos«, 
PiV^=  OiVsiniB'OC  =  r8inc.sina. 

Nun  projicire  man  {ene  Strecke  oder  den  Radius vector  OM 
in  der  ersten  Kante  Oß  einerseits«  und  die  zwischen  denselben 
Grenzpunkten  O  und  M  begriffene  dr,eigliedrig  gebrochene  Luiie 

OPNM  andererseits  auf  die  f*virelie  Kante  OC  selbst;  so  sind 
ihre  algebraischen  Projectionen  einander  gleich,  und  es  haben 
hiebe! 

die  Strecken:         '^       OM]  OP,  PN,  NM 

die  Proje^ionswinkel:  BOC—a,      COC-Vfi-b,W^,  COA=b. 

BiiAin  ist  —  ganz  allgemein  giltig  — 

r .  cosa = r  sinccosa  •  cos(9Ö^'— A)  +  rsinc  sina.cos90^  -i-  rcbsc*cos6 

oder  wenn  man  durch  r  theilt  und  sonst  reducirt,  isögleich 

(1)  cos  a  :=cos  a .  sin6  sino  +  cosb  cosc , 

die  in  vollständiger  Allgemeinheit  bestehende  Grund- 
gleiehung  zwischen  den  Selten  und  einem  iVinkel  eines  Kugel- 
dreieeks. 


m 


2. 


I.  Erste  Hauptgteichung.  Bildet  man  zur  gefundenen 
Gleichuog  (1)  eine  gleicheestaltete  durch  VerwechseuiDg  von  ä 
und  ö,  so  wie  von  a  mit  p;  so  fiodet  man 

cosAsscosjS.sIncsina  -|*coscce«a. 

Sobstituirt  man  diesen  Aasdruc]&  von  cos6  in  (i)»  so  wirdi 

co6a(l  —  cosc^):==cos«sinc^=^(cosasio6  -f  cosj3cofioaina)sioc. 

Weil  keine  Seite  eines  Kugeldreiecks  0  oder  180^  sein  kann ,  folg- 
lich sine  nie  =0  ist,  so  ist  es  gestattet  durch  Jhn  die,  letzte 
Gleichung  zu  dividiren;  und  sofort  erfolgt 

(2)  cosasinc=cosasin6-f  cosj^coscsina, 

die  zwischen  deb  Seiten  und  zwei  Winkeln  l>esleheDde  Hauptglel- 
cbvng. 

n.  Eine  Hilfsffleichung  zwischen  allen  sechs  Stucken  des 
Dreiecks.  Vertauscnt  man  in  (2)  a  und  c  unter  sich,  und  a  mit 
y,  so  erscheint  ^ 

coscsina  =  cosy sin6  -f~  cosß  cosa  sine . 

Schreibt  man  nun  diesen  Ausdruck  von  coscsina  in  (2),  so  fiber< 
geht  diese  in  ^ 

cosa  sine  (1  —  cosjS^) =cosa  sin6  -f  cos/3cos}^sin6 
oder  in 
<3)  cosa  sine  sin/3* = (cosa  -|-  coaßcosy)  smb . 

III.  Zweite  und  dritte  Hauptgleichung.  Wenn  man  in 
(3)  die  ß  und  y  sq  wie  die  b  und.e  unter  einander  verwechselt, 

so  verwandelt  sie  sich  in 

» 

cosa  sink  sin  j^  =r  (cosa  -f  cos|3 eosy)  sine . 

Multiplicirt  man  diese  zwei  letzten  Gleichungen  mit  einander,  und 
zwar  zuerst  so  wie  sie  über  einander  stehen  und.  dann  kreuzweis, 
und  zieht  man  aus  den  Producten  die  zweite  Wurzel;  so  erh&lt 
man 

±  cosa  sin  j3  siny  =  cos  a  -f  cos  ß  cos  y , 
3I:  sin/3  sine = siny^  sin6 . 

In  diesen  Gleiebungen  können  Jedoch  nur  die  oberen  Vor:^i^ 
chen  gelten.    In  der  ersten,  weil  für  ß — ^yf— 90^,  wie  man  aus  der 


»1 

Lehre  von  den  sphfirisdieu  Winkeln  weUs»  a=:a  sein  muss;  in 
der  zweiten  9  weil  nur  solche  Kugeldreiecke ,  in  deoc^o  Seiten  und 
Wiokel  zwischen  0  und  180®  Hogeo,  betrachtet  zn  werden*  pflegen. 
Danach  wird  die  erstere  Gleichung 

(4)  cosa  =cosa8in^8iny  —  cosj3  cosy  ^ 

die  zweite  Hauptgleichung  zwischen  den  Winkeln  und  einer 
Seife; 


Je  letztere  Glelchnng  aber 

mA     sine 


TUT".  9 


sln/3     siny 

oder  durch  Verweehaehiog  von  b  mit  a  und  ß  mit  u  TervoU- 
atSndigt: 

.^  sina^     sin6      sine  ' 

^  '  sina      sinp      siny 

die  dritte  Hauptgleichung  zwischen  je  zwei  Seiten  und  ibie^ 
Gegenwinkeln*).  .  ' 

IV.  Vierte  Hauptgleichung.  Setzt  man  in  d^r  ersten 
Hauptgleichung  (2)  für  sino  seinen  aus  der  dritten  Hauptgleichung 
(J5)  ertoigenden  Ausdruck 

sino=sinÄ*T-^» 
sina 

um  ö  ans  diesen  zwei 'Gleichungen  zu  eKminiren;  so  ergibt  sich 

cosa  sine  =  sin/7cota  sina  -|-  cos/?  cosc  sina , 

daher  wenn  man  durch  dei\  nie  verschwindenden  sina  theilt: 

(6q)         _      sine  cota= sin^  cota  -f  cosc  cos/? , 
oder  symmetrischer  geordnet: 

(0)    '  cosc  cos^=:  sine  cota — slnßeoia 

als  die  vi.erte  Hauptgleichung  zwischen  rter  unmittelbar 
nach  einander  folgenden  Oreiecksstücken  a,  c,  ß,  a,.  von  denen 
zwei,  e  und  ß,  Mittel-  oder  eingeschlossene  Stacke^  die 
beiden  anderen,  a  und  a  Aussen-  oder  äussere  Stücke  und 
zu  einander  Gegenstücke  sind. 


'<  - 

*)    Diese    gleichseitige  Ableilnng   der   zweiten   und   dritten  Haupt- 

Sleichang  habe  ich  —  vielleicht  der  Erste. —  in  meiner  Ueberarbeitiing 
BS  xwelFen  Bande«  von    Vega*s  Verl  es.  über  d.  Malhem.,  Wien. 
1.  Aufl.  1885.,  2.  Anfl.  1848.,   in  $.  567.  a.  568«  gegeben. 
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B.    Zweite  Uerleitung. 

Grund^leichuDg  und  erste  Bauptgleichaoff.  Indem 
man  die  obigen  Bezeichnungen  beibehält  und  nur  noch  des  Kugel- 
halbme^ers  Zahlenwerth  wie  fiblicb  =1  setzt,  prejiclre  man  (in 
Taf.  I.  Flg.  3.)  eine  Dreiecksspitze  A  mittels  senkrechter  Ebe» 
nen  auf  die  Halbmesser  oder  Kanten  OB,  OC  der  zwei  anderen 
Dreiecksspitzen  B  und  C  nach  E  und  F,  und^  dadurch  zugleich 
mittels  der  als  Durchschnitt  dieser  zwei  projlcirenden  Ebenen  sieb 
ergebenden  senkrechten  Geraden  AD  aof  die  Ebene  BOC  jeaer 
zwei  Kanten. 

Danach  ist 

0£=tco8c,        EA=is\nc,        AEDr=ß 
ED=EAco8AED=:B\Deco8ß.  DA=iEA sin AED^B^nesinß 
OF=cosb,        FA=zBinö,        AFD  =  y 
FD—  FAcos AFDz=z8inbco»Y ,  DA z='FAuiaAFD=s\nbBmy. 

Projicirt  man  nun  den  umfang  des  (ebenen)  Viereckes  OFDE, 
in  welchem  EOF=^a,  E=z^=zF,  also  EDF-iSO^-a  tat, 
auf  die  Seite   OE  (als  Hauptaxe)  und  auf  ihre  Senkrechte  (als 

Nebenaze  der  Projection) ; .  so  haben 

I 

die  Vierecksseiten        OE,  OF,  FD,    DE 

die  Projectionswinkel     0»    a,    a — 90®,  — 90®; 

und  sonach  erhält  man  fär  die  Haupt-  and  Nebenprojection  der 
Seite  OE  den  Doppelausdruck 

.Substituirt  man  den  Seiten  ihre  obigen  Ausdrücke,  vereinzelt  die 
Gleichungen,  reducirt  die  goniometrischen  Stamm functionen  und 
versetzt  die  Glieder  in  geeigneter  Weise »  so  erhält  man  eines 
Theils 

(1)  cosc = COS}'  sina  sin6  -f-  cose  cosd   ' 

die  Grundgleichung,  und  anderen  Theils 

(2)  cos6  sina  =s  cosjMnc  -f  cos/  cosa  sin  6 

die'erste  Uauptgleichung. 

Anmerkung.     Die  Projection  auf  OF  liefert  ein  Paar  ver- 
wandte Gleichungen. 


99 


I.    Dritte    Hauptgleichaii^.     Setzt   man   die   vorher   fiir 
DA  gefondenen  zwei  AusdrQcke  einander  gleich ,   so  ist 

sine  sinjS  ==  siuA  sin}^ , 

alflo 

sin^      sine 


aiaß      siny' 

oder  durch  Vertauschung  von  b  mit  a  und  ßmlta  vervolbtSodigt: 

,g.  mna     siuh     sine 

'^  '  sin  er     sinp      siny 

welches  die  dritte  Haaptgleichung  ist. 

II.  Zweite  Hauptsleichung.  Projicirt  man  In  den  recht- 
^  winkligen  Dreiecken  Abh,  ADF  die  Spitze  D  des  rechten  Win- 
kels mittels  der  Senkrechten  DG,  />/r  auf  die  Hypotenusen  ^£, 
AFi  so  sind  bekanntlich  die  Winkel  ADG— AED=ß  und  ADH 
'=^AFD^=iy.  Zu^eich  stehen  diese "projicirenden  Senkrechten  auch 
auf  den  beiden  Seitenebenen  AOB,  AuC  der  Kante  OA  im  drei- 
kantigen Ecke  OÄBC  senkrecht 

Denn  weil  die  Ebene  AED  auf  OB  senkrecht  steht »  so  ist 
sie  auch  auf  der  Ebene  AOB  senkrecht;  und  weil  in  der  erste- 
ren  Ebene  auf  die  Dnrchschnittslinie  AE  beider  Ebenen  die  DG 
•eokrecht  gefallt  ist,  .  so  rouss  diese  auch  auf  der  anderen  Ebene 
AOB  senkrecht  stehen.  Eben  so  erneist  .man,  dass  aych  die 
DH  auf  der  Ebene  ^OC  senkrecht  steht. 

Der  Winkel  GDH  0er  Normalen  DG,  DH  der  zwei  Ebe- 
neo  AOB,  AOC  ergänzt  sich  aber  mit  der  Schmiege*)  dieser 


*)  Mit  Besair  auf  des  von  Herrn  R.  Wolf  und  mir  Im  Archiv, 
Theil  3«,  H«  4^,  S.  446.  und  Th.  6.,  H.  2.,  S.  lao.,  Note  f,  ansgoipro- 
chenen  Wnnsch  bemerke  ich,  da4s  Ich  für  den  e.  g.  „Winkel  zweier 
Ebenen'^  eine^gaax  pausende. Benennung  gefunden  zu  haben  glaube.  Ich 
■cUage  nemiich  vor  zu  nennen :  die  Ablenkung  (der  Streckungen)  iw^ier 
Ebenen  odfv  genaue^  swefer  Halbebenen  (Ebenenhälften)  an  ihrer  Durch- 
•cfanittolinie  von  einander  die  Schmiege  (frans,  le  biaie)  dieeer  Halb- 
ebenen;  ihre  DurchtchnitCsUnie  die  Schneide  oder  Schärfe,  die  Halb- 
ebenea  eelbst  aber  die  Wände  oder  Wangen  der  Schmiege.  —  Zur 
Recbtfertigiing  diene  F<>lgeiidee :  Nach  H  e  i  n  s  i  u  ■  und  H  e  y^e  e  ist  9,  die 
Schniiege  1.  bei  den  Werkleuten  ein  Winkel  sowohl  Aber  als  unter 
ao  Grad,  welchen  zwei  Linien  oder  Flächen  (Ebenen?)  bilden  (anch 
Schmiegang)!  St.  ein  Werkzeug,  welche«  in  einem  bewegUchen 
Wiakelmaaeee  besteht,  das  sich  mittels  einer  Stellschraube  offnen  und 
einschlagen  lässt  und  zum  Messen  der  gedachten  Winkel  von  den  Tisch- 
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.zwei  Ebenen  zu  180^;  was  man  leicht  einsieht,  wenn  man  seine 
auf  diesen  Ebenen  und  also  auch  auf  ihrer  Durchschnittskante  OA 
senkrechte  Ebene  bis  zum  Durchschnitt  mit  ihnen  erweitert  Mit- 
hin ist  GDH=lS(P—a. 

Endlich  ist  4er  Winkel  EDF,  den  wir  oben  =1800— a  fan. 
den,  gleich  der  Schmiede  der  zwei  Ebenen  AED  und  AFD,  weil 
AD  auf  der  Ebene  BÖC,  also  auch  auf  DE  und  DF  senkrecht 
steht. 

In  dem  an  der  Spitze  D  entstandenen  dreikantigen  Ecke 
DAGH  hat  man  demnach ^die  Seiten  4l^G=:ß,  ADIi=y  und 
GDH=\m^^a,  und  den  Winkel  an  der  Kante  DA  gleich 
£JFZ>=  180^  —  0.  Wendet  man  daher  auf  dieses  Eck  oder  auf 
ein  ihm  entsprechendes ,  auf  einer  um  D  als  Mittelpunkt  gelegten 
Ku^elfläcbe  gebildetes ,  Kugeldreieck  die  bereits  gefundene  Grund- 
gteiehung  (1)  an;  sq^  findet  man 

'     cos(180— a)=co8(180— *0}sinj98lny-|-cos/?cos)r, 
folglich  nach  leichter  Reduction 


w 


cosa=  cosa  sinjS  ainy  -^  co^ßcosy , 


die  zweite  Hauptgleichung* 

111.  Vierte  Hauptgleichung.  Zieht  man  die  Verbin- 
dun^sgerade  OD,  so  sind  die  Strecken  DE,  DF  Katheten  in 
zwei  Faar  rechtwinkligen  Dreiecken,  von  denen  das  eine  Paar 
ADE,  ADF,  die  zweite  Kathete  AD,  das  andere  Paar  OED, 
OFD  die  Hypotenuse  OD  gemeinsam  hat  Das  erstere  Drelecks- 
pnsLt  gibt 

DE   DF 
DE:DF^jj^^-j^t:^tAngDAE:tmgDAF     ^ 

=  cotlED:cotrfFZ)=rcot/9:coty, 

das  letztere  aber,    wenn  man  für  einen  AugenhÜck  .EODs=a', 
FOD^a^'  setzt,  / 


lern,  Schlosier^  a.  dergt  gebraucht  vird  (der  Winkellappen,  da« 
SchrAffniaats).'^  (Vergt  Karniarsch,  Grondr.  d.  mechan.  Technol 
2.  Bd.  S.  98.).  RAllin  (Xwiit.  DicL  de  poche,  Bertin  I82i)  uberietsEt 
>'  Schmiege  mit  le  biuis  und  umgekehrt  diese«  mit  Schräg!;,  Schiefe: 
bfat«  ^ftt,  maigre,  aign  stumpfer,  scharfer,  spftaiger  Winkel.'  Bei 
„schmiegen'*  sagt  Ueinstus:  ,,  die  Werkleute  schmiegen  (mech^il 
g^nau  anpassend)  eine  Wand,  venu  sie  dieselbe  nach  einem  Winkel  ober 
oder  unter  90®  genau  nach  der  Schmiege  auffuhren/'  TVach  Kalt- 
Schmidt  heisst  die  Kante  (tweter  Ebenen  an  einem  ebenflachigen  KAf'^ 
pe^  so  Tiel  als  die  Schärfe,  die  S4;h neide.  Beide  letzteren  sind  tu- 
gleich  analog  der  Spitfee  beim  Winkel.  ^1«  Analogen  far  Schenkel 
am  Winkel -passt  bei  der  Schmiede  am  besten  Wand,  ireti  die  Maoer- 
nnd  andere  so  genannten  Wände  fast  immer  eben  sind  und vielfaltigsich 
durchschneiden,  auch  noch  Wange,  insofern  diese  fLchrpcrtheile bei  Thle- 
rm  meist  conrergiren,  auch  manche  Settenebenen  an  Maschinenbestand- 
thf^ileh  so  hcissrn. 
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DE: DF=:.^:  -£=  8in£:0/>:sioFQ/> 

=  sioa':sina''; 
folglich  äer  Verein  beider  Verhältnissgleichheiten : 

cotß:coiy:=:sina':sina"  €^ 

Es  ist  aber  a'+a'^ssn,  also  a"=a  —  a',. und 

cofy :  cot/3  ==  sin  (a — «')  :  sina' 

=  sinaeoso'-rcosa  sina' :  sina', 

folglich  wenn  man  theilt: 

Es  gibt  endlich  das  an  JE  rechtwiiüefige  Breieck  OED 


,      OE         cosc         cotc 

cot«  ==  TrT«^  :=:-;: Il»= ö» 

ED     sinccosp      cosp « 

4 

daher 5  •  wenn  man  substituirt  und  den  Nenner  cos/3  weg  multi/ili- 
ctrt,  erhält  man 

sin/Jeotyrr  sina  cotc — cosei  cos/3 

ödet  versetzt 

(6)  cos«  cdsjJ  :^  sind  cotc— sln/J  coty, 

die  vierte  Hauptgleichnng. 


m 


Veber   die   mittlere   Ehtfemungr  des 
■  Ackers  Tom  Hofe,  In  JBexag  auf 

Anwendungr. 

Von  dem 

Feldmesser  tlerrn  C.^asmund 

zu  StraUund; 


'In  der  vor  Kurzem  unter  dem  Titel:  Ueber  die  mittlere 
Entferti/ung  einer  Figur  von  einem  Punkte,  oder  über 
die  üogenanute  mittlere  Entfernung  des  Ackers  vom 
Hofe,   von  J.  A.  Grunert.  Greifswald.  1848*)  erschienenen 


*)  Um  Leseen,  deoea  obige  Schrift  etwa  noch  nicht  la  Händen  ge- 
kommen sein  tollte» ovenigsten«  anzndeiitei^  woram  es  sich  handelt,  will 
ich  den  Begriff  der  mittlem  Entfernung  der  Knrxe  wegen  in  der  Sprache 
des  Torigen  Jahrhunderts  hersetzen:  Unter  der  mittlem  Entfernunp^  einer 
Linie,  Fläche  oder  eines  Körpers  Ton  einem  Ponkte  wird  verstanden  da« 
arithmetische  Mittel  ans  den  Entfernungen  sammtllcher  Elemente  der- 
selben vom  gedachten  Ponkte,  oder  hieraus  hervorgehend  und  noch  he- 
anemer  für  die  Anknüpfung  der  ttechriunfp :  Die  mittlere  Entfernung  ist 
ie  Summe  der  Entferanngsmomen't^  s&mmtlicher  Elemente,  dividirt  durch 
die  Summen  sämmtlicher  Elemente,  unter  Entfernungsmoment  das  Pro- 
doct  des  Elements  in  seine  Entfernung  verstanden. 

Ist  also  |^=/jr  die  Gleichung  einer  ebenen  Curve  für  rechtwinklige 
Coordinaten,  so  ist  die  mittlere  i-'ntfernnng  des  Cnrvenstücks  sa  dem 
Abscissenintervall    a — a     Tom     Anfange    der    Coordinaten    ab:    .#  = 


WO  der  Nenner  natnrlich  das  Curven- 


Stack  selbst  ist.     Für  die   gerade  Linie   aö^  aß,   deren  Gleichung  also 


ö—ß    ^aß^ab 


8/i 


>=:---J^ar4--^- i«t)   iriebt  dies,    weil    hier  :^—     constant     ist, 


VI 

Sckrift  gictbider  HerrVeifaMer,  liachdeai  smiäi^hal  der  Bagriff  festge- 
eMkt  w4Nrdeti  M,  Formeln  fKr  die  mittlere  EntierDuoff  eines  Drei- 
eeks  von  el|ieni  Punkte»  und  zeigt  dann'^  wie  sioh  niemach  die 
mittlere  Entfernni^  jeder  geradlinigen  Figur  durcir  ihre  Zerlegung 
in  Dreiecke  finden  ia«ae.  Die  Formeln  sind  jedoch  etwas  coro- 
pRcirty^nnd  überhaupt  hat  man  es  in  der  Praxis  auch  mehr  mit 
gana  gesetzlosen  Curven  zu  tbun.  Ich  suchte  deshalb  nach  einem 
möglichst  einlachen  Verfahren  fiir  diese  Fftlle,  wo  man  sich  doch 
lediglich  mit  Näherongen  hehelfen  mnss,  und  kam  dabei  auf  fol* 
geoaen  Satz: 

Vüi  den  concentrischen  Ring  mit  den  Halbmessern  r  und  ^^ 
oder  einen  Ausschnitt  desselben»  ist  vom  Mittelpunkte  abgerechnet 

die  mittlere  Entfernung  Ä=:j-f — -^— r- — ^  )»  woraus  fiir^=0, 
für  den  Kreis  oder  Kreisausschnitt  vom  Halbmesser  t,  hervorgeht 

Bierauf  lässt  sich  nun  das  nachstehende  Verfahren  grfiiiden, 
welchfs  mir  iflr  die  Praxis  genfigend  schemt.  Soll  die  mittlere 
Entfernong  der  FiSche  aaa ( Taf.  I.  Fig.  4),  deren  In- 
halt =  F^   vom  Punkte  C  ermittelt  werden ,  so  theUe  man  die- 


M^-^  /**8xV>H(/W)%  oder  entwickelt: 


Sind  ferner  ö=Fy  mul  %=f^  die  Polargleirhnngen   xireier  Cnrven,     ^ 
so  Ut  die  mittlere  fintfemting  de«  Plflehenstocka  zwischen   beiden  Cur- 

/'  !/"'••»• 

Tea  lir  das  BegenhiterTall  «— a  ^on  Pole  ab:  .V=  ^       ^jr   '        * 

WO  der  Kenner  daa  Fl&chenttuck  selbst  ist 

Für  den  concentrischen  Ringausschnitt  mit  den  Halbmessern  r  und  f 
nndl  dem  MittelpnnkUwinkel  a,  sind  für  den  Mittelpunkt  als  Pol  die  Glei- 
chnngeo  der  beiden  Kreise  »=cFy=r  nnd  s=:/5p=^,  daher  dessen 
mittlere  Entfemong  vom  Mittelpnhkte  ab : 

o         ^  *  .  . 

wekhes  der  ol^n  benntsle  Sati  ist.    Dies  möge  xur  Andeutung  des  Be* 
griffs  hier  genügen. 

Theil  Xlll.  ^ 


»8 

selbe  von  C  bm  in  coneentriscbe  Ringe  1,  i,  3, tt,  «rmittele 

die  FläehengrOssen  /i ,  /2 »Ys /i,  eo  wie  nad»  obigem  S«tae 

auch  die  mittlem  Entfernangen  fii| ,  m^,  m^, Wn  dieiier  Ringe, 

von  C  ab,  dann  ist  der  GesamrotfiKcbe  roitttere  Entfernnog:  üf  *=: 
m,fy+m^r^-tp,r,,,..+mnfi.  (c,„„^,^  ^.^.  o.J.  17.)/Liegtder 

Punkt  C  innerhalb  der  FiSche  ada ,  so  wird  bei  der  Einfhei- 

lung  auch  noch  ein  voller  Kreis,  odef  ein  Kreisansschnitt  vor- 
kommen ,  vras  jedoch  in  der  Berechnung  keinen  Unterschied  macht,  i 
Betreffend  die  weitere  Anwendung  der  mittlem  Entfernung, 
halte  ich  es  noch  (iRr  eine  sehr  schwer  tu  losende  Aufgabe,  selbst 
unter  Voraussetzang  einer  ganz  speciellen  Nutzungsart ,  die  Fonk- 
tiou  der  FlächengrOssc  F,  -Bonilät  B  und  mittlere  Entiemong  M 
eines  Grundf^tücks  von  einem  Punkte  zu  ermitteln,  welcher  die 
'Werthe  mehrerer  Grundstücke  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  propmr« 
tional  zu  nehmen  sind.  Namentlich  würde  man  der  Praxis  sehr 
widersprechende  Resultate  erhalten,  besonders  för  extreme 'Wert  he 

von  F,B  und  M,  wollte  man  diese  Funktion  =  -5- setzen.   Wenn 

auch  vielleicht  der  Zähler  FB  sollte  bleiben  können,  «4^  wQrde 
doch  dann  der  Nenner  ausser  von  JU  aueh  noch  wieder  von  JP 
und  B  abhäneig  sein  müssen,  wie  dies  auch  schon  zum  Theil  aus 
Herrn  von  Tnünen*s  Bemerkungen  über  diesen  Gegenstand  in 
seinem  Isolirten  Staate  hervorgeht.  Bei  der  Schwierigkeit, 
welche  die  Herstellung  einer  solchen  stichhaltigen  Funktion  hat,  wird 
die  ökonomische  Berücksichtigung  der  Entfernung  bei  derWerth- 
bestimmung  von  Grundstücken  wohl  nur  in  der  Art  Statt  finden 
k«innen,  dass  man  Grundstücke  in  verschiedenen  Entfernungen 
veranschlagt,  und  dadurch  eine  Progression  von  Werthreductions- 
factoren  ermittelt  för  stufensweise  wachsende  Entfernungen.  Hier- 
bei wird  dann  aber  die  Kenntniss  der  mittlem  Entfernung  von  er- 
heblichem Nutzen  sein.    '  . 

Ganz  natürlich  wird  mau  bei  Betrachtungen  obieer  Art  noch 
zu  der  Aufgabe  geleitet,  für  den  Acker  den  vortheilnaftesten  Ort 
des  Hofes  zu  ermitteln,  rücksicbtiich  der  Entfernung,  d.  h.  f3r 
eine  gegebene  Fläche  d«n  Punkt  zu  bestimmen",  von  welchem 
ab  die  mittlere  lEntfernung  derselben  ein  Minimum  ist.  Für  ein 
Dreieck  wird  aber  hierzu  schon  ein  beträchlicher  Rechnungsauf- 
wand  erfordert  werden,  so  dass  man  bei  wirklichen  neuen  Uofan- 
lagen  wohl  auf  eine  mathematische  Losung  ^wird  verzichten,  und 
sich  damit  trösten  müssen,  dass  in  den  allermeisten  Fällen  doch 
auch  noch  andere  Umstände  als  die  Entfernung  eine  entschiedene 
MitberÜcksicbtIgung  verlangen. 


Nachschrift  des  Herausgebers.' 

In  meiner  Söhrifl:  Ueber  die  mittlere  Entfernung  einisr 
Figur  von  einem  Punkte  oder  über  die  sogenannte 
mittlere   Entfernung   desAck*ers  vom  Hofe.  Greifswald. 


\ 


0» 

1848.«  auf  weleb«  Bich  die  Bemerkungen  in  dem  obieen  Aufsätze 
bezieben ,  habe^  ieli  yoTza^weke  die  geometriacbe  ^oer  eigentlicb 
übi^rbaupt  die  theotetlsbhe  Seite  dieses  6<*genstandes  in  s  Auge 
gefasst,  und  babe  versucht ,  mit  vuliiger  mathematischer  Strenge« 
welche  bei  derartigen  Untersuchungen  leider  nur  zu  häufig  ver- 
nachlässigt wird',  zu  Resultaten  zu  gelangen,  welche  sich  sowohl 
durch  ihre  Allgemeinheit,  als  auch  durch  ihre  Eleganz  auszeich- 
nen  und  empfehlen ,  und  glaube ,  dass  auf  diese  beiden  Prädicate 
insbesondere  der  Ausdruck  8.  79.  J.  H.  Nr.  71.,  welchen  ich  aln 
das  in  dieser  Schrift  gewonnene  Hauptresuitat  betfachte,  Annpruch 
machen  zu  dürfen  vollkommen  berechtigt  ist.  Wenn  ich  deshalb 
auch  dergleichen  elegante  Ausdrucke  nicht  mit  dem  Namen  „com* 
plicirf*  belegen  mochte,  so  bin  ich  doch  mit  dem  geehrten  Herrn 
Verfasser  des  obigen  Aufsatzes  darin  vollkommen  einverstanden, 
dass  die  Rechnung  nach  den  in  meiner  Schrift  entwickelten  Aus- 
drucken ungeachtet  ihrer  Eleganz  f^r  die  gewuhnliche  Praxis  in 
den  meisten  Fällen  noch  zu  weitläufig  ist,  und  habe  daher  auch 
schon  in  der  im  Literar.  Ber.  Nr.  aLII.  S.  602.  gelieferten  An- 
zeige der  obigen  Schrift  d}e  Leser  des  Archivs  zur  gefälligen 
Mitwirkung  bei  der  weiteren  Vereinfachung  des  fraglichen  Gegen 
Standes,  und  dessen  Gestaltung  fflr  den  gewöhnlichen  praktischen 
Gebrauch  aufgefordert.  Es  kann  mich  demnach  auch  nur  freuen, 
dazu  in  dem  obigen-  Aufsatze,  ungeachtet  der  grossen  Einfachheit 
seines  Inhalts,  einen  nach  meiner  Meinung  recht  zweckmässigen 
Anfang  gemacht  zu  sehen,  und  hoffe,  dass  es  dem  geehrten  Herrn 
Verfasser  desselben  nicht  unangenehm  sein  werde,  weim  ich  mir 
erlaube,  seinen  Betrachtungen  noch  die  folgenden  Bemerkungen 
hinzuzufiSgen,  indem  ich.  ihn  zugleicb  zu  weiteren  Untersuchungen, 
za  denen  ihm  vielleicht  seine  Praxis  Gelegenheit  darbieten  dCirfte, 
aufzufordern   mir  erlaube. 

Der  von  dem  Herrn  Verfasser  angegebenen  Methode  liegt 
hauptsächlich  ein  Ausdruck  für  die  mittlere  Entferuung  einea  zwi- 
schen zwei  concentrischen  Kreisen  enthaltenen  Rings  von  deren 
gemeinschanrichem  Mittefpunkt^  ;Eum  Grunde.  Dieser  Ausdruck^ 
iveleheu  der  Herr  Ver&saer  in  <^iner  Note  durch  die  iutegralrech- 
Dung  ableitet,  ist,  wie  ich  jetzt  zeigen  werde,  eine  unmittelbare 
oder  wenigstens  leichte  Fofge  aus  oen  in  meiner  Scbriit  enthalte- 
nen Ausdrucken,  wenn  er  auch  in  dieser  Schrift  nicht  selbst  ge- 
geben worden  ist,  was  nicht  nöthig  war,  weil  ich  keineswegs  die 
Absicfit  hatte,  in  derselben  den  nraglichen  Gegenstand  ganz  zu 
erschupfen. 

Wenn  wir  die  Grundlinie  eines  gleichsclienkligen  Dreiecks 
durch  a,  .seine  beiden  gleichen  Schenkel  durch  6,  seinen  Inhalt 
dorch^t  die  kalbe  Sanime  seiiler  Seiten  durdi  s»  «nd  seine  mitt* 
lere  Entfernung  vnix  seiner  M^ltse  duich  M  beseiebnen,  so  M 
nach  der  Formel  Nr.  79)  auf  S.  104.  meiner  Schrift,  wenn  wir 
in  dieser  Formel  6=c  setzen: 

W^l  aber  in  diesem  Falle 

7* 


100 


2«s=«+2«,  l~7=t-;rR6=55+'a 


oder 


'+26 


ist,  so  ist 


1  +  2^ 


Nun  Ist  femer,  wie  man  leicht  findet: 


6«— 4a? 


a\ßo 


j 


1  + 


2S 


Denken  wir  nns  jetzt  In  einen  mit  deni  Halbmesser  r  bescfcrie 
benen  Kreis  ein  ref^läres  Vieleck  von  n  Seiten  beschrieben,  nnd 
bezeichnen  lede  Seite  desselben  durch  a,    so  ist  ßür  jedes  Att  n 

§leichschenKligen,  im  Mittelpunkte  des  Kreises  zasammenstossen- 
en  Dreiecke  9    in  die  sich  dasselbe  zerlegen  l&sst«  in  Bezug  auf 
den  Mittelpunkt  des  Kreises  nach  dem  Vorhergehenden: 


^     1        '^-r'  }-ir 

*=r — ST"  '77^' 

und  folglieh  immer  in  Bezog  auf  den  Mitt«lpunlct  des 
das  ganze  reguläre  neck  nach  S.  111/ meiner  Schrift: 

d.  t.  eben  so  wie  vi^rher: 


101 


1         '^-f^/-Fr 


1  + 


2r 


Mier 


!tf=7r-t- 


^-i.«    l+« 


3a 


l 


^ 


1 


2r 


Also  ist,  da  jedenfalls  Immer 


wt,  nach  einer  sehr  bekannten  logarithmbicfaen  Reibe  (m.  e.  u.  A. 
meineo  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  h5- 
kern  Analyais.    Leipaig.    183&   S.  64.): 

1 


d.  I. 


und  «renn  man  nun,  um  M  f&r  den  Kreis  selbst  zu  erhalten,  n 
Wb  Dnendliphe  wachsen,  also  o  in's  Unendliche  abnehmen  llsst, 
und .  in  der  Yorhergehenden  Gleichong  zu  den  Gränaen  übergeht 
•0  ersieht  sich  flir  den  Kreis:     ^ 

12        1  2 

iferjr+jAg;^,  d.lJlf=jr. 

1 

Fflr  einen  Kreisansschnitt,  der  -r  des  ganzen  Kreises  ist»  s^i 

jetzt  M  die  mittlere  Entfernung  vom  Mittelpunkte  des  Kreises, 
fo  Ist  nach  S.  111.  meiner  ^Schrift  olFenbar 

^r=^k* -rMr  also  ]U=z^r; 

wie  fihr  den  ganzen  Kreis»  was  sich  auch  von  selbst  versteht. 

Endlich  sei  die  mittlere  Entfernung  M  eines  ringförmigen 
Stocks  wie  ABA*V  in  Taf*  1.  Fig.^  5.  von  dem  gemeinschaft- 
licben  Mittelpunkte  C  der  beiden  Kreise,   zwischen  denen  dieses 


loa 

ringförmige  Stück  enthalten  ist,  zu  finden.  Zu  dem  Elode  seien 
f  .und  /  respective  die  Halbmesser  des  grösseren  und  des  klei- 
neren Kreises;  die  Flächenräuroe  der^  leiden  Kreisausschnitte 
ACB  und  ACB  seien  respective  Ö  und  0',  und  2TJ  i|nd  VK 
seien  deren  mittlere  Entfernungen  von  C\  so  haben  wir  nach 
S.  11J.  meiner  Schrift   die  Gleichung: 

Aber  bekanntlich,  da  die  Sectoren  @,  6'  demselben  Winkel  am 
Mittelpunkte   entsprechen: 

S:B'=ir«:r'a,  also  S:S-e'  =  r*:ra-  r'*; 
und  nach  dem  Verberge  hende»:  ^ 

2  2 

folglich  naph  dem  Obigen 


oder 


2       y'«  2         r*— r'* 


|r»~r"+(i^^-r"^)if. 


woraus 


^o'g^»  g^n^  ^'ic  c^^r  Ucri'  Verfasser  des  obigen  Aufsatzes  auf  an- 
derem Wege  gefunden  hat,  wenn  man  nur  in  der  dortigen  Formel 
r'   für  p   setzt.     Auch  ist 


^=5('-+nT')=K 


'^T^)' 


Dass  Ableitungen  von  Formeln,  wie  die  obige,  durch  strenge 
Gränzenbetrachtungen  aus  anderen  Formein,  z«  den  instructivsteft 
Betrachtungen,  namentlich  für  Anfönger,  gehören,  wenn  sie  auch 
von  einet  gewissen  Weitläufigkeit  zuweilen  nicht  ganz  frei  ta  spre- 
chen^ slad,  durfte  wohl  jetSEt  si^tolich  allgemein  anerki^nt  «ein, 
und  ich  selbst  bin  der  Meinung,  dass  Anfän»er,  welche^ in  der 
Mathematik  weiter  zii  eehen,  und  namentlich  die  Anälysis  in 
ihrem  neuesten  Zostanae  kennen  ^u  lernen  beabsichtigen,  nicht 
häufig  genug  sich  mit  dergleichen  Betrachtungen  bekannt  machen 
und  dieselben  selbst  anzustellen  versuchen  können. 


103. 

So  wie  im  vorherffehenden  Falle  wird  man  auch  fa«t  io  allen 
'^Q  der  Praxis  sieb  vielleicht  darbietenden  Fällen  die  erforderlichen 
Formeln  ans  den  in  meiner  Schrift  entwickelten  Ausdrücken  ohne 
Schwiecif^eit  abznieiten  im  Stande  sein. 

Bei  der  wirklichen  Anwendung  der  von  dem  Herrn  Ver&sser^ 
des  obigen  Aufsatzes  vorgeschlagenen  praktischen  Methode  wird 
man  hSufie  in  den  Fall  kommen,  die  rlächenräume  ringfl^riniger 
Stücke  wie  ABAB  bestimmen  zu  müssen.  Deshalb  wird  es 
vielleiflAt  zweckmässig  sein,  auch  darüber  noch  ein  Paar  Bemer- 
kougen  dem  Obigen  ninzuzufSgen. 

Bezeichnen  wir  den  Flächeninhalt  des  ringförmigen  Stücks 
ABA'ß'  durch  F,  und  einen  den  Winkel  A€^B  oder  A'CB  am 
MUteipnnkte  messende  Kreisbogen  In  einem  mit  der  Einheit  als 
Kadlus  beschriebenen  Kreise  durch  lo;  so  Ist  nach  bekannten 
Sätzen 

F=r  2(r*  ^  r"^)  «=  5  (r-r')(r  +  r') « • 
Bezeichnen  wir  nun  die  Sehne  des  Bogens  AB  durch  tf»  so  Ist 


folglich 


S"  CO  «=  Aresin  -5-  *    «  =^  2 Aresin  r  - 


Weil  aber»  da  jedenfalls 


ö<Ä<» 


Utt,  nach  einer  (»ekaanten  Reihe  (m.  s^  u.  A.  meine  Elemente 
der  Oifrereoti^i-  und  Integralreobaang.  Zweiter  Theil. 
Leii^zig.  1837.    S..  92.) 

.      ,    *       «•    ll/tfV.1.31    /<»\»     1.3.5   1/«Y. 

t 

ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

L3^  1  /cy      r 

.+  2.4iJ  7    V2ry    +-1 
d.  i. 

^=^ ^       tU+24  Vr7    +«4Ö   W    +7R8V;  +  -<' 


104 

oder 

^K'-9(HO"i'4C)*+w(0'+T^(p*+"^ 

Voll  diesen  Reihen  wird  man  immer  nur  so  viele  Glieder  bei- 
behalten, als  die  hei  der  Rechnung  beahsichtigte  Genauigkeit 
erfordert.  ^ 

Ffir  das  Prodoct  des  ringförmigen  Stflcks  AB^V  lo  seine 
mittlere  Entfernung  vom  Mittelpunkte  C  hat  man  nach  dem  Vor- 
hergehenden den  Ausdruck 


d.  i. 


Ifr-r'Xr^+rr'-f  r'«)  Arcsin^r 


also  nach  dem  Vorhergehenden 

3 : — i^+2J   W   +64Ö  W  + ^ 

oder  auch  '     ^ 

1^0-  0!H^  (9*s  !'4©'  +4-  (f)' + -  ■  i  ■ 

Diese  Ausdrflcke  scheinen  mir  bei  der  Ausfllhrnng  der  durch 
die  Anwendung  der  von  deih' Herrn  Verfasser  des  obigen  Auf- 
satzes angegebenen  für  die  Praxis  recht  zwei'k'mässigen  Methode 
nOthig gemachten  Rechnungen  die  meisteBequemlichkeiraarznbieten. 

ROcksichtlieh  der  in  dem  letzten  Absätze  des  obigen  Anf* 
Satzes  gemachten  Bemerlranff  stimme  ich  dem  Herrn  Verfafuter 
dessellijsn  vollkommen  bei.  Üeber  das  aber»  was  in  dem  rorletz- 
ten  Absätze  dieses  Aufsatzes  bemerkt  worden  ist,  muss  ich  die 
Entscheidung  den  Ländwirthen  und  Nationalolronomen  anheim 
stellen y  una  bemerke  nur  noch»  dass  einige  auf  den  in  dieserti 
Absätze  angeregten  Gegenstand  bezügliche  Bemerkungen  schon 
von  dem  sehr  einsichtsvollen  Recensenten  meiner  Schrift  in  den 
Heidelberger  Jahrbüchern.  1848.  Nr.  29.  8.  459.,  Herrn 
Doctor  J.  Dienger,  früher  in  Sinsheim  bei  Heidelberg,  j^tzt 
Verstand  der  höheren  Bürgerschule  zu  Ettenheito,  gemacht  wor- 
den sind ,  worauf  ich  daher  die  für  diesen ,  namentlich  in  der  Jetzi- 
gen bewegten  Zeit  bei  der  Beurtheilun^  des  Werths  der  Grund- 
stücke mit  Berücksichtigung  aller  dabei  in  Betracht  kommenden 
Elemente,  wie  Areal,  Bonität,  aufzuwendende  Arbeitskraft  ii. 
dergl. ,  gewiss  der  allgemeineren  Beachtung  in  landwirthschaft- 
licber  und  überhaupt  national -ökonomischer  Rficksicht  sehr  wer- 
then   Gegenstand,   sich   etwa   interessicenden  Leser  des  Archivs 
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£o  Tenr^iseD  mir  erlaube.  Die  am  Schhias  und  in  der  Toi?ede^ 
meiner  Scbrift  bloM  ganz  in  der  Kiirse  angegebenen  Verbältiiisse," 
iäier  deren  Ricbtigiceit  oder  Unricbtigkeit  Untersocbungen  «ganz 
ausserhalb  des  Zweeliae  aidner  annftchsl  ledigKcb  eine  gemnetri* 
ecke  Tendena  habenden  Sdirift  lagen,  sind  in  der  Thai  nach 
nur  deshalb  van  mir  UHgeäteUt  worden »  nm  za  einer  sorglaitigea 
Dntersoobang  dieses  pvactiscb  sehr  wichtigen  Gegenatiuides  au 
vcraDlassen;  «nd  vielleicht  wird  das  Ardirv  bald  eine  Abhand- 
ivDg  Aber  denselben  hrlagen.  Eine  andere  oans  eben  ao  einsichta- 
Teile  Recenaiön  BMiner  Sterin  von  Herrn  Böttcher  in  Rudel« 
Stadt,  die  von  allen  denen»  welche  dieselbe  bei  Ihren  etwaigen 
theoretischen  oder  praktisehen  Arbeiten  Ober  den  mehr,  erwfibn« 
teo  Gegenstand  zu  benutzen  beabsiehtigeo»  fregea  versdiiedeoer 
aehr  au  beachtender  theUs  allgemeiner»  Iheils  specieller  Bemer- 
kungen gleichfalls  nicht  unbeachtet  gelaasen  werden  darf,  findet  sich  in 
einem  der  neuesten  Helle  der  Jahrbflcher  fOr  Philologie 
and  Pädagogik»  das  ich,  •«-  weil  ich  in  diesem  Augenblicke 
dasu  nicht  Im  Stande  Mb  und  diese  2U)ilen  fiberhaunt  nur  aus  dem 
Gedächtniase  schreibe»  —  aeiner  Nuimner  nach  sniter  noch 
gelei^atlich  angehen  werde »  und  für  jetzt  nur  dem  geehrten  Herrn 
Verfasaer  Ar  seine  hdehst  .einsichtsvolle  Beurtbeilni^  verbind- 
lichst zu  danken»  die  hier  sich  dargebotene  Gel^enheit  nicht  im* 
benutzt  vorfibergehen  laasen  wUl. 


Beltrair  zur  Theorte  der  idnailra- 

ttoehem  Formen. 


Ton  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

h 

Lehrer  am  Gymnatlam  sa  Stralfeaail. 


In  den  art  213.  und  214.  der  Disquisitiones  arithme- 
ticae  findet  man  eine  hSsung  des  Problems:  »»Zu  beurtheilen» 
ob  eipe  Form  (F)  von  der  Determinante  D  ehie  andere  (/)  von 
der  Determinante  Dee  eigentlich  einschliesst,  oder  nicht»  und  im 
erstenFalle  alle^elgentKchciiTranfsfrnMationeviauaFin/* su  berechnen/' 

Nach  der  von  Gauss  hiezn  angewandten  Methode  muss  man 
vorerst  alte  die  Formen  ( A)  entwif^befe »  wekbe  aua  F  durch  die 
Tranalormation   m»  i^,  0,  n  entstehen^  so  dass  m  jedweden  posi- 
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tiven  Tbetker  von  «r  ^  jedwede  Ewiaehcn  den  GreiueB  0  und» — 1 
incl.  eingeschlossene  ganze  Zahl,  n  den  Quotienten—  -bedeutet. 

Hierauf  hat  man  mit' allen  Fornwn-A,  deren  Anzahl .  offeiibav  der 
Summe  aller  Theiler  von  %  gleiehkommt»  den  Vereucb  anauatette«» 
ob  sie  mtt  f  eigentlich  aeouiTalent  eiiid,  oder  nicht,  und  nur  die* 
lenigen  unter  ihnen, --il',  il"^  Sl"',  etc.,  welohe  ea  wirklich  alnd» 
in  Betracht  ta  aieheo.  In  Beaog  auf  die  erste  derselben  S^\  welolie 
aus  F  dureb  die  Snfastituticin  m',  k'y  0,  n'  entstanden  sein  niag, 
stelle  Pj  g,  r,  t  jedwede  eigentliche  Transformation  aus  Sl'  m  f 
dar;  man  wird  mehrere  eigentliche  Transformattonen  aus  F  in  f 
unter  der  Form  m'p  +  k'r,  mfq-t-ß^jf^  nfr^  n'i  erhalten,  und  weiili 
man  mit  den  (ihrigen  Formen  ^"f  ^'"^  etc.  ebenso  verfiUirt,  «e 
gelanst  man  zu  den-  sümmtlicben  eigentHcbeii  Ttansisrmationen 
aus  F  in  f. 

Man  wird  nicht  verkennen,  dass  das  angedeutete  VerfaJiren 
in  der  Ausübung  sehr  weitläufig,  in  den  meisten  Fällen  ao  gut 
wie  unausfOhrbar  ist,  und  dies  hat  mir •  Veranlassung  gegeben, 
eine  andere  Auflösung  des  obigen  Problem»  xu  suchen»  welche, 
sich  in  priictischer  Beziehung  ikirch  Kflree,  in  fheoretisclier  d«irch 
mehrere  Bemerkungen,  zu  welchen  sie  Gelegenheit  giebt,.z« 
empfehlen  scheint  -  «  .  - 

Die  Form  F  von  der  Determinante  £>  sei  (^,  £^,  C),  die 
Form  f  von  der  Determinante  Dee  sei  (a,  6,  o).  Wir  nehmen 
zuvörderst  an,  dass  F  in  f  durch  die  eigentliche  Substition  a,  ß, 
y,  d  fibergehe,  und  sehen  zu,  was  daraus  folgt.  Man  hat  folgende 
Gleichungen: 

[1]  .  .  .  Aw  +  2BaY+Oyy=:a, 

[2]  .  .  .  Aaß  +  B{ad  +  ßy)  +  CYd=h, 

[3]  .  .  .  Aßßi'2Bß6  +  C5d=c, 

[4]  ....  ,  ad'-*ßYit=0  (e  positiv  und  >  I ). 

^  Die  Zahlfo  »  und  y  können  ein  grösstes  gemeinsphaffliches  Maass 
n  haben,  welches  poi^itiv  genommen  uird,  so  daas  a=nefi,  7==^^/^» 
tfO  und  y^  relative  Primsahlen  sifid;  nadh  [M  wird  n  ein  Theiler 
von  e  sein,  oder  wenn  e=nm  gesetzt  wird,  so  ist  m  eine  ganze 
Zahl,  und  die  Gleichung  U]  reducirt  sich  auf  iifid^ß/^=m.   Be- 


Sanze  Zahl  bedeutet,  und  man  kann  zugleich  ß^,  S^  so  nehmen, 
ass  k  zwischen  den  Grenzen  0  undm— 1  incl.  enthalten  ist.  Sub- 
stituirt  man  nnn  die  für  a,  ß,  y,  i  gefundenen  Werthe  in  [I},  [2], 
[3],  so  kommt  .     . 

L  mnn 

^    •  mmnn     ■    < 
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4 

\  • 

lerauB  siebt  man^  aass  — -    — * eanze 

nn         mnn  tnmnn  ° 

Zalifen  «ind,  irelche  wir  resp.  durch  A\  B\  O  bezeichnen,  und 
dass  die  Form  F,.{A,  B,  C)  in  die  Form  F" .,{A',  B,  C)  ddrch 
die  SaKromution  «»  fS^,  /*, ^,  ftrwelehf  tfi^^^Y^^  ^st*  öb«'- 
geht,  folgiieli  mit  defdelben  eigentlich  aequivalent  int.  Aus  deo 
Wcrtben  ron  A'  und  Bf  folgt,  dass  n  In  6  aufgellt^  setzen  wir 
&=ii6',  so  folgt 

und  da  B^  —  jf<7=B^^AC=:D,  so  kann  C  auch  aus  der  For-  ♦ 

B^B'  — >-  JO  ■        ^ 

mel  Crs — — ^  bestimmt  werden^,,  falls  2^' nicht  verschwindet 

Aus  diesen  Betrachtungen  ziehen  wir  den  ersten  Schfuss: 
Bestimmt  man  alle  die  Theiler  von  e,  nämlich  ^,  deren  Quadrate 
die  Zahl  n  messen,   und   welche  folglich    wegen    der  Gleichung 

bb—me^Dee  in  6^aafgeben,  nnd  ««de«  {^=m,  —r=^A',  tz=zö' 

^  ,    .  \n  im  n 

kl Alt. 

gesetzt)  för  keinen  derselben  eine  Zahl  k  unter  m,  die  — - — -, 

m 

-^^^, — :^£— zu  ganzen  Zahlen  macht,   so  ist  die  Form  /  un- 

mm  ^  ,  .       .       ' 

ter  der  Form  F  nicht  enthalten.  Findet  man  aber  Wevthe  von  n 
nnd  k,  ftSr  welche  alle  diese  Bedingungen  erßillt  sind,  so  ist  zu 
untersuchen,  ob  ejne  oder  mehrere  der  resultir^nden  Formen  (A^, 
B\  O)  mit  F  eigentlieh  aequivalent  sind,  oder  nicht;  erjgiebt 
sich  keine  solche  Form ,  so  ist  f  unter  F  nicht  enthalten ;  ondet 
sieh  wirkKch^  eine  {F)^-  so  wird  f  von  F  eigentlich  eingesehlosaen. 

Denn  bedeutet  o^,  j^,  y^,  ^  eine  eigentliche  Transformation 
aus  F  in  F,,90  sind  die  Gleichungen  [äj  vorhanden^  und  man 
findet,  dass  die  Gleichungen  [IT  bis  [4]  durch  die  Werthe  acrzna^, 
ß=mßf^  +  kcfi,  y=zny^,  o=mS^-^ky^  befriedigt  werden,  weshalb 
^9  ßf  y*  ^  ^in®  eigentliche  Transformation  ans  F  in  f  sein  wird. 

Diese  Resultate  bahnen  uns  den  Weg  zur  Aufl(isung  des  Pro« 
blems:  ,,Alle  eigentlichen  Transformationen  der  Form  F  in  die 
Form  f,  wmlch^  unter  jener  eigentlich  enthalten  sein  soll,  zutlodeo/' 

Uan  steile  alle  m^lichen,  im  Vorhergehenden  charakterisir- 
ten.  Formen  (^'^  B^*  C)  auf,  und  ziehe .  diejenigen  unter  ihnen, 
welche  mit  F  eigentlich  aeouivalent  sind.  In  Betracht;  man  be- 
zeichne dieselben  mit  Fy  t"^,  F^»  etc.  flierauf  suche  man  alle 
eigentiicjien  Transformationen  aus  F  in  F,  nämlich  o^j  ß^y  y^»  9^1 
es  entstehen  auf  diese  Weise  eben  so  viele  eigentliche  Transfor- 
mationeB  ans  F  in  f  unter  der  Form  ntfi±mß^  +  ka^f  ny^,  mö^ 
+  Jt)^,  und  wenn  man  mit  den  übrigen  Formen  F' ^  F^',  etc. 
ebegao  r verftbr t ^  so  wird  na^  ;ctt  alhen  eigentlipheo  Trai^sfoiniatio« 
Ben  aus  F  19:  f  gelangen.   ..  ^. 

Die  Ricbtigkett  dieser  Aufl^^sung'  erhellt  aus  dem  ToAer^e- 
henden.    Man  kann  femer  «eigen  ^  aas«  alle  auf  die  olHge  Weise 
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bestimniteB  TranafomiationeiiotttereiDaBiier  verschieden  sind.  Dass 
zwei  verschiedene  Transformationen  aus  F  in  dieselbe  Form  JP 
nicht  dieselbe  Transformation  aus  F  in  f  hervorbringen  kOnnen, 
wu-d  man.  socieich  bemerken.  Es  seien  also  ifi,  ß^,  /^^  i^;  tfi', 
P^,  y^,  i^  Transformationen  aus  jP  in  die  verschiedeneu  Formen 
F",  F^,  sn  deuWerthen  «', m'«  Angehörend»  -welche  die  nämlicbeil 
Werthe  von  a,  ß^y,  d  geben.  Dann  ist  nofi^n'tfi* ,..{i),  mßO 
+  kaO  =:  m'ß^  +  Wifi' ...(2),  jiyO  =  n'yO' . . . (3) ,  mö^+ky^  =  m'i<^ 
+  Wy^  ...(i).  mnszm'H'  =  e...(^).  Aus  (1)  und  (3)  folgt 
nn'ipfiY^—j^cfi')  =  0»  folglich,  da  wir.  annehm«i,  dass  ft,fi'  nicht 
verschwinaen ,  «<y^-»-y®a^=0,  aber  «**  und  y®,  so  wie  ffi'  und 
y^'  relative  Primzahlen,  folglich  a=€fi',  f^^y^,  mithin  auch  nsn'. 


,  m=m'i  daher  nach  (2)  und  (4):  «(/J<>-*/}o')=(ifc'--A)«o,  «rfdo^-d»') 
=(i'-k)Y^,  folglich  sind  (ifc'— jt)«ö,  (ifc^—A)/»,  mithin  auch 
(J^-'U)€fii9.  fit'— A)^/>,  alsQ,  die  Differena  (if-'Jt)(ifiä^^ßY) 
=A^— A  durch  m  theilbar«  was  wegen  A;<iii,  W ^m  anmögtich 
ist    Deshalb  Ist  jt'rr  A,  ß^=ß^,  8^=i^,  und  die  Formen  f\  F^ 


Die  vorhergeheode  Methode  mag  nun  an  einem  Beispiel  er- 
lüutert  werden,  welches  zugleich  nach  der  GaussiacheB  Methode 
behandelt  werden  soll,  um  den  Unterschied  beider  deutlicher  her« 
vortreten  zu  lassen. 

Es  sei  F. ..(As  B,  C)  =  (2,  7,  15},  wo  /)  =  19;  /...(o,  6,  c) 
=  ( — 9,  13,  00),  wo  bb — ac=:19.6",  also  e  =  6.  Die.  gemein- 
schaftlichen Theiler  von  e  und  a  sind  1,  3  und  beider  Quadrate 
gehen  in  a  auf.  Ffir  n=l,  i»=6  kommt  ^'  =—9,  6'=  12,  die 
iedingung  b'-^A'k^O  (mod.  m)  giebt  A:=0,  2,  4;  B'  =  2,  6,  8 

^        BB'  —  D       —15      0  »IIA  j- 

resp.;  C  = -j; =  -3^*  ;;;;^>  —5;  also  kommt  nur  die 

eine  Form  {A\  »,  C)  ^  (—9,  8,  --Ö).  Man  findet,  .dass  sie  mit 
F  eigentlich  aequivalent  ist,  und  daraus  durch  die  eigentliche  Sub- 
stitution -f3,  —2,  — 1,  -f-1  hervorgeht;  daher  slud nach  den  be- 
kannten Formeln  Dis'q.  Aritbm.  art.  162.  p.  181.  sfimmtliche 
Transf.  aus  F  in  (A\  B\  C)  begriffen  in  31 --6«,  -^2/— v,  —  l^ac, 
l-f3ic,  wo  ty  u  alle  Werthe  bedeuten,  welche  der  Gleichung 
<*~19k*=1  genflgen.  Hieraus  folgen  die  zu  denWerthen  n=3t, 
^=2=4  gehOreiraen  Transformationen 

[r]...«,|},}f,ds=3<-6if,  -30«,  — l^ie,  2^4^14«.     - 

Far  i*=3,  m=2  kommt ^'=—1,  6'=4,  ^A=4  (mod.2),  jb=0, 
«^=2,  (?  =  15.  Die  Form  (--1,  2,  15)  ist  mit  F eigentlich  aequl- 
valent,  -f  4,  — 25«  --^3,  -f-l^  ^Ine  eigentliche  Sutetitution,  folg- 
lich alle  Substitutionen  in  4^-|-17«,  -25e— llOic,  -3^—13«, 
19<-|-83«  enthalten,  daher  die  folgenden  Transformationen  aus  Fin  fx 

[r']...«,/S,y,^=!2«  +  51t«,  -50*— 220a,  — 9*— 39ti,  38l+106ti. 

Nach  der  GaussischenMethode  hat  man  foljrende  12  Fennen 
A,  welche  aus  F  durch  die  Substitutionen  1,  0,  0,  6)  2,  0,  0,  3; 
2,  1,0,  3;3,  0,  0,  2;3,  1,  0.  2;  3,  2,  0*  2;  jS,0,  0,  l;6,  liO>l; 
6»  2,  0,  1;  6>  3b  0,  1;  6»  4,  Q,  1;  0«  5>  0>  1  hervorgehen : 
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(8.42.'54Q)^,4S,  i«)  ß,  46,  I7ft)<f«,4%e0)(l8.46k  9e;(I8,tt4, 19i) 
'T?, 4i,  t»)  (72, 54, 31)  (72, 66, 5 1)  (72, 78, 75)  (72, 90, 103)  C72, 102, 135)  *) 

Voo  diesen  Formen  sind,  wie'der  Versuch  zeigt,  pur  die  fol- 
senden  vier,  wekhe  den  Sabstitutionen  ^  0,  0,  1;  6,  2,  0,  1; 
6,  3,  0,  1;  6,  S,'0,  i  enteprechen,  mit  /  eigentlich  aequivalent: 
(7%  4%  IS)  (72,  66.  51)  (72,  78,  75)  (72,  102,  135),  und  man  fin- 
det die  sSountlichen  eigeatUcheo  Tränst  aus  diesen  formen  in  f  ■ 
resp. 

1347'— lOair,  1957—170017,  —131 7* +11420;  —206  7*+ 1796  €7; 
30057-1878817,  (H4I7'-6353617, —3061 7'-f-a6698C7, 

—47987 +4182817; 
~  7+17,  7+24t7,  7+217,  — 27— 28t7; 
167—13917,  2S7.+  I20C7,  -97+78C7,  — 147+124C7; 

wo  7,  17  alle  Werthe  bedeuten,  welche  der  Gleichung  7* — 76(7* 
^1  Genüge  leisten.  Daraus  resnitiren  endlich  die  Cugenden -vier 
Fornehi,  In  denen  aBe  eigentlichen  Transformationen  aus  iC  in  / 
begnCen  sind: 

[»]...  7447-648617,  11707—102000,  — 13I7+11420, 

-2067+17960; 
M.;.  173287- 607320,  272807- 237560 O,    -3051 7+ 26598 O, 

— 47987+418280;. 
[«•]...— 37+ 120,  eOO,  7+20,  -27—280; 
[«*]... 51 7— 444 O,  807+13400,    -97+780,  — 147+124K 

Wiewohl  die  erste  Methode  nur  zwei  allgemeine  Formeln  [7^, 
[7*1  lieferte,  wBhrend  die  aweite  deren  vier  giebt,  fo  giebt  es 
doeli  keine  in  den  letzten  Formeln  begriffenen  Werthe,  welche  in 
den  ersten  nicht  ebenfalls  enthalten  wSren;.e8  wfirde  sich  übri- 
gens leicht  zeigen  lassen,  dass  die  Formel  [7^  die  Formeln  M 
und  W^,  [T]  die  Formeln  [«^  und  [«*]  augleich  umbsst  Die- 
ser Nachweis  darf  d^m  Leser  raglicfa  flbmassen  werden. 

__  V 

Einige  besondere  Fülle»  welche  nicht  aelteii  vorkomineii»  ver- 
dienen noch  besonders  betrachtet  su  werden.  ; 

P.  Es  sei  a=0,  so  dass  bö==Dee,  mithin^  eine  Quadrat- 
zabl  kh  Ist,  und  6=Ae  eesetzt  werden  kann,  wenn  man  das  Zei- 
chen von  h  so  nimmt»  oass  es  mit  dem  von  ö  übereinkommt.  Für 

diesen  Fall  ist  nnn  A'z:zO,  JB'=:JL:=zh,  C^^-^—  »folglich  c 

s  mn  mm  ® 

dorch  m  theiibar»  oder  csme',  mithin  0  = Die  Con- 

m 


*)    Wie  man  «ich  die  Berechnung  dieiier  Formen  oehr  erleiehtem  kann, 
witjl  der  Brfahitene  leicht  finden« 
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gruenz  äiU&o'  (inod^  m)  ist  nur  I9$bar>  yrwn  2i  and  m  eatne- 
der  reüUiye  Primzahlen  sind,  oder  ihr  erlis^tes  ffemeinscbaftliches 
Maass  <&  die  Zahl  cf  misst»  und  im  letztem  Pafle  ISsst  ^  ver- 
schiedene Werthe  von  h  unter  m  zu.  . 

2^.     Ist  e  gegen  a  prim^  so  hat  n  nur  den  einen  Werth  1, 

und  es  kommt  ^'=a,  Ä'=^^Zl2^,  P=^'^  '"^.  Dfe  Congru- 

enz  ak^b  (med.  e)  ist  immer  löitbar,  und  lässt  nur  einen  W^rth 
von   k  unter  <?  zu;   für   diesen  Werth,   der  durch   k^  bezeichnet 

werde;,  ist  .also  B' xz eme  ganze  ZaW.     Ferner^ mrd  he- 

bauptet,  dass  e"  ebenfalU  eine  ganze  Zafal^  wird/  Denn  es  Ist 
«f  ^6(mod.  a);  multiolicirt  maii  diese  Congruenz  mit /*,  und  be- 
stimmt diese  Zahl  so,  dass  ef^l  (niod.  er),  so  kommt  B'^^f, 
JB'i?'— f>=6«/^— D(mod.  fl).  Da  nun  M^ac=D€e,b^^Dee, 
(mod.  a)  b^f^^D{ef)^=D,  so  folgt  jB'Ä'- />sO  (mod,  a) 

mithin ^ine  ganze  Zahl.  Dies  Cuhrt  zu  dem  allgemeinen 

ykeoremi  Wenn  e  gegen  o  prlm  ist«  und  f'.-fth  b,  e) 
eine  Form  von  der  Determinante  Deey  so  giebt  es  im- 
mer Formen  F,.,(A,  B,  C)  von  der  Determinante  D,  wel- 
che die  Form /eigentlich  einschliessen,  aber  sie  sind 
alle  der   Farm   (a,  B'y  O)  eigentlich    aequivalent,  oder 

geboren  in  eine  Klasse,  indem  B*  =  --^ — ,  k    die   Zi^bl 

unter  e  ist,  welche  b  —  ak  durch  e  theilbar  macht*). 

Beispiel.  F.*.(i<,Ä,0  =  (3,2,5),  X>=-U;  f...{a,b,€) 
=(44,  16Ö,  1125),  66— iic=-U,  45^  also  e=:45.  Da  e  gegen 
a  prim  ist,  so  hat  man44A'=165  (mod.  45),  £  =  I5,  folglich  A% 
Bf,  C  resp.=44,  -U,  3.  Die  Form  (44,  -^11,  ^\  findet  man 
mii  F  eigentlicl^  aeqnivalent,  und  es  giebt  nur  zwei  eigentliche- 
Transformationen,  nämlich  — 3,  1,  — 1,  0;  und  +3,  — I,  +1, 
0,  daher  auch  nur  zwei  eigentliche  Transformationen  aus  F  in  f, 
nämlich  —3,  0,-1,-15;  und  +3,  0,  +1,  +15. 

Die  Zahl  e  hat  die  Theilcr  1,  3,  &,  9,  15,  45;  nach  der 
Gaussiscben  Methode  musste  man  als*  l+S-f  5+9+154*49=378 
Formen  {Sl)  aus  der  Form  F  durch  die  Substitutionen  1,  0,  0,  45; 
3»  0,  0,  15;  3,  1,  0,  15  etc.  herleiten,  und  jede  derselben  in  Be- 
zug auf  ihre  Aequivalenz  mit  f  untersuchen  .—  eine  harte  Probä' 
für  die  Geduld  des  Rechners! 

3^.    Es  sei  a  durch  kein  Quadrat  theilbar,  und  ^  das  gruQste 

Semeinschaftlicbe  Maass  zwischen  a  und  e,  «=2^a',  €=$6^  so 
ass  a'  und  ef  relat.  Primzahlen  sein  werden.  Da  nun  bb  —  ac 
=  Dee ,  so  wird  ^  in  bb  aufgehen ;  aber  •&  int  durch  kein  Qnadrat 
theilbar  (da  a  keinen  quadratischen  Factor  enthält) ,  folglich  geht 
^  in  b  auf,  oder  b-=&b\  Daher  kommt  06'6'-«-<4iV;=Z>^r'e',«i'c  dvrrh 
^  theilbar;  nun  ist  ^  gegen  a'  prim  (weil  sonst  a=d'af  einen  qua- 
dratischen Factor  enthielte),  folglich  c  durch  ^theilbar,  oder 


*)    Etwa«  Aelinliclies  gilt  fnr  den  Fnll,  in  welchem  e  gegen  c  prim  ist. 

I 


\. 
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imd  I^V  —o'e'ssD^'e'.  Hiernw  fol^,  daii«  Z>qaadratl^her  Real 
von  m'  ist.  Ist  nun  die  Fomi  /  dnter  F  entlnlteD^  so  daite  «ie  da- 
raos  dureb  die  Sobatitution  er,  ^,  /,  d  herrerneht,*  folglieb  Awl-^ 
2jHktj^-i'Cyj^^^n'  aeio  Hird^  ue  a  und  |^  relative  Primaablen  seki 
mfiaeen,  indem  n  durch  kein  Qaadrat  tbeilbar,  ad  Ist  BB — 
ACz=lD  qeadmf iacher  Rest  von  axs^a^  (DisquisitloDea  aritb» 
metieae.  Seet.  V.  art.  164),  mkhia  anohReat  von^.  Dnher  das 

Themrenv^  £a  sei  f».>{a,  b,  e)  eine  Fotm  Ton  der  JDe- 
termloante  Dee,  a  durch  keiu  Quadrat  tbeilbar,  ^  das 
prr&sste  ^emeinachaftlicbe  Maass  voji  a  und  e^  Istdann 
D  eie-Nichtreat  ^'on  ^,  so  kann  keine  Form  von  der 
Determinante  />  die  Form/  ei  nscbti  essen. 

Es  werde  nun  angenommen,  dass  D  Rest  van  ^  sei.  -Nach 
dem  Vorhergebenden  ist  von  selbst  a=^a^  e=^&e*,  b^iM*,  c^s^& 
(a' und  e^  relat.  PriAizablen).  Die  Congriiena  Qk^b  (mo^:  e)*) 
welche  mit  a'k^^b*  (mod.  «0  zusamiueii/allt,  ist  Immer  lOsbar«  una 
liest  ^  versebiedene  Wertbe  von  k  unter  e  zu,  nämlich  kf,  k^-{^e\ 
it'  +  ^eV-«-^  +  (^ — 1)^'»  indem  X-'  den  positiven  Werib  von  k  un- 

äjf  „»IL 

ter  «'  bedeutet    För  jeden  dieser  Werf  he  ist  J8'= ; —     eine 

e 

ganze  Zahl«  ^llfan  hat  nun  e*B*^b*  (mod.  o^,  folglich,  wenn  man 

mit  f  imiltipficirt,  und  e'/=l(mod.aO  macht,  B=k^f,  B'B'-^D 

=b^f*^b  (mod.a').    Nim  war  6^~/>«J'*(mod.  a%  folglich  6<y« 

=D,  also  B^l^-'D^d  (mod.  af)  lür  jeden  der  obigen  Wertbe  von  k. 

Im  Allgemeinen  aber  werden  diese  Wefthe  ven  4  nieht  sftmmtlleh 

feefgnet  sein,  um  B'B'-'D  durch  ^a*  theilbar  zit  machen,  und 
ie  dieser  BeMisung  wh-klicb  genfigebdeu  Werthe  ergeben  sieh 
durch  folgendes  VerAibren: 

Da  Torausg^setxt  worden,  dass  D  Rest  von  <&^ist,  so  blLtdie 
Congnienx  zz^D  (mod.  O)  mehrere  versebiedene  WvfEcIa  t,  i^> 
7^,  etc.  Sind  diese  Werthe  sftmtttlieh  bestimnit,  so  sache  mau 
z.  B.  in  Bezug  auf  den  ersten  derselben  den  kleinsten  positiven 
Werth  von  k,  welcher  der  Congmenz  a^k^b'-^^ref  (mod.  W) 
Genfige  leistet**),  und  verfahre  ebenso  in  Bezug  anf  die  Werthe» 
f^y  r"  etc. ,  so  werden  die  resultirenden  Werthe  von   k  alle  m5g* 

lieben  sein,  für  welche  B*  = — -  ,  C= "^ —  ganze  Zah- 

c  a 

len  werden.    Denn  zuerst  ist  offenbar  B*  eine  ganze  Zahl^  sodann 

kommt  e'ß'sr^  (mod.  ^e'),   oder  B'^r  (mod.  ^),  B'^^r^^I} 

(mod.  ^);.  da  iran  B*^ — I)  anch  durch  a'  {beilbar  ist  (was  \  orber 

be%vieaen),  und  ^  gegen  a'  prim,  so  wird  jS'^ -*/>  durch  ^a' tbeU- 

bar  sein,    Ist  endKoh  k  so  beschaffen,  dass  B'  und  C  ganze  2^* 

len  werden y  so  muss  es  der  Congruent  m'k^ib* — re'  (mod.  ^e*) 

Gen6ge  leisten,   so  dass  r  eine   Wurzel   der  Congruenz  zf^/i 

(mod.  •^)  bedeutet^  wie  man  leicht  finden  wird,   folglich    hat  man 

anch  alle  geeigneten  Werthe  von  k  erhalten. 

Dies  Resultat  ist  in  folgendem  Theorem  enthalten: 

Es  sei*/...(tt,6,c)  eine  F»rm   von  der  Determinante 

*)    Da  a  durch  Iteiii  Qaadrnt  theilbar,  so  mnis  »=1  sein. 
"')    ^^  ist  näiulich  |irim  gegen  a'. 
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i}ee,  a  durch  kein  Quadrat  theilbar,  &  daa  grOaste  ga- 
inainachaftliche  Maaaa  zwiachen  a  und  e»  walchea  folg* 
lieh  ebenfalla  keinen  quadratischen  Facter  enthalten 
wird.  Ist  nun  I^  quadratiacher  Rest  von  ^9  und  man  be- 
zeichnet die  verschiedenen  Werthe  von  x,  welche  der 
OoBgruenz  %x^D(mod.^)  Genaue  leisteiii  durch  r,  r*,  t^, 
etc.,  ihre  Anzahl  durch  t,  ae  existiren  Immer  t  Formen 
(a,  B'y  O)  von  der  Determinante  />,  welche  so  beschal- 
fen  sind,  dass  jede  Form  F  von  der  nämlichen  Deter- 
minante,  welche  /  eigentlich  einschllesst,  einer  (oder 
mehreren)  derselben  eigentlich  aequivalent  tat.    Sötzt 

man  a^=z9a',  e=w,  b=^vo',  so  werden  -. — , — , 

, —  etc.  die  säromtlichen  Werthe  von  B'  sein,  indem 

e' 

k,  kj  W,  etc.  die  kleinsten  positiven  Werthe.  bedeuten, 

welcheden  Congruenzen  afk^h'  '•^T€f{m^A.4^e')y  a'k^b' 

(mod.4^eO>  a'k'^ib' — r'«'(mod.^')  etc.  Genüge  leisten. 


Beispiel,  {a,  6,c)=:(36, 10,20),  65~iic=— 6.10*,  e=:10, 
fc=— 6.  Hier  ist  ^=5,  a'=7,  6'=2.  «'=2.  Die  Congrnenz  tz 
5— 6(mod.6)  glebt  n  r'ss^  3;  7ifc^— 2  (med.  10)  giebt  JE;=4; 
7k=--A  frood.  10)  giebt  A'=8;  daher  1^=-- 13,  --27;  C=:5, 
^l.  Alle  Formen  von  der  Determinante  — 6  also,  welche  die  Form 
(85,  10,  2d)  von  der  Det.  — 000  eigentliclr  einsdilieasen ,  sind  mit 
einer  der  Formen  (35,  —13,  6),  (35,  --27,  21)  eigenüich  aequi- 
valent, und  da  man  diese  unter  einander  eigentlich  aequivalent 
findet,  ao  werden  alle  jene  Formen  in  eine  Klasse  gehuren,  de- 
ren Repräsentant  (3,  —  1,  4)  ist,  wie  man  leicht  findet. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ersieht  man ,  dass  es  überhaupt  im- 
mer eine  endliche  Anaahl  vpn  Formen  der  Determinante  D  giebt» 
deren  einer  wenigstens  jede  Form  der  nämlichen  Determinante  ei- 
gentlich aequivalent  sein  muss,  wenn  sie'  eine  gegebene  Perm 
von  der  Determinante  Dee-  eigentlich  einschliesst,  und  man  kann 
alle  einschliessenden  Formen  in  ebenso  viele  Kinasen  tbeilen,  so 
viele  verschiedene  Klassen  es  giebt,  weichen  die  sämintlicben 
Formen  {A',  B\  CO»  die  wir  oben  auficu^tellen  gelehrt  haben,  an- 
gehören. 

Zum  Schluss  wird  bemerkt,  dass,  wenn  man  den  Fall,  in  wel- 
chem die  Determinante  66— oe  verschwindet-  (wobei  BB—^AC 
Null  oder  nicht  Null  sein  kann),  nach  unserer  Methode  einer  be- 
sondern Betrachtung  unterwirft,  man  zu  denselben  Resultaten  ge- 
langt, welcheGauss  im  art.  215  der  Diaquiaitienes  arith- 
meticae  entwickelt,  und  an  Einfachholt  nichts  zu  wünschen 
übrig  lassen. 


IIS 


Beredmnns  d»'  Felüer  der  HorlBoii« 
talwlBMel  bei  «enelffter  ,JBR»eBe  des 
MessttBches  oder  des  HorizontaDurel- 

ses  am  ITüilKelmesser. 

Herrn  Dr.  Wllh.  Matzka, 

k.  k.  PrafeMor  4er  Mathematik    aa«l    prakt.  Geonetvie  aa  der  «tiad. 

tacha.  LehnuMtalt  so  Prag. 


1. 

Die  Lehrer  der  praktischen  Geometrie  sind  iQber  die^  Grosse 
des  Fehlers  in  den  tiofizontalwinkein  >  welciie  eine  Tom  Horizonte 
abweichende  Stellung  der  Ebene  des  Messtisefaes  oder  des  Hori- 
zootalkreises  an  einem  Winkelmesser  verursacht ,  nicht  einig ;  was 
vrofai  zQOieist  nur  daher  rührte  dass  sie  zu  wenig  gen&herte  Auf- 
liisdngen  dieser  Aufgabe  aufstellten ,  die  jedoch  gerade  l>ei  jenen 
Hobenwinkelo  der  Visuren  unrichtig  wurden ,  welche  bei  dem  Ge* 
brauche'  des  Messtisches  oder  Theodoliten  am  gewOhnlicbstea 
Torkommen.  «lene  Ungewissheit  und  die  eigenthibnlichen -analyti- 
schen Schwierigkeiten  dieser  Aufgabe,  welche  die  Bestimmung 
des  mOglich  grSssten  Fehlers  mit  sich  führt ,  gaben  ihr  in 
meineo  Äugeii  einen' besonderen  Reiz,  der  mich  antrieb,  sie  mog- 
licbst  umstSncHich  und  scharf  zu  losen. 


Die  Ebene  eines  Messtisches  oder  Horizontalkreises,  von  de- 
nen jener  di^  Winkel  zeichnet,  dieser  sie  misst,  sei  gegen  die 
Horizontalel>ene.  unter'  einem  gewissen  Winkel  e  geneigt;  wess- 
wegen  sie  diese  in  ehier  bestimmten  Geraden  CO  (Taf.iLFig.l,) 

Theil  \in  S 
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schneidet.  Eine  Visur  CM,  mitteb  eines  Diopters  oder  Fern- 
rohrs >  auf  den  Horizont  selbst  ( winßelrecht )  projicirt,  falle 
in  die  eigentlich  geforderte  und  richtige  Gerade  CP*,  während  sie 
auf  die  eeneigte  Messtischebene  projicirt  in  die  fast  immer  un- 
richtige Gerade  CQ  zu  liegen  komme.  Danach  werden  im  Allge- 
meinen diese  Proiectionen  mit  jener  fixen  Horizontallinie  CO  un- 
gleiche Winkel  OCF=^a  und  OCQ=af  machen ,  deren  Unterschied 

(1)  a!^tt—jda 

der  eigenüich  gesuchte  Fehler  im  Horizontal winkel  a  ist. 

Zur  ßestlmmuns  desselben  legen  wir  um  den  Scheitel  C  der 
betrachteten  Winkefeiue  Kugelfläche;  diese  werde  von  dem  Ho- 
rizonte in  »dem  Kreisbogen  OA^  von  der  Messtischebene  im  Bogen 
OB  und  von  den  die  Vijsur  CM  projicirenden  Ebenen  in  MP  und 
MQ  geschnitten.  Danach  ist  AOB=i,  OP—a^  OQ=af  und 
der  HOhenwInkel  MCPzssMP  sei  =stk. 

Zieht   man   zur  Hilfe  noch   den  Ki^eisliDgen  OM,  und  8«ttf 

9Ql^—OM=:k,  90/^^MOA=^ni  so  gibt  das  ao  P  rechtwinklige 
Kugeldrefeck   OPM 

V  (2)  '    tangi2,=sinacotA 

und 

tanga  =s  cotX;  Sinti , 

das  bei  Q  rechtwinklige  Kugeldreieck  OQM  aber 

tang  a'  =  cot^  sin  (ti+i). 

Eliminirt  man  aber  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  den 
Hilfsbogen  k  durch  Theilung^  so  findet  man 

(3)  tangj^     «in^  ta»g«'=?5!(2±^  tang«. 

^^  tang«         sini;     ^»««^^  "»m»«         ^jn^      «tuji«. 

Man  wird  demnach  aus  or  und  A  nach  (2>  zunächst  den  HUfa- 
Winkel  17,  dann  hieraus  und  aus  s  nach  (3)  den  unrichtigen  Horl« 
zontalwinkel  V  und  endlich  nach  (1)  seinen  Fehler  Ja  berech- 
nen; wobei' man  die  Logarithmen  rortneilhaft  benutzen  kann,  weil 
B  immer  nur  sehr  klein  ist,  also  ij.und  ri-t-Bj  daher  auch  o  und 
a'.  In  der  goniometrischen  Tafel  mcht  weit  too  einander  abstehen. 

Will  man  af  unmittelbar  durch  die- Angaben  (Dat§n)  «,  «,  A 
ausdrOcken,  so  wird  man  aus  (2)  und  (3)  ti  elkniaireD;  wonach 
man  findet 

sA\  "     X         #  ^  .  sin^tangA 

^4)  (ang «'  =  coss  tanga  +      ^^^J"    . 

Diese  Gleichung  erhält  lusn  unmittelbar  und  einfacher  #  wenn 
man  noch  den  grössten  Kreis  AßA'B  der  Pole  K  und  L  dv 
Horizontes   uqd   der  Messtischebene    benätzt.    Denn    da    Wt  tm 
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^     KoRld^iecke  KLM,  wie  leicht  naefcweisbar,  KL^AB:^b,    MK 

=  dOö— A,    MKL=^O-t^OP:sz90P  +  a  und  KLM:s=OB^OQ 
=  90o_„/.  daher  ' 

ciw«co8(90ö+«)==:8iii6cot(900--Ä)^8in(90^+a)cot(90<>-i»'), 
folgUcli  wieder 

(4)  taog  a'  =  cose  tang  «  +  — - — >  tafig  A . 


3. 


Suchen  wir  noch  deo  unmiftelbarc^D  Aoadniok  von  Ja,  so  iiii- 
den  wir 


daher  nach  der  Substitution  flir  tgo',  wenn  wir  ftbkflrzend 

(5)  sinetangA — sinf€sina=te 

setzen , 

(o)  tang  if«2=  ttt — 7*^  • 

Aus  jdienen  Gleichungen  ersieht  man  mit -Leichtigkeit  In  Be 
treff  der  ilgebraischen  Beziehungszeichen  der  vorkommenden  Grös- 
sen Folgendes: 

r.  Wenn  die  Winkel  a  uod  h  zugleich  ihre  Vorzeichen  än- 
dern, erfolgt  dasselbe  ftuch  bei  u,  dagegen  bleiben  die  Vorzei- 
chen von  cosa  und  usina  unge&ndert>  mithin  ändert  sich  das 
Vecaaicben  des  Fehlers  ^cc. 

i.  Wenn  der  Winkel  a  In  sehien  Supplementswinkel  180^— « 
flbergebt,  bleiben  sina  und  u  ungeSnderc,  aber  coscr,  daher  auch 
Auy  ändern  ihr  Vorzeichen. 

Man  wird  demnach  wie  gewöhnlich  den  Neigungswinkel  ( 
nur  »pit2  und  positiv»  die  Winkel  «  und  h  zwar  auch  nur  spHzig^ 
aber  eben  sof^ohl  positiv  als  negativ  voraussetzen. 


4. 

Da  die  Neigung  «  der  M6sstischp4a(tte  nur  immer  selir  klefci 
ist;  «o  wird  man  leicht  versucht,  Ju  fai  eine  nach  den  Potenzen 
von  t  aufsteigende  Reihen  summe  zu  entwickeln.  Thut  man 
dies»  so  findet  man,    wenn  man  den  Gehren  (d.  i.  dPen  Winkel» 


cosa 
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dessen    bestimmender  Kreisbogen  so  lang  wie  sein   Haibm«8ser      ^ 
ist)   durch  T  bezeichnet ,  und  zur  Abkfirzung  tangA=a  setzt,  zu^ 
nächst 

tang  ^a=  -pOcos«—  (  /tY  I  «*+7  )  ®*'^« 

+  ^^Y  fä^  sin«»  +8ina«-^^J«co«« 
+(f)*[- a*sin«Ha«(j --|sin««)  ^  jslna« +^]sina 

+|^fy  [«*sin«4--fl«^i-28ln«^)  +  |sinÄ*-j^^  «cos« 

+ 

und  sofort 

> 

(7)  Ja=zi.nco»a — f .  y,f  a*  +  5- J  sinacos« 

+  B  /jJ  [^a4(l— 2ain««>-a*(2sinc«— g-)—  4  »>"«*+ 24 J  *'""  ^^^^^ 


cosa 


>« 


/fVr  -6sin«*-2sina«  +  l.    ^^  ,     .     1  . 
Vr/  L    5 -^— f  «*(28lnir*-2*itt 


3  \  1 

+  jsina«-^inff*  +  j 


aeostt 


leb  habe  diese  Reihensorome  in  so  viel  Gliedern  entwickelt, 
um  ersichtlich  zu  machen,  welchen  narohaflen  Einfluss  auf  den 
Fehlc^  ^a  des  Horizontalwiokels  der  Hiihenwinkel  h  der  Vis«f 
äussert,  und  wie  unfugsam  diese  Glieder  gestaltet  sind,  so  dass 
man,  selbst  wenn  man  nur  noch  das  zweite  Glied  ausrechneb 
wollte,' weit  mehr  zu  thun  hätte  als  wenn  man  die  ganz  scharlb 
Rechming  nach  den  Gleichungen  (2),  (3)  und  (1;  aosfilhren 
mOchte.*) 


*)  Dieter  Fall  tritt  nach  bei  manchen  anderen  Reili^nentwickelon- 
gen  nnd  naherannweieen  Rechnongsformen  der  praktinchen  Oeonetrie 
eUi.  Zenreiaft  aocht  man  dabei  die  Aawendang  der  LogarithmeB  oder 
goaioneftriaehen  Functionen  sa.  umgeben ,  die  («o  wie  die  Oecimalbrache), 
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5. 

1b  den  geschfiebenea  Ueften  der  Vorträge  des  Herrn  Profes- 
sors Stampfer  über  praktische  Geometrie  am  polytechiiiscbeo 

loatitate  au  Wien ,  -finde  ^ch  in  zwei  Exemplaren  anstatt  des  2wei- 

J  ' 

gltedrigen  Factors  a*  +  o"  '^  zweiten  Gliedes  nur  den  eingliedri- 
gen a'    l^ics  rflbrt  von  einer  unrichtig  eingeleiteten  Abkfirzung 

her,  indem  er  zwar  richtig  sin^cc=^/or,  aber  unrich^  cosz/a  =  l 
setzt,  also  in  der  Gmndanlage  zwar  die  zweiten  Potenzen  toh 
^a  und  B  Temacblässigt,  in  dem  Endergebnisse  sie  aber  gleich- 
wohl noch  mit  bestimmt 

Er  macht  femer  die  Unterschiede  zweier  solcher  Fehler  ^a, 
um  den  Fehler  des  Winkels  zweier  Visurproiectionen  auf  dem 
Messtisehe  zu  bestimmen.  Allein  weil  hierbei  sowohl  zweierlei 
a  als  auch  zweierlei  h  vorkommen,  muss  dieses  Unterschiedes 
Ansdraek  sehr  cemplicirt  ausfallen.  Zudem  kommt  es  doch  haupt- 
sächlich blos  darauf  an,  den  fiussersten  Betrag  des  Fehlers 
da  zu  erfahren.  Desswegen  ziehe  ich  es  vor»  zuerst  zu  erfor- 
schen, wie  jedes  etilzeine  der  Rechnun||[seleniente  e>  A.  a  auf 
diesen  Fehler  Ja  einwirkt,  und  dann,  weil  derselbe  in  Bezug  auf 
sSmtetliche  Wefthe  von  a  ein  Grosstes  ^ulässt,  dieses  zu  be- 
sUmraen. 

Dabei  Mcfibt  aber  noch  zu  erwfigen,  dass  man  des  möglich 
grSssten  Fehler  des  Winkels  zweier  Visurproiectio- 
nen dem  Deppeltea  dieses  grSssten  Fehlers  da  gleicn  halten 
mfisse,  wenn  der  einen  Vissr  derjenige  Winkel  s,  liir  den  dieses 
Grdsste  von  da  eistritt,  der  anderen  Visur  aber  der  Winkel 
180 — or  zugehSrt;    was  durch  Mr.  2«  in  Art.  3.  gerechtfertiget  ist. 


6. 

I.  Wftchst  der  Neigungswinkel  t  allein,  so  muss,  weil 
mit  a  und  h  vermSge  der  Gleicnunc  (2)  auch  17  unverändert  bleibt. 
In  Gleichung  (3)  das  fast  immer  positive  Verhältniss  sin(fi-\-B):8infi, 
daher  auch  das  ihm  gleiche  tang(a-f  ^<^):tanga,  desto  mehr  sicp 
verändern,*  je  mehr  c  wächst;  darum  muss  auch  der  absolute  Be- 
trag des  Fehlers  Ja  um  so  mehr  zunehmen.  —  Dasselbe  zeigt 
Tar.II.  Flg.  2.  Denn  bleibt  a  beständig,  so  bleibt  P  und  PK  an 
seiner  Stelle;  bleibt  dann  auch  noch  A  bestand is^,  so  ist  aiA;h  der 
Punkt  M  fest  Wächst  nun  b^AOB,  so  wachsen  auch  die  mit 
ihm  gleichgradigen  Bogen  AB  und  KL,   der  Punkt  L  entfernt 


tfota  4er  Möglichkeit  einer  leicht  Terttindliehen  Daritellsiig ,  leider  noch 
Imnier  Tielen  Praktilcem  aml  Zifferrechnem  mathematitche  Schreckbil- 
dor  Hs4. 


/ 
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sich  von  K,  also  nimmt  im  Dreieck  KLM  der  Winkel  an  L  ab, 
daher  auch  der  ihm  gleichgradige  Bogen  BQ\  folglich  wächst  der 
Bogen  OQ=:a'=a+^a,  ana  sonach  auch  der  Fehler  z/a=OÖ—OP. 


IL  Wächst  der  ahsolute  Betrag  des  Hohenwinbels 
h  von  0  bis  90^,  so  wächst  in  Gleichung  {i)  auch  jeuer  des 
Schlussgliedes  und  desto  mehr  ändert  sich  auch  tango'  und  damit 
a'=o-|-^cf9  daher  auch  der  Betrag  des  Fehlers' ^o  selbst.  — 
NachTaf.jlI.  Fig.2.musa,weonf;s:^O^beständig bleibt,  mit  OJ  auch 
OBy  daher  mit  K  auch  L  unverrückt  an  seiner  Stelle  bleiben. 
Bleibt  sieb  nun  auch  a~OP  eleich,  so  bleibt  auch  der  Quadrant 
PK  fest;  daher  wenn  h^nPIu  wächst,  muss  M  von  P  nach  K 
bin  sich  bewegen,  daher  wird  der  Punkt  Q  von  O  sich  entfer- 
nen, also  GQ^tt-^/ta  wachsen  und  sofort  auch  der  Fehler  ^a 
zs  OQ'-'OP  sich  vergrussern.  —  Dies  bestätigt  endlich  auch  die 
Gleichung  (6),  wenn  man  ihr  die  Form 

cosa 
.'   tang^ocs— ^ 

sina+-' 

ertheilt,  weil  liach  Gleichung  (6)  mit  wachsendem  A  auch  u 
wichst,  folglich  -^  abnimmt,  daher  tang^ot  und  ^a  sieb  vtff- 
grussert, 

III.  Wächst  endlich  der  Horizontalwinjcel  a  allein, 
und  zwar  von  -^UO^  btf  -f  90^,  so  wird  för  diese  beklen  Grenz- 
wetthe,  cosorcsO,  daher  nach  Gleichung  (6)  die  tang^^ff  also  aueh 
jdasdO.  —  Dies  erhellet  audi  ausTaf.II.Fig.  3.  Denn  fär  Oi^— OQO 
^OA'  wird  Oe=rOÄ'=— W>  und  för  OP=+90^z^OA  wird 
OQ=  OÄ  =  +90«,  daher  jedesmal  OQ—  OPx=  Att=zQ>  —  FOr 
assO  wird  tang  ^(vs=tizs:sin€tangA.  Mithin  mnss  es  swischea 
«^ — 9Q9  und  cx=-|-90«  ein  Grusstes  von  Ja  geben.  Mit  der 
Aufsuchung  dieses  Grössten  werden  wir  uns  fortan  beschäftigen, 
da  es  hinreicht,  nur  den  grössten  Fehler  Ja  zu  kennen,  dem 
man  bei  einer  gewissen  Neigung  c  der  Messtisch  -  oder  Kreisebene 
ausgesetzt  ist.  ^  . 


\  .  '  7.  ■  . 

Beßtinimen  wir  nun,  da  mit  Ja  auch  isLXigJa  zugleich  stetig 
'  wächst  und   abnimmt,   von  tang^a  das  nach  a  genommene  Diffe- 
rentialverbältniss,  und  setzen  es  gleich' Null ;  so  erhalten  wir  ge- 
misa  den  Gleichungen  (6)  und  (5) 

(1  +  II  sina)  (cos«  g tcsina) — u  cos«  (sin«  g^  +;«  cos  «)  =  0 

oder  reducirt 


f 

I 


11» 

und  nach  der  Gleichung  (5) 

8» 

g-  = — (l  —  co0e)  cos«  s:  —  fln  ve  cos  a , 

daher 

(8)  u*  +  uaiaa  -f  sinve  •  co8a*=:0 . 


Diese  Gieichmia  In  Verbiodaag  mit  (5)  gibt  deoleniaeD  Werth 
der  Hilfszahl  t»  anä  des  Wiokels  a,  rar  den  der  Fehler  Ja  am 
srtosteQ  ansßlllt  Leichter  Ist  es  aus  ihnen  ti  zu  bestimmen  >  in- 
dem man  sina  elimlnirt,  wodurch  maa  erhält! 


««,.  «* 


(9)  t»*-3titgj  tg*=:2sln  2  (*«  2  --  *8*f )  • 

und,  wenn  oian  zur  Abkürzung 

.1 
sin  5« 

setzt, 

«m- 2 tang2ta»gÄ- 

Das  richtige  Vorzeichen   der  Wurzel  findet  mati  ans  folgen- 
der Betrachtung.    Nach  Gleichung  (6)  ist 

sinvcsina — sins  tangA  -^  u = 0»  . 

■ 

daher  y   wenn  man  für  u  substituirt,   nach  einigen  eiofiic)ieD  Re» 
dttctionen 

sro  rt  sinacotÄ— cosg-  T r ^0. 

4cos^e 

Ffir  lime=^0  erhält  man  nun  auch  limn=0  und 

-i+i4i=o, 

welche  Gleichung  aber  lediglich  bei  dem   oberen  Vorzeichen  Jbe- 
stehen  kann.    Mfthlo*  Ist 
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nu                       3+VrT8g,       «^    \ 
(11)  tt  = -j taog^tangA. 

Setzt  man  zur  VereiDfacbirog 

(12)  ^^I^±i=«. 

80  ist,    wciiL  €  alao   auch  n  von  Null  verschieden  vorausgesetzt* 
wird,  v>  ]  und 

(13)  ii^(«^l)taBg^tangA. 

Schreibt  man  nun  diesen  Ausdruck  in  dem  aus  der  Gleichung 
(5)  folgenden 


....  sinctangA — u 

(14)    8ina=       ■   .  ^ 

^    '  sinv  e 


so  erfolgt 


sine— (t;^l)tang2 

'   iiina  =—  .  I .  tangA 

2sln^e« 

2cos|a»-(t;  +  l) 

== ; .  tans  k, 

sine  ® 

oder,  weU  v>l>eose  ist, 

/itfx  •  V — cos«.  . 

(15)  Bmu= ilST"^**' 

woraus  erhellet,   dass  h  und  a  jederzeit  entgegengesetzte  Besie- 
hnngszeichi^n  haben. 


8. 

Ein  anderer  Ausdruck  fax  sina  ergibt  sich  folgendermassen. 
Es  bt  nach  Gleichung  (14) 


y      • 


1       >  I    • 

sinasscots-tangA— 2^ — | —  =coto£*+l  1 

\sifl  5"  «• 

= — ^  —  cot  1^  (cj  cot  1^  —  tangAy , 
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daber,  trena  man  das  leUtere  u  nacb  fl3)  auadradct, 

— sin«  —  2=«<>* 2  **"^ ^  V  T"/ 


SeM  mao  demnach 


.     (16)  (i»-l)toDg*cot|=(»-l)5y!S*=<. 

tang^ 

so  ist 

(17)  —8111«=—^. 

För  <  liast  sich  noch  ein  anderer  bemerkenswerfher  Ausdruck 
aurslelleD.    Es  ist  nach  Gleichung  (12) 

(2i>— l)«=l+8n«, 

daher  nach  der  Annahpie  (10) 

Sing-f* 


folglich 


2    «»»ä«» 


«■d  sofbrt 


A    Btex-CCOS^f 

"~^*     sin  A  cos  A 


oder 


(18)  «=^-^a- 


V     sin 
Dilbei  ist  das  Verhfiltniss 


1    .     t  sin  Ä* 

=  to«gy6«+  J- 

COS-äC« 
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=  tangj  c*  + 


8iiiA*+8«in^€*) 


^^i^^"^^ 


COSqC 


Ist  nun  nicht  allein  e  '—  wie  immer  —  sondern  anch  noch  k 
sehr  klein 9  so  ftltt  dies  Verhältniss  u:t  offenbar  so  klein  aas, 
daäs  man  u  in  Vergleich  gegen  t  vemachlflssigen,  folglich  n&he- 
rungswetse 

,,rtx  .      •      *      «^— *1    tangA       sin« 

tongj 

setzen  darf. 


Hat  man  u  nnd  a  zur  Hilfe  berechnet,  bo  bestimmt  Inan  den 
gesuchten  möglich  grussten  Fehler  ^a  selbst  nach  der  Gleichang 


fätx  X        ^  ucosa 

(6)  tan«.f«=  j-:p^^ 


ttcoscr 


Nun  ist  u  vermöge  der  Gleichung  (5)  von  derefelben  Ordnung 
der  Kleinheit  wie  e,  folglich  tfsina  gewiss  noch  Jdeiner  und  so- 
fort der  log(l4-usina)  fast  immer  so  klein ,  dass  er  ausser  Acht 
gelassen  werden  darf.  Besitzt  man  eine  logarithmisch -goniome- 
&ische  Tafel  9  in  welcher  die  kleinsten  Winkel  von  Secunde  zu 
Secunde  vorschreiten»  so  mOchte  die  Berechnung  von  Ja  wohl 
am  einfachsten  nach  Gleichung  X^)  erfolgen. 

Dividirt  man  im  zweiten  Theile  von  (6) ,  so  wird 

(20)  '  tang-^«=itco«a-^ ucosa. «sina -{-•••• 

I  II 

= tf  cosa  —  I.  tfsina -|- •••• » 

wo  man  pur  höchst  selten  von  dem  berichtigenden  zweiten  Gliede 
Gebranch  machen  wird.' 

Besitzt  man  jedoch  keine  wie  oben  beschriebene  goniometri- 
sehe  Tafel»  so  ist  es  besser  Ja  selbst  nach  der  Formel 

^^tangzfa— g-tg^a«  +  g-tgz/«*-- 


•  f  ti« 


zu  entwickeln,   wonach  man  erhält 

(21)  .,^a=r't(Cosa  — /.ttsincc -|- 

1  II 
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Da  vro  der   Winkel  a  zureichend  klein  ist,     kann   man    die 
Gleichung  (6)  -auch    dadurch    umgestalten,     dass    man   co8a=: 

l^Ssin^-a^  setzt    Danach  ergiebt  sich 

tt^-tanfj« 
tang  ^a  =r  ti—  -«— ; -, —  .  u  sino . 

Isf  nun  das  zweite  Glied  wegen  der  Kleinheit  von  m  schon  genü- 
geod  klein,  so  kann  man  es  TernachlSssigen >  fojglich  näherungs- 
weise  setzen 


(22)  tang^iy=ti=:(v  +  l)tang^  tangA 


uod 


(23)  ^/a=rrt<=:r(e-f  l)tang2  tangA 


10. 

Bevor  wir  in  qnserer  Untersuf  hnns  weiter  schreiten  y  betrach- 
ten wir  gewisse  ausgezeichnete  Hohenwinkel  h^  auf  die 
uns  theils  die' Natur  der  Aufgabe ,   theils  die  Annahme  (10)  auf- 

merksam  macht,  neiAlich.  A=0»  s*  und  90^. 

l    Für  A=±0 

wird  n  und  v=oo,   aber    tangAssdbO»  daher    in   ^13)   und  (15) 
9taDgA=db<».0.    Es  Ist  jedoch  gemäss  (12)  und  (10) 

y  sinA< -f  8sin I E«  +  sin A 

otangAss  -, ^- f  — 

^     ^  2cosA 

ood  ftr  A  =  i:0 

1 
ss:±:V2.sl«jF, 

daher  nach  (13)  und  (15) 

1  1 

tf:=J^siii^i  tang^€.(V^2,  , 
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.  1 

ain:r< 


AlDa=7 — 5 '  V2  =  T 


(24) 


Ans  dem  Letsferen  indet  aao 


1 


eoBä^V2 


I       a/  coss 


(25) 


.UDg«  =  T 


c(Mi2a= — tang5C*«  sioScr 


UDg2B=Jb 


Vc<M(e 


1 

2 


»ins-«* 


Sofort  i«t 


«los:«* 


daher 


*«8^=*  vSSi  • 


tangier  •  t8Dg2a=  1 , 


vod  also 


Demnach  dürfte  zur  Berechnung  von  Ja  am  geeignetesten  sein 


l 


J:sin^tf=cosJ:2a=~tang'a«' 


oder 


(26)  sin^a==Ftang^€*> 

oder  in  eine  Reihe  entwickelt 


(27) 


Wegen  der  Kleinheit  von  e  ist  in  (24)  und  (25) 


«3 

coBa^I»  €O0<==]»  daher  8iDac=T--r5»    tätig« = dkl»   ^n^   sofost 

bS^t  nahe  a==F45o.  Wenm  demnach  A:=d:0,  folgBch  die  Viaur 
hariioDtal  iat,  ao  föllt  aowohl  für  «=  — 45<>  ala  fiir  o=+ "^^  alao 
ao  den  Halbirungalinien  der  4  borisontaleo  Quadranten,  der  Feh- 
ler ^a  am  eruasten  aua,  und  dieaer  ist  sehr  nahe  der^  zweiten 
Potenz  des  Neigungswinkels  der.  Messtischebene  proportional. 

*  .  '  ■ 

Dies  Ergebniss  wird  auch  von  der  Gleichung  (4)  bestätigt, 
welche  Ihr  A=^:tO  in 

taug  («' =  er  •{- ^a) = cos£  tanga 

flbergeht»  und  zeigte  dass  nicht  nur  filr  ft=db^»  sondern  auch 
(lir  a=i:0  der  Fehler  Ju  in  Null  übergehe,  und  dass  demnach 
sowohl  im  positiven  wie  auch  im  negativen  ersten  Quadranten  vofi 
u  ein  grSsster  Fehler  ^«^statt  finde. 

Aesiimrot   man  dieses  GrOsste  nach  der   letzten«    auch  aus 
einer  leieht  au  entwerfenden  Figur  unschwer  ableitbaren  Gleichung, 

iodero  man  sie  nach  a  differenzirt  und  -tt— =  0   setzt;    so    findet 


1  cost 

,    ^  cos«'*  ""cosoV 

folglich,  wenn  man  durch  die  ursprüngliche  Gle^^hung  dividirt, 

sin«/ coso' = sina  costf , 


also 


und 


oder  'wie  oben 


sin  20^=  sin  2a 


±2i«±2«'  =  i»^. 


J:0±a'=db2«i:^«— W<^^ 


Sonach  ist    ^ 


11  1     «^«.         2sins"«*      2sias-e* 

1  ^       .    1    .       cos«  1  —  cos«  2  2 


cos  a'*      sin  a*      cos  a*      sin«*— cos«*     —  cos2a     ^  sin  Aa 


14- cos«         ^       1   . 

.  ^  ■ — r-ä==2co'S5-«'> 
smor+cos«»  2 


folglich  wie  oben 
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1  1 

cod9a=:*«-talig5-€^   und  •inzla=Ttangs'^. 

I 

Um  gekehrt  findet  man  eben  bö  leicht  den  Neistiog^wiDkel 
«,  bei  dem  der  Fehler  ^a  eine  bestimmte  sugeetaiiaeiie  Chreaze 
Dicht  «bereteigt    Daffir  iet  nach  C26)  oder  (37) 

(28)  tang^«^  Vein(T-^«)»    €=2^^-^«^ 

wo  ^i^o  den  absoluten  Werth  von  Ja  vorsteUt. 

Bei  der  graphischen  Triangidirang  soll  dieser  Dehler  nicht 
30  Secanden  betragen.    Setzen  wir  demnach  f^Ja^zdV,  so  fin- 

den  wir  e=3lo22'55''=^l|-  \  Also  nm  Ig  Grad  darf  der  Mess- 
tisch oder  ein  Winkelmesser  gegen  den  Horisont  geneigt  sein, 
bis  dei|  grosste  Fehler  der  Horisontalwinkel,  wenn  die  Objecte 
genau  im  Horizonte  liegen,  30  Secunden  beträgt  Da  man  nun 
einen  so  groben  Fehler  in  der  Neigung  nie  begeben  wird,  so 
dürfte  dieses  Ergebniss  leicht  Manchen  zu  dem  irrtbume  verlei- 
ten^  überha'upt  den  Einfluss  dieser  Neigung  auf  die  Richtigkeit 
der  Messung  gering  zn  schätzen ;  wir  werden  ihn  jedoch  tiald 
eines  Besseren  belehren./ 


11. 


IL    Für  h~ 
wird  vermöge  (10),  (12),  (13),  (16),  (18).  (17) 

n=2,  e=2,  if=:3tangs-<*,  t=l; 

/«ft>  .         i+u      1.3.       1   . 

(29)  — 8m«=  --§-  =2+2  **"«5f  «  • 

V3        1         2 

C0S«=-2-(l  — JM  — g^tt« ); 

(30)  tang^a=^V3  (w  +  J««*+§tt«  + ) 

3  1         1  1  13  1 

a=jV3(tang^6*-f^tangje«-f  -jtangg-e«  +  . 


und 


*)    Herr  Prof.  Stampfer  findet  dafiir  59*6  Miontfo. 


/ 
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(31)  ^«=:^IV3(u  +  Jtt«  +  Jn»f....) 

= I  r  V3  (tg  g««  +  5  tg  i  «4+tg  j  ••  + ..-.) 

Wegen  der  Kleinheit  von  i  Ist  —  8io«=^^  also  o  sehr  nahe 

="20^.  'Während  also  der  Winkel  A  nur  von  0  bis  j  aufsteigt, 

3 
Dimmt  tt  von  Ißo  bis  3(y)  al^  und  4er  Fehler  /ta  wird  ^  y3s2*0 

mal  so  gross. 

Umgekehrt  findet  matt  zur.Fehlergrenze  ^a  die  Neigung  c  aus 

t       •      2  '  •    81^ 

(32)  tang  j  «*  =  3y^  tang ^i«  oder  «•  =  jr^- -^«^  *) 

Soll  z.  B*  der  möglich  grOsste  Fehler  z/a=30  Sekunden  sein, 
so  findet  man  i ^0^61*  26'^    und    A=:^ =0025' 43". 

III.    Ffir  A=:rgO<>4^eben  die  Gleichungen  (2),    (3),  (4),  t;=:0 
imd  a'^O»  also 

tt-h^^sMo  und  Jass909^a; 

was  auct  aus  Tal.  II.  Fig.  2.  einleuchtet,  weil>  wenn  M  nach  £ 
kommty  LMQ  nach  LKB,  alsi»  0  nach  1^  kommen  und  OQ^^n^ 
^OB=W^  werden  muss.  " 

Je  n&her  demnach  A  an  W^  rficbt,   desto  nSher  kommt  Ja 
an  90^-—«;    woraus  man  ersieht ,   wie  genau  der  Horizontalkreis 
vagrecht*  gestellt  sein    muss,   wenn   die  Azimute  von  sehr  hoch  ^ 
stehenden  Gestirnen  zu  messen  sind. 


12. 

Die  In  den  Art.  7-— 9  behandelte  verwickelte  Bestimmung  der 
Winker  a  und  Ja  räth  zuvorderst  zu  einem  Versuche  einer  II ei - 
heneutwickeiung  nach  den  aufsteigenden  Potenzen  des  stets 
nur  kleinen  — »  wohl  nie  einen  Grad  erreichenden  —  Neigung^-. 
Winkels  e. 


«. 


*)  Ich  ineide  hier  und  aach  tonst  gern  das  Wunelseicheii ,  da  man 
j«  die  Gleichnng  x^^=a  auch  gleich  also  lesen  Jcann :  X  ist  die  mie 
Wnnel  aus  a. 
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Hierbei  ftllt  aber  sogleich  auf,  daas  bei  der  EntwickeloBg  der 

Vl  +  8«*  zu  unterscheiden  komme,  ob  8n*<=>i  sei,  was  offen- 
bar von  dem  Huhenwinkei  h  abhängt,  und  wegen  des  Ausdruckes 
(lO)  von  H  erheischt,  dass       ^  '  - 

^^nA>  =  <8if»2-<*VB,  oder  nahe  ±A>  =  <«V2, 

aUo  fdr  t=W,   ,    ay;      SO*;      40';       ÖC;  t«, 

dass  ±Ä>  =  <14'1;  28'-3;  42'-4;  56'-fr;  l^W^;  l«24'-8  sei. 

I.  Betrachten  wir  daher  den  ersten  Fall,  wo  die  Ent- 
Wickelung  von  (1-f  8»*)^  n»^  den  Potenzen  von  n  oder  $  auf- 
steigend gemäss  dem  binomischen  Lehrsatze  ausfahrbar,    folgfich 


8n«^l.  J:sinA^sin  gt.V8 


Ist.    .Da  isl 


4  '    4    r^  /«V         1      /«V 

-.1         ^        c«  1     /I  ,      i    ^  *^ 

*'-*  +  2SnA«  *  r*  "^?8wlP V«      «ln*V  i* 

1/1.1  1  '\  «• 

tang^— j.p+2i  •j^  +  'äiS'l*'^ » 

und  wenn  man  tang^=a  setzt: 

^  =  «f+(J+WT^'"\6Ö"+4i  +  8S5)F»  ••• 

(^)  -si.ia=  (af  2-)  f-  (g-  +  äi  +  ip)  F» 

./W_     .J8l    .    3    .     1  \  «• 
+  V12Ü  "  +  240a  +  4;;»  +  iSV  r»   •" 
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Ncoaa 


4./'    2!+^    J_      M** 

1+ «  »in«=l  -  (a«  +  5^)  j^  -  (^  -  24- g;^)  p  -  ... 


r» 


/«i»     3a»        o         1     .     1   \  t» 

~V54  ^  8  ~iao~'32«+32a»yr»*  '    . 

(33)  ^«=„+(^'+J+^)i; 

/4a»     17a»     7o       1    .      1    ^  ii 

Die  für  sina  und  Ja  erhaltenen  Reihenentirickelungen  (32) 
and  (33)  boren  jedoch  in  der  Nähe  der  äussersten  Werthe  0  und 

90^ des  Htfhenwinkels  Aauf  anwendbar  cu  sein,  weil  dort  —  ^icotA, 
hier  a=rtangA  sehr  gross  ausfüllt. 

1.  Für  die  von  diesen  Grenzen  genügend  abstehenden  Mit 
tel  werthe   des  Hdhen  wink  eis  k  kann  man   demnach  diese 
Reibenentwickelungen  geradezu  verwenden,  und  erliftit  so 

1  e 

(34>  —  sina=(tangA  -l-^-cotA)  p 

—  C^  tangA-h  24  cot  A  +  j-  cot A* J  (jA  , 

(35) '         ^a£=HangA-|-( g-  tgAH  3  tgA  +  ^cotAj  -^ ......  . 

In  diesem  Falle  ist  der  Winkel  o  nahe  =0,  fol^tcb  tritt  der 

Srusste  Fehler  Ja  da  ein ,  wo  die  Projection  der  Visur  nahe  mit 
er  Durchschnittslinie  der  Horizontal-  und  SIesstischebene  Oher- 
einflUlt  oder  zu  einer  auf  der  Messtischplatte  ziehbaren  wagrech- 
ten Creraden  nahe  parallel  iSuft,  also  selbst  nahe  wagrecht  •ist. 

Um  die  Grosse  des  2ten  "Gliedes  in  Ja  einiger  Massen  schät- 
zen zu  kSnnen,  bemerken  wir,  dass  selbes,  wenn  f=lGrad  ist, 
Air  nahe  A=:  21^23'    und  A= 33^35'  etwa  ISec.  betrage,  und  für 

1 

k^j0^2V  seinen  roSglicbst  kleinsten  Werth  nahe  ^  Secunde  er- 
kalte, endlich  bei  gleichem  Hohen winkel  der  3ten  Potenz  von  c 
proportional  sei. 

Theil  ILIII..  9 
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2.     Für  die  rousltcli   kleiodten  Hohenwlnkel  h  irer 

den  die  mit  den  höchsten.  Potenzen  von  —  =cotA  behafteten  die- 

a 

der   in  (32)  und  (33)  die  aiuglebigaten.    Beh&lt  man  pur  sie  bei, 
und  setzt  abkürzend '-jp,=  ^:tangA  =  ^eotA=:)l;   so  erhält  mau 

111 

—  8ina  =  s-^— T^'+ j^* •» 

^^«=gÄ*€ — ^k*e ; 


ersieht  aber  auch  zugleich^    dass  diese  Reihen  zvt  langsam  coii- 
Tergifen. 

3.  Bei  den  grrissten  Hohenninkeln  Jji  fallen  in  (32) 
und  (33)  die  mit  den  höchsten  Potenzen  von  a  =  taugA  behafte- 
ten Glieder  am  grossten  aus*    Behält  man  nuc  sie  hei  und  setzt 

zur    Abkürzung    a  2:;=y,tang/i ^g;  so  findet  man 


/€       1  t^         31  £*         \  • 
—  sina=tangÄ^p— g  j;3  +  i^2T5....y  =^, 

^«  =  r(flr  +  i^»~i^* ); 

ersieht  «ber  auch,   d«8s  die  letzte  Reilie  su  langsam  co«?ei^irt 


13. 

II.    im  zneitcn  Fall,   tio 

I 

B««>I,    ± sin/t <sing^«V2 

ist,  mfisste  man  die  V  1  +S7i^  nach  den  fallenden  Potenzen  von 
n  enfv^'lckefn,  ihr  also  zoror  die  Form  ^^V^f  1-f  r^^J  ertheilen. 
^tzei^  wir  abkürzend 

.     1 sinA 

2v2.$iPür< 


so  fvifd 


VI +  1112  + m 
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ti= 1 .v.s.»in2*     '       ; 

,      COSqCCOsA 

9 

Vf+w*— m  (1  — 4«ln  j  ««) 

— -sinars =-| . 

VS.coSo-ecodA 

Für  liinA=0  wird  limm^O,  also 

1 
—  sin«=^ Y"  onda=— 45®, 

irie  schon   In  Art  10.  gefunden   wurde. 

Die  Entwicbeliing  in  Reiben  kann,   wie  man  leicht  übersieht, 
auch  hier  keinen  Vortheil  darbieten. 


14. 


•  ' 


Wenn  der  HOhenwinkel  h  klein  ist,  kann  man  u  am 
ßglichsten  nach  den  Gleichungen  (10>,  (12),  (13h  (16)  oder  (18)» 
und  (17),  bestimmen,  dann  aberz/a  nach  (z2)  ocler  (23)  berechnen. 

Ist    en4Al^h   d4»r   Hohenwinkel  so    klein,    dass    man 

•  h   • 

8iQA=-=,=tangA  setzen  darf;  so  wird,    weil  man  jedenfalls  auch 


1-2*  1 


1 
sincj  «  =  -jT  =tang  ^  « 

za  setsen  berechtiget  ist,  nach  den  erwähnten  Gfdiehung en ; 

«—  •  ' 

.  (^)         "= — m — 

•  .9» 


132 


Den  Winkel  a  wM  man  entweder  gemäss  der  Gleichung 

t  +  u 


(17) 


—  sincir: 


oder,  weil  hier  u  in  Vergleich  gegen  f  vernachlfissigt  werden  darf, 
nach  der  Gleichung 


(19) 


—  8ina^^ 


berechnen.    Endlich  wird  man  Ja  nach  der  Gleichung 

(21)  Ja  -=.  Fu  cosa 

bestimmen. 

In    den  Ausdrucken  (36)  und  (37)  wird  man    anstatt  t  unrd  A 
einfacher  nuf 'ihre  kleinsten  Proportionalzahlen  setzen.. 

Bleibt  sich  das  Verhältniss  r-  gleich,  so  bleiben  v^t  und  nabe 
aiich  a  gleich,  u  und  Ja  aber  sind  der  c^  nahe  proportionirt. 

Beispiel.    Sei  e==lo=60',  ä=2o,   also  n=:|,  e:Ä  =  l:2; 
dann  ist       ' 


,  =  v5jL2^,.l,237, 
log  5^  =0-32477 

21ogj=3-51626,  rin  Gr. 

logtt= 0-80852 -4 
.    logr=5-31443,  r  in  See. 
logcos«=:9'98872 


«=V6- 2 =0-44949 
«^040064 


f-fti=0-4ö013 
*sina=:  0-22506 
— tf=13O0-'4 
^a=129-"3 
=  2'9-'^ 


logi^azr  2-1 1167 


Bleibt  f:A=sl:2,  so  ist  für  e'^dO'  und  A'  =  P 


i!  =  t^  0-44949 
tt'  =Jtt=  0-00010 

e  +  v!  =0-44966 
—sina' =0-22482 


—  c'  =  120ö9'-5 
^«'=j^«=:32''-3; 


I      I 


'  # 
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Bm^B 


15. 

Dort  wo  keine  der  angegebenen  Näherungsrechnungen  hinrei- 
chend genau  iBt,  oder  wenn  der  Grs^d  der  Crenauigkeit  einer  sol- 
chen Rechnung  in  einem  bestimmten  Falle  ermittelt  werden  sell^ 
wird  es  unumgänglich  noth wendig»  die  umständliche  aber  genaue 
Berechnung  von  ,a  und  Jk  nach  Art  7.-9.  vorzunehmen.  Um 
aber  hiebe!  durchsängig  die  Logarithmen  benutzen  zu  kunuen» 
vrird  man  sich  der  liiltswinkel  bedienen. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (10)  und  (12) 

.1 
(39)  nV8=-3;j^V8t=tang9, 

60'  ist  . 

(40)  r= 2 • 

Dabei  muss  sec<p=V"l-|'8it^  stets  positiv  ausfallen,  folglich  tp 
?0D  —90^  bis  +90®  gewählt  werden.  y  * 

Entweder,  wenn  man  eine  Secantentafel  hat,  berechnet  man  o 
gans  einfach  aus  (40),^ oder  man  benutzt  die  folgende  Darstellung: 

1  +  cos  y 
*'"".    2cos<gp    ' 

wonacft  man  erhält 

1 


{41) 


cos  2^« 


COS9 
Nach  dem  erst^ren  Ausdrucke  ist  die  in  u  vorkommende  Summe 

2cos^  2cosy 

daher,  wenn  man  den  Winkel  iL  so  bestimmt,  dass 

/ 

x-=cos2Jl 

r 

irt.  wonach  jedenfolls  21=70031'43''t6.  und 

(42)  ;i=35  15  51-8 

ist,  findet  man 
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'l  -  1 

p-f  1=3 . 

Demgemäss  yerwandeit  sieb  die  Gleiebang  (13)  in ' 

Oder  man  setzt  im  ersten  Ausdrucke  Ton  o  4- 1 

1 


Ssin^ 


=cot^; 


also 


dann  wird 


(44)  tang^=38i«^; 


2cos9)smt^ 


und 


(45)  „^2. 8fa(y + ^^) 


~5"  cos98in^****2  **"»**^ 

Zur  Bestimmung  von  a  benOtzt  man  entweder  die  Gleichung 
(15),  wenn  man  eine  Tafel  der  Cosinus  zu  Gebote  hat,  oder  man 
umwandelt  diese  Gleiebung  wie  folgt    Es  ist 

•  ©  — 1 +2sin5-€* 

—  stua= f — ■ — I — .tansA 

zsin^^ccoss- € 


srnje« 


Nach  (41)  ist  aber 

4 


«in^^* 

V  —  l5=  •- 

eos^ 


folglich»  wenn  nfan 


(46)  ]sin  q  b 
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.  1 


—3 — = j—  V  2  cos^  =  tango» 


setzte  wonach  a>li)ini^r  positiv  imd  spite  «««fftllt, 
(47)  -  810«=^^  tang  j « taogA.*) 


16. 


Um  .die  Betrage  des  grSssten  Fehlers  Ja  im  Horizontalwin- 
kel tt  einiger  Massen,  in  besonderen  Fallen  beurtheileri  zu  kennen» 
habe  ich  mir  die  Milbe  genommen,  folgenden  Abriss  einer  Tafel 
zo  berechnen,  in  ivetcher  zu  gewissen  Neigungswinkeln  e  des 
Messtisches  und  fQr' gewisse  Höhehwinkel  h  der  visur  nicht  allein 

I'ener  grOsste  Fehler  Ja,  sondern  auch  derjenige  Uorizontalwin- 
[el  a,  bei  dem  er  Ftatt  findet,  aufgefiihrt  ist.  Die  Neigongswin- 
kel  i  worden  geflissentlich  so  aussergewohnlich  gross  gewählt, 
weil  man  daraus 'für  kleinere  e  leicht  Ja  angenähert  danach  be- 
rechoen  kann,  dass  wenigstens  von  A=25  Min.  an,  bei  einerlei 
k,  die  Fehler  ^aden  Neigungswinkeln  £  nahe  proportional  sind. 
Eine  grossere  Ausdehnung  dieser  Tafel  muss  ich  jemand  ober- 
lassen,  dem  mehr  helfende  Hände  als  mir  zu  Gebote  stehen. 


*)    Weon  m  genug  Icleiq  aosfallt,    kannT  man  mitteU  der  logarith- 
mitch - goniometrischen  Tafel,  obne  den  Winkel  oß  selbst  %n  bestinimen.' 
von  logtaog«  tfnmiUelbar  auf  logsina»  übergehen.     Denn  fär  j«de  swei 
Winkel  «und  o»'  Ist 

tang  » :  taniTtt»'  = :  — --,  ^(«nw  t  sinoiO r , 

,  ^  °  co«(u     coactf'  ^  cot»' 

daher 

log  tangcv  —  l»g  (angcv'  =  log  «in«  —  log  sin  w*  +  log  — . 

coscv 

Sind  aan  die  Winkel  c/ nnd  w*  so  klein,  dass  man  sehr  nahe  coac»=:cos<'i' 
■eteea  darf,  %n    ist  hinreichend  genau  ' 

log  tangev  —  log  (ang^>'  =  log  sino»  —  log  sine»' 
aad  sofort 

log  sinctf  =log  sino/  -J-  (log  tgw  —  log  tgoü') . 

Beteidinet  demnach  w*  den  Winkel,  ^dessen  logtang  die  untere  Grense 
Ton  logtnngo»  in  der  goniometrischen  Tafel  ist,  so  hat  man  norlogtgcv' 
von  dem  i^elundenen  logtg«i  abznxiehen,  und  den  Unterschied  an  dem 
is  der  Tafel  auf  derselben  Zeile  stehenden  logsinoi'  zii  addiron,  am  ko- 
gleich  den  verlangten  logsinor  an  haben. 
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Aus  dieser  Tafel  ersieht  man,    wie  der  Winkel  «,    bei  dem 
der  grusste  Fehler  Au  statt  findet,  für  A=0^  noch  ein  wenig  fiber 

45<'  steht,  und. wie  er  schon«  während  h  nar  auf  q  aufsteigt,  auf 

30®  herabsinkt,  und   bereits  fClr  A=5<'  nur  wenige  Grade  und  bei 
c=:10'  nicht  mehr  einen 'vollen  Grad  beträgt.  Dagegen  sieht  man, ' 
dass  Aa  bei  einerlei  e,   so  wie  A,   In  arithmetischer  Progression 
aufsteigt. 
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niit  welcber  Ctenanl^keft  lassen  sieh 
die  lilliiffe  eines  kleinen  Krelsboire^ 
sein  Sinns  nnd  seine  Tani;en(eelnander 

.  trlelcb  steUen? 

Uateraaeht  ron 

Herrn  Dr.  Wilh.  Matzki, 

k.  k.  ProfoMor  der  Mathematik    md  pftkL  Geometrie    an    der    stand.. 

N  teclm.  Lehranstalt  sa  Prag. 


Diase  ftir  angenäherte  J^ooiometriache  Recfafeungen,  roioebiQ- 
lieh  In  den  verstsmedenen  Zweigen  der  praktischen  tjieoinetrie  iind 
Mechanik»  höchst  mchtige  Frage  habB  ich  noch  nirgends  aidTge- 
worfen  und  beantwortet  gefunden,  wesshalb  ich  dies  hier  aelbrt  tkue. 

Sei  a  eines  Kreisbogens  Gvadmaas,  a  seine  Länge  oder  ieio 
Zablwerth,  wenn  sein  Halbmesser  die  Längeneinheit  ist;  oder  sei 
a  eines  Winkels  Gradmass,  und  a=sft:  I*  sein  analytischer  Zuhl- 
werth,  wenn  er  nämlich  durch  ä\A  analytische  Wlnntteftnieit,  den 
Gehren  F,  ausgemessen  wird.    Dann  ist  bekanntlich 


sina=a— rTTö  +  i 


L2  J  ^  L2...5 


•<•  f 


2a>         16a* 
**^8«=^+ 1:2:5+1:23+ 

t.  '90tf  ntm  a  mit  sina  bis  auf  eine  Decimaleitilteit  der  iten 

1 
Ordnung,  d.  u  bis  auf  'rp^überieinstimmeD,  also 


sein;  60  kann  mann,  weil  hiezu  «jedenfalls  schon  klein  sein  imiss, 
fär  eine  erste  Annäherung ,  wenn  man  die  genäherten  Werthe  von 
a  und  a  mit«'  und  a'six' :JrbeBeichnet, 


/    ' 


o^       _1_ 

6  '^'lO» 


setsen.    DM  gibt 


'r<\ 


*     6 


10*' 


« 


also  i/txrafK.r^  ^. 

Sei  A;s=3in — n, 

80  tot  «'<|g;V6.10", 

ilfiio  fog«^<^n4-log6)-|-log  r-^m. 

Nehmen  wir  o'  und  J'in  MinnteD,  so  finden  wir 

-  n=l,  loga'<4l2B99— j«,  a'<  134^8: 10", 

-  ti==:3»  iog<i'<446232-m,  tt'<2Mg6:10». 

Für  eine  schärfere  Annäherang  setzen  wir  nun  oben  in 

ä[i  flk  a  den  genährten  Werth  af^  und  erhalten 


daher 


a**  ._-i 


V 


=         1 

1 
also  «<«'+|ÖFff 

Wenn  wir  sonach  mit  rmultipticiren»  und  Kürze  halber  des 
Näherungswerthes  o^  Correction  durch  ^a!  bezeichnen,  nämlich 

,  ,_r=3437^'7 
setzen,  so  erhalten  wir 


*>    « 


14«      ^ 

Nimmt  man  nun  für  k  die  Zahlen  9  bis  2,  so  ergibt  sich  fol 
gende  Zusammenstellung: 


k 

m 
3 

n 

0 
1 

ä 
ö 
1 

o* 

//et' 

*< 

p— 8ina< 

9 

!6-25 

(K 

0«>6'«26 

1:10« 

8 

3 
3 
2 
2 
2 

,     13-46 

0 

0  13-46 

1:10« 

^  M 

29^0 

0 

0  29-0 

ItlO^ 

^ 

62i{ 

0 

I     2-5 

1:10« 

5 

Jä4-6 

0 

2    14-6 

1:10» 

4 

2 
0 
t 

29(M) 

0 

^4    iJO-O 

l-.lO* 

3 

1 
1 

«247 

O*^ 

10    24  7 

1:10* 

2 

1345-8 

3.4 

22«»-29'-2 

"   1:10« 

II.    Soli  a   mit  tanz«  bis  auf  eine  Decimaleinhelt  der  Jlten 

1 
Ordnung,  d.  L  bis  auf  jt^-»  übereinstimmen;  also 

o'  ,      2  l      ' 

»tanga— ii=-g-(l+-ga*  +  ....)< -j^s 

sein;  se  kann  man  wegen  der  Kleinheit  von  a  för  eine  erste  An- 
näherung, wenn  man  die  obige  Bezeichnung  beibehält , 

^'8  1 


setzeih    Dies  gibt 


also 

oder 
folglich 


^<io^ 


««'=ro'<rv'-jjp. 


log  «'  <  3  (n+  log  3)  +  log  r  -  m. 

Nimmt  man  abermals  T  und  a  in  Minuten,  so  findet  man 

fOr  11=0,  log a'< 3-60531 -m,  «'<4968':ie», 
-  n  =  l,  loga'<4-0286B— m,  a'<  10882: JO", 
.^  n=2,  loga'<4'36ig6— m,  a'<23013:](H. 


\ 
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Ffir  eine  schärfere  Annäherung  setze  man  oben  in -^a* 
f&r  a  den  genäherten  Werth  a*;  danach  erhält  man 

3-(l+ßa'«+...)^-3-. 
folglich 


a^a'(l  +  -ga'*...)"»  > 


15 


a^a'-^a'^ 


•  •••y 


abo 


Miiitiplicirt  man  mit  i^  und  beseiehnet  wieder  des  Nähenings- 
werthes  o'  Verbesserang  darch  ^a*,  nemlich 


^  ,     4 r=l3751' 


so  erhält  man 


«< 


-rf«'. 


Setzt  man  abermals  filr  A  die  Zahlen  9  bis  2«  so  ergibt  sich 
folgende  Zusammenstetlung : 


k 

m 

3 
3 
3 
'1 
2 
2 
1 
1  1 

0 
1 

2 
0 
I 

2 

.     «'  - 

Ja' 

«< 

tM»g«-7.< 

9 

5'Ü 

0 

0»5'-0 

r:  10» 

8 

»0-7 
230 

0 

0  10-7 

1:1Q« 

7 

0 

0  930 

1:10' 

6 

49-6 

0 

Ö49-6 

1:10« 

5 

106-8 

0 

1  46*8 

1:10» 

4 

2300 

"      C.l 

3  40-9 

1:10«. 

3 

0 
I 

495-8 

1.4 

8  14-4 

1:10« 

2 

1068-2 

13.8 

17  84-4 

1:10« 

III.     Damit   sina  mit  tanga  bis  auf  eine  Deciiualeinheit  der 
itten  Ordnung  fibereinstimme ,  also 

'         fl»        3  1 

tang  «— sina=  ^(1+ ya*  +  ...)<  jQi 

sei;    kann    man  ffir  eine  erste  Annäherung,  indem  man  die  ge- 
brauchte Bezeichnung  beibehält ,  wieder 


•  ' 
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o"         1 

'T<W 

setzen,  wie  in  I.  Danach  erhält  man  zu  den  drei  Werthen  von  n 
auch  wie  in  I.  die  obern  Grenzen  von  €f. 

Zu  einer  genaaereo' Annäherang  erhält  man  dann  durch 
den  belcannten  Voigang 


e 


daher 


oder 


Wird   mm  mit   F  muitipliciTt   and  des  Näherongswerthes  o' 
Verbesderang  durch  Jet*  bezeichnet,  nemlieh 


//(/= 


15  r       51566- 


10»+*  ""  lOH* 


gesetzt,  so  erhält  man 


«< 


«'— -ü^«'. 


Mlmnit   man  wieder  filr  k  die  Anzahlen   9  bis  2«   so  erhält 
man  folgende  Zasammenstellnng: 


k 

m 

3 
3 
2 
2 
2 
1 
1 

n 

0 
1 

2 

0 

1 

2 
0 

«' 

^a' 

«< 

toDg«-«D«< 

» 

6'-25 

0 

0»6'-25 

1:10» 

ä 

i3"4a 

0 

"  0  13-46 

1:10« 

7 

8»0 

0 

02»« 

IrlO' 

6 

02« 

0 

1    »» 

1:10« 

5 

I34-« 

0 

2  14-6 

1»10» 

4. 

2«M) 

0-^ 

4  49-6 

1:10* 

3 

624-7 

5-2 

10  IfHS 
21  34-2 

1:10» 

i 

1 

1345*8 

51"« 

1:10* 

Die  Interpretaton  der  in  den  zwei  Schlussspalten  dieser  drei 
TSfelchen  entnaltenen  Ergebnisse  ist  so  einfach,  dass  ich  i^ie  hief 
Kürze  halber  wohl  weglassen  darf. 
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Populftre  TorlesuB^en  fiber  wissen* 
sfdtoftlffcbe  Oe^enstilnde  Ton  F.  IV. 
Besael.  STach,  dem  Tode  des  'Ferfiis- 
sers  beransireirelbeii  Ton  H.  €.  Sehn- 
■laelier.   JKamlbiirfir.   Perllies,  ferner 

A  »laiilLe.    1849. 

Von  dein 

Herrn  Dr.  P.  Wolfer«, 

Mtroaomiffeheiii  Rediner  an  der  KftnigliGlieii  Sternwarte  cii  Berlin. 


I  ^ 


Der-  Heraasgeber  des  TorlUgeodco  Werkes  hat  bterdurdi  sel^ 
nsin  vasterbßdieo  Freunde  das  scbOnste  Denkmal  gesetzt,  denn 
weiw  es  atwh  den  M&onerii  der  Wissensobaft  voHkominen  l^kaniit 
ist,  wie  vielseitig  und  (was  selten  der  Fall  ist)  grfindlicb  zugleich 
die  Wirksamkeit  des  grossen  Astrononiea  gewesen  ^  so  erfahren 
dnnsh  das  vorliegende  Werk  auch  die  zahlreichen  Liebhaber  der 
astarenomischen  und  physikalischen  Wissenschaften,  wieviel  diese 
dem  verstorbenen  Verfasser  verdanken.  Wfibrend  denu'lbe  in  so 
vielen  Znetgen  der  Wissenschaften  erschöpfende  Untersuchungen 
ai^eatellt  hat,  wusste  er  doch  sich  noch  Zeit  abzvmtissigen« ' 
diese  eben  so  allgemein  fassliehen ,  als  gründlichen  nnd  eleganten 
Abhandlungen  an  schreiben.  Der  aufinerksame  Leser  derselben 
bann  nur  bedauern,  dass  der  Verfasser  nicht,  wie  nach  einer  An^ 
deutiing-  des  Heransgebers  seine  Absicht  war,  dazu  gelangt  ist, 
die  vorliegenden  BrudistOcke  tn  ein  Ganzes ,  eine  popmäre  Astro« 
Domie,  zu  vereinigen;  reichlichen  Dank  bleiben  wir  aner  auch  fötf 
diese  Gabe  scbuldig.  Das  erwähnte  Denkmal  ist  nur  dadurch 
unrellständtg,  däsa  der  Verfasse*  zu  bescheiden  gewesen  Ist,  um 
in  den  einzelnen  Abhandlungen  überall  anzugeben,  was  er  selbst 
in  den  einzelnen  dort  besprochenen  Gegenstfinden  geleistet  hat. 
Diese    aHgeneineji  BemeHoingen  enthaKen  bereits  -mser  Diibeil 


^ 
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ober  das  Werk»  wir  glauben  keine  undankbare  Arbeit  so  unter- 
nehmen« wenn  wir  die  einzelnen  Abhandlungen  vorzugsweise 'be- 
sprechen, und  hierbei  ^werden  wit  Gelegenheit  finden»  jenem  Mah- 
§el  theiiweise  abzuhelfen.  Wir  werden  bei  dieser  Besprechune 
ie  Reihefolge  des  Buches  ni/cht  beobachten ,  sondern  die  Abhand- 
lungen mehr  nach  der  Verwandtschaft  ihres  Inhalts  ordnen.  Die 
er«te  Abhandlung  hat  die  Ueberschrift: 

Ceb.er  den  gegenwärtigen  Standpunkt  der  Astronomie. 

Dieselbe  nimmt  nur  einen  Raum  von  33  Seiten  ein»  allein 
der  .Verfasser  hat  es,  verstanden,  auf  demselben  mannichfache 
interessante  Darstellungen  nieilerzulegen.  Um  den  eegeiiwärtigen 
Standpunkt  der  *  Astronomie  klar  zu  machen,  gibt  der  Verfasser 
eine  kurze  Uebersicht  ihrer  Geschichte  aus  dem  vorigen  Jahrhun- 
dert; er  zeigt,  ^wie  Wechsel weisie  besonders  seit  Newton  die 
Theorie  und  Praxis  einander  vorausgeeilt  waren  und  wie  eben 
das  Vorauseilen  des  einen  Zv^eiees  die  Veranlassung  war,  welcbe 
das  Vorwärtsschreiten  des  andern  herbeiführte.  Wiüsste  i^ao 
nicht  ohnedem,  dass  der  Verfasser  auf  der  Höhe  beider  Zweige 
der  Wissenschaft  stand,  so  juössfe  man  diese  Ueberzeugtftog  dar- 
aus abnehmen  können,  dass  er  die  Leistungen  der  hervorragend- 
sten neuern  Astronomen  mit  wenigen  Worten  *klar  darzustellen 
venMinnden  hat  Als  eigentliche  Angabe  der  Astronomie  jglbt  er 
bei  dieser  Gelegenheit  an,  dass  sje  Vorschriften  erth eilen 
muss,  nach  welchen  die  Bewegungen  der  Himmelskör- 
per, so  wie  sie  uns  von  der  Erde  aus  erscheinen,  be- 
rechnet werden  können.  Zuerst  wird  Newtons  Verdienst 
um  die  Theorie  dargestellt,  hierauf  folgen  Flamsteed's  Verbes- 
serungen der  astronomischen  Instrumente  und  Beobachtungsmetho- 
den ,  in  deren  Folge  die  Theorie  der  Praxis  yoranseilte« 
Die  genauen  Beobachtungen  des  letztern  konnten  desshalb  nicht 
durch  die  Rechnung  dargestellt  werden,  weil  die  Störungen 
nach  Newton's  allgemeiner  Gravitation  noch  nicht  berechnet 
waren.    Hierzu  bahnten  Clalrant  nnd  Eni  er  den  Weg.    Noch 

Senauere  Beobachtungen  als  Fl  am  sie  ed  stellt  Bradl  ey  an,  nnd 
lese  benutzt  Tobias  Jtfayer  txxx  Construetion  von  Mondstafelo» 
mittelst  deren  man  die  Oerter  des  Mondes  mit  einer  .Genanigkett 
voraus  berechnen  konnte,    welche  man  früher  nicht  für  möeliefa 

Sehalten  hatte.  Xetzt  konnte  man  durch  Beobachtungen  des  Mon* 
es  die  gei^rapbische  Länge  auf  dem  Meere  finden.  Dnrch  Brad- 
ley  war  die  Fraxls  vorausgeeilt,  Lagrange  und  Laplace  fikc« 
dem  die   Theorie ,    die   M^canique   Celeste  des   letztern  füllt  eine 

"grosse  Lücke  aus*  Wie  in  den  Wissenschaften  überhaupt,  las- 
sen in  der  Astronomie  insbesondere  die  Grössen  sieh  nicht  abso* 
Int  genau  bestimmen,  die  Grenzen  ihrer  Unsicherheit  können  mir 
verengert  werden.  Die  Theorie  muss  daher  zu  jeder  Zeit  die  zu 
beobachtenden  Grössen  so  eenau  darstellen^  dass  der  Unterschied 
zwischen  Rechnung  und  Beobachtung  den  mögiichen  Fehler  der 
letztern  nicht  übersteige.  So  spricht  sich  der  Verfasser  über  die 
bisherigen  Leistungen  aus,   er  verlangt  aber,    dass  künftig  Theo- 

,  rie  und  Praxis  unbekümmert  um  einander  vorwärts  geführt  wer? 
den  sollten.   ' 

.    Piazzi  bearbeitete  im  Anfang  dieses  Jahrhunderts  ein  Ver« 
xeichniss   von-  7000   Fixsternen,    ähnlich  wie    früher  Treho  de 
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Brnke,  Flamsteed»  Bradley  und  Lalande,  uud  entdeckte 
bei  dieeer  -Gelegenheit  am  1.  Jaaiiar  18U1  die  Ceres.  Die  leich- 
teste Berechnung  der  Cometenbahuen  hatte  Olhers  bereits  1797 
gelehrt,  die  der  Planetenbahnen  raitteUt  weniger  einander  nahe 
Regender  Beobachtungen  fehlte  noch ;  in  Folge  der  Entdeckung 
der  Ceres  schuf  diese  der  grosse  Mathematiker  Gauss.  Weitere 
Entdeckungen  von  Planeten  folgten  schnell  aufeinander.  Brad« 
ley's  Beobachtungen  wurden  vom  Verfasser  scharf  reducirt  und 
IQ  seineql  Werke  ^^Fundamenta  astronomiae^'  niedergelest  Sie  ha- 
ben den  Weg  erriffnet,  die  scharfen  Beobachtungen  der  letzten 
lOO  Jahre  so  fruchtbringend  als  mOglich  zu  benutzen.  Durch  die 
von  Legendre  und  Gauss  unabhängig  von  einander  erfundene 
Methode  der  Isleinsten  Quadrate  wird«  nach  des  Verfas- 
sers Ausdruck,  die  frühere  Kunst,  aus  Beobachtungen  eines 
Wandelsterns  eine  sich  ihnen  anschliessende  Bahn  zu  finden ,  in 
eine  Regel  verwandelt.  Ausser  den  bisher  er\i  ahnten  Namen 
von  Astronomen  und  Mathematikern  fuhrt  der  Verfasser  die  Ar- 
beiten der  Mechaniker  Bird,  Ramsden,  Troughton,  Rei- 
chen b  ach  und  Repsold  an  und  bedauert  am  Schluss,  dass 
er  die  Arbeiten  von  Struve  und  Encke  zu  schildern  verhindert 
sei.  Bleiben  trotz  des  angeführten  mannichfacfaen  Inhalts  dieser  Ab- 
baiidliing  Lücken  fibrjg«  so  werden  diese  durch'^die  Abbandlun- 
geu  11«, -13.  und  14.  ausgefüllt.    Ihre  Ueberschriflefta  sind: 

Ueber    die  Verbindung  der    astronomischen    Beo 
bachtungen  mit  der  Astronomie; 

-    Astronomische   Beobachtungen; 

Oerter  der  Fixsterne  au  der  Himmelskugel. 

Wir  bemerken  sogleich,  dass  die  zwei  ersteh  sAbbandlungen 
Bichf  nur  verwandten  Inhalts,,  sondern  die  eine  wahrsebeinlich 
«ne  .UmarMtung  der  andern  ist;  zum  Theil  kommen  wörtlich 
cleicblautende  Stellen  In-  beiden  vor.  .Wir  betrachten  zun&chst 
die  erstere  (11.)  und  finden  nach  eine^  angestellten  Unterscheid 
dvttg  zwischen  der  Astrologie  und  Astronomie  das  Wesen  der 
ietstern  bestimmt  angegeben,  welches  nämlich  in  einer  Kennt- 
BisA  der  Bewegungen  der  Gestirne  besteht.  Die  Beobach- 
tungeo  benutzt  der  Verstand,  um  das  Gebäude  der  Astronomie 
aüfsoflibren.  Es  werden  allgemein  geltende  Regein  fär  die  Bo* 
wegungen  aller  Wandelsterne  aufaestellt ,  für  einen  einzelnen 
müssen  besondere  Zahlen werthe»  die  6  Elemente  seiner  Bahn  be- 
stimmt ^rerden.  -Die  Uebereinstimmung  der  mittelst  der  letztern 
berechneten  Oerter  mit  den  beobachteten  bestätigt  zugleich  die 
Richtigkeit  der   allgemein   aufgestellten   Theorie ,    läset  sich  hin- 

Segen  die  letztere  duVch  keine  Verbesserung  der  Elemente 
en  Beobachtungen  in  einem  bnsondern  Falle  anpassen;  so  ist 
diess^ein  Beweis  für  die  Mangel hafli^keit  der  Theorie.  Die  ersten 
astronomischen  Theorien  waren  unrichtig,  Keplers  Theorie 
war  richtig  und  erschien  aucb  so  lange  vollständig,  bis  nett- 
ere genauere  Beobachtungen  widersprachen»  Newton  entdecicte 
hierauf  die  allgemeine  Anziehung  der  Himmelskörper  und  bahnte 
so  den  Weg  zur  Vervollständigung  vonKepler's  Theorie.*  Die 
so  vervollständ^;te  Theorie  stimmte  lange  mit  den  Beobachtungen 
überein,     erst  jetzt  (1840)  erhebt  der  Widerspruch  wieder 
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seifte  Stirn fne  iifid  bringt  mklie  Entdeckungen  in  Aueelchl.  Dtepä 
Eotdedlititig  ist,  wie  wir  nnteiTeehen  werdeOi  erat  nach  Bessere 
Tode  erfolgt  und  hat  aufs  Nene  die  vollstftndige  Richtigkeit  jeirar 
Theorie  bestfitigt. 

In  grosserer  Ausführlichkeit  als  iu  der  ersten  Abhandlung 
erfahren  wir  hier,  wie  allmählig  von  der  ältesteif  Zeit  herab  bis 
sur'  neusten  die  Beobachtungen  vervollkommnet  wurden,  die  Lei- 
stungen einEcIner  Astronomen  werden  klar  dargelegt.  Hervor- 
ragend sind  hier  die  Namen:  Ptole'mfius  und  Afmamon  aus 
der  altern,  Johann  Müller  Regiomoutauus,  Cojpernicus. 
Wilhelm  IV.  von  Hessen,  Tycho  do  Brahe,  Flamsteea 
Bradley  in  der  neuern  Zeit,  den  letztern  fugen  wir  einen,  im 
Werke  nicht  erwähnten  Namen,  Bessel  hinzu.  Wie  die  Astro- 
nomen, werden  die  nach  und  nach  eioeefuhrten  Instrumente  er- 
wähnt, es  wird  gezeigt,  wie  jedes  die  Genauigkeit  der  Beobach- 
tungen zu  erhöhen  im  Stande  war.  Wir  erinnern  an  die  Armillar-, 
sphfire,  den  Quadranten,  Sextanten,  die  Pendeluhr«  den  Mauer- 
auadranten,  das  Mittagsfernrohr,  den  Mittagskreis.  Jedes  dieser 
Instrumente  bezeichnet  eine  Epoche  in  der  ueschichte  der  beob  - 
achtenden  Astronomie  und  in  der  neusten  Zeit  hat  man  gelernt, 
ihre  Fehler  zu  bestimmen  und  durch  Rechnung  aus  den  Beobach- 
tungen fortzuschaffen.  Einige  Momente  mussten  bestimmt  wer- 
den ,  ehe  man  die  genau  angestellten  Beobachtungen  auf  absolute 
Grossen  zur Qciifahren  konnte;  es  sind  diese  die  erst  in  der  neuern 
Zeit  bestimmte  Strfthlenbrechong,  die  Bestimmeiig  des  wirklichen 
Widderpunktes  als  Anfangspunktes  der  geraden  Aubteisungen  u. 
s.  w.,  kurz  4lie  Fundamente  der  Astronomie,  welcne  Bes- 
sel aus  Bradley's  Beobachtungen,  in  Verbindung  mit  den  in 
Königsberg  angestellten,  hergeleitet  hat 

Nach  dem  Ausspruche  von  Laplace  entspricht  die  New- 
ton'tiehe  Anziehung,  wenn  ihre  Fo^en  mit  der  gehOrigeti  Voll* 
stftndiffkeit  entwickelt  werden,  i^oHkommen  alten  Beobachtoogeo 
der  Planeten.  Diese  A^dsserung  war  aus  den  eigenen  Arbeiten 
dieses  grossen  Meisters  hervorgegangen.  Delamnre  und  Bov" 
vard  hatten  in  Folge  seiner  Aufforderung  die  in  der  Mi^canique 
cdleste  dargestellte  allgemeine  Theorie  auf  die  Planeten:  Erde» 
Jupiter,  Saturn  und  Uranus  angewandt  und  Tafeln  fOr'diese  b4^ 
rechnet,  welche  zwar  die  Beobachtungen  weit  besser  eis  Mhere 
darstellten,  indessen  noch  immer  Unterschiede  von  ICK' u.  m.  flbrlg 
Hessen.  Besonders  auffallend  zeigten  sich  diese  Unterschiede  bei 
dem  1781  von  Uerschel  entdeckten  Uranus r  dessen  bereits  vor 
der  Entdeckung  angestellten ,  nachher  aber  erst  aufgefundenen,  so 
wie  auch  dessen  neusten  nach  1821  angestellten  Beobachtungen 
die  Tafeln  durchaus  nicht  entsprachen.  Wir  ersehen  aus  dieser 
Abhigodlung,  doss  Bessel  bereits  1840  aussprach,  diese  Unter- 
schiede wfirden  zu  einer  neuen  Entdeckung  im  Sonnen'sy« 
steme,  nämlich  eines  jenseit  des  Uranus  befindlichen 
Planeten  fuhren,  dessen  Bahn  und  Masse  im  voraus  angege*- 
bea  werden  wdrde.  Indem  er  selbst  die  dahin  zielenden  ArbeV* 
ten  bereits  begonnen  hatte ,  ereilte  Ihn  der  Tod  und  kaum  braa-* 
>)hen  wir  daran  zu  erinnern,  dass^kuni  nachher  Leverrier  und 
Adams,  unabhängig  von  einander,  die  prophetisch  angekflndigte ' 
Entdeckung  buchstäblich  zur  Wahrheit  gefiihrt  haben. 
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Die  bwhenff^n  Aussfige  liaben  wir  der  IL  Ablmndhiiig  ent* 
noitraeo ,  die  IST  enthält  viele  MittheiluDgen ,  «reiche  in  jener  be* 
reit«  verkooiniee..  aber  aa<;h  manche  neee  und  Interessante.  Wir 
ioden  ausführlieh  angegeben  und  erläutert»  wie  Kepler  seine 
CSesetze  gefunden  hat,  Neivton's  Anziehmtgsgesetz  vrird  hier 
erUaii.^  Durch  Zahlen  wird  angegeben»  wie  die  Beobachtungen 
Tycho'»,  Flajiisteed's,  Bradley*a  und  die  der  neusten  Zeit^ 
an  Schärfe  zugenommen-  haben  und  der  Mittel  erwähnt,  durch  ^ 
welche  diese  Fortschritte  herbei  geführt  worden  sind.  Wegen 
aottiwendiger  Kurze  begnögen  wir  uns  mit  diesen  Andeutungen» 
damit  dervLeser  erfahre»  dass  er  in  jeder  dieser  beiden  nahe 
▼erwandten  Abhaudbingen  eigenthGmIiche  und  lehrreiche  HItthei« 
langen  finden  )vird.  Ehe  wir  diesen  Gegenstand  verlassen,  mÄ»* 
sen  wir  aber  noch  bemerken,  dass  am  Schluss  dieser  13.  Abband* 
Ittng  diejenigen  Ontersuchungen  angegeben  werden»  welche  B es- 
se! selbst  nach  eigenen  Ideen  angestellt  hat»  um  die  Fehler  der 
anzuwendenden  Instrumente  zn  bestimmen  und  ihren  Einfluss  auf 
die  Resultate  der  Beobuchtung  fortzuschaffen. 

Während  die  beiden  ebei^  besprochenen  Abhandluhs^en  vor- 
sogsweise  der  Bewegung  der  Planeten  gewidmet  sind,  beschäf- 
tigt sich  die  Abhandlung  14.»  wie  auch  ihre  Ueberschrifl  andeutet» 
mit  den  Fixsternen.  Der  Verfasser  bemerkt»  was  nicht  in  allen 
populären  Schriften  s^schieht»  dass  die  Fixsterne  bei  ihl[^r  tag*. 
lieben  scheinbaren  Bewegung  keine  Kreise  «beschreiben ,  eine 
Folge  der  Strahlenbrechung.  Von.  dieser»  ihren  Ursachen  und 
Wirkunffen,  wird  eine  deutliche  Uebersicht  gegeben»  natürlich 
konnte  nierhei  nicht  auf  Rechnung  eingegangen  werd«  n.  Da  man 
nur  eine  mangelhafte  Kenntniss  von  dein  Einfluss  hat,  welchen 
die  Veränderungen  in  der  Atmosphäre  auf  die  Strahlenbrechung 
aosfibeo»  diese  also  nur  immer  unsicher  bekannt  wird;  so  zeigt 
der  Verfasser»  wie  man  die  au  beobachtenden  Sterne  auszuwäh- 
len habe,  um  dieneii  Einfluss  zu  vermindern.  Tycho  de  Brahe 
hat  zuerst  durch  Beobachtungen  die  Grosse  der  Strahlenbrechung 
jw  bestimmen  versucht»  J.  D/Cassini  verband  damit  die  Theo- 
rie» nach  ihm  vervollständigten  diese  Kenntniss  Simnson  durch 
Theorie»  Bradley  durch  Beobachtungen  und  in  aer  neusten 
Zeit  haben  Lapiaee»  Kramp  und  Bessel  dieselbe  besonders 
bereichert. 

Das  älteste  Verzeichniss  von  Flxsterne^n  hat  Hip^arch 
188  r.  Chr.  verfertigt,  die  Vergleichung  desselben  mit  den  150 
Jahre  frflher  von  Timocharis  angestellten  Beobachtungen  führte 
snr  Entdeckung  der»  Pr ae cessio n. genannten,  Erscheinung.  Der 
Einfluss  derBelnen  auf  die  Lage  dos  Frflhlingsnachteteichpunktes 
wird  hier  erklärt.  Es  werden  hieraxif  die  spätem  Stemverzeich- 
nisse  besprochen  und  gezeigt i  wie  sie  unsere  Kenntniss  der  ein- 
zelnen Sterne  ihrer  Lage  nitch  erweiterten  und  wie  die  anzubrin* 
getaden  Correetionen  vermehrt  und  verfeinert  wurden.  In  der  neu- 
em Zeit  war  das  Bediirfniss»  die  Oerter  der  Fixsterne  zu-  kennen, 
grSsser  ala  frEttier»  um  mittelst  derselben  zu  jeder  Zeit  den  Ort 
einea  beweglichen  Gestirns,  bestimmen  M  kOniien.  Bradley  ent* . 
deckt  die  Natatien  und  Aberration  und  setzt  so  die  Astronomen 
io  den  Stand»  die  Oerter  der  Fixsterne  weit  genauer  als  frflher 
xa  bestimäien.    Die  geraden'  Aufsteigungen»    sowohl  die   absolii* 
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teo  ^s  die  reiativeo,  werden  mittelst  der  Fuiidamentialstjerne 
bestimmt  Unter  den  Arbeiten,  welche  die  Kenntnim  der  Fix- 
sternorter ^erweitern  sollten,  macht  Piaabzl's  Katalog  Epoche. 
Durch  Verbindung  desselben  mit  den  45  Jahre  früher  veli  Brad- 
ley  angestellten  Beobachtungen  bestimmt  Beasel  weit  genauer 
die  Praecession  und  die  eigene  Bewegung  vieler  einzelnen  Sterne. 
Lalande  liefert  in  der  Bistoire  Celeste  50Ü00,  B  es  sei  selbst, 
von  18:21  —  1823,  7^000  Beobachtungen  von  Sternen,  die  letztem 
in  der  30^  breiten  Aeauatorealzone*.  Die  vier^  Verzeichnisse  von 
Bradley,  Piazzi,  Lalande  und  Bessel  lielern  die  Grund- 
lage zu  der,  auf  des  letztern  Betrieb. von  der  Berliner  Akademie 
veranlassten,  Herausgabe  von  Karten.  Diese  haben,  wie  Bessel 
voraus  gesagt,  nach  seinem  Tode  die  Entdeckung  d  neuer  Pla- 
neten herbeigeführt  Diesen  schönen  Lohn  seiner  umfassenden 
Arbeiten  ^u  erleben,  war  leider  dem  grossen  Astronomen  nicht 
vergönnt! 

Wir  gehen  nun  zur  Besprechung  der  7.»  ihrem  Inhalte  nach 
mit  der«  vorhergehenden  verwandten,  Abhandlung  ilber,  "deren 
Ueberschrift  lautet: 

Messung  der  Entfernung  des  61.  Sterns  im  Stern- 
bilde  des   Schwans.  '    ~  . 

Der  grössere  Theil  dieser  Abhandlung  dient  dazu,  zu  zeigen, 
dass  die  versuchte  Bestimmung  der  Ennemnng. eines  Fixsterns 
manche  Entdeckung  berbeigefQhrt  hat,  im  Vergleich  mit  welcher 
die  endliche  Lösung  der  Aufgabe  unbedeutend  ist.  Nachdem 
CepernicuB  die  jährliche  Bewegung  der  Erde  gezeigt  hatte^ 
mussten  die  zu  ^verschiedenen  Zeiten  des  Jahres  beobachteten 
Fixsterne  eine^OrtsverSnderung,  die  sogenannte  Parallaxe  erge- 
ben, eine  um  so  grössere,  je  kleiner  die  Entfernung  des  Sterns 
von  der  Erde  war.  Die  damaligen  Beobachtungen  zeigten  keine 
•derartige  Orts  Veränderung,  Copernicus  nahm  kfihn  eine  zu 
grosse  Entfernung  der  Fixsterne  von  der  Erde,  nach  der  damali- 
gen Beobachtungsseh&rfe  über  1146  Halbmesser  der  Erdbahn  an, 
als  dass  sich  eine  Parallaxe  von  3'  zeigen  könne.  Die  Beobach- 
tungen mussten  zunächst  verschärft  werden,  Tvcho  bestimmte 
die  Oerter  bereits  bis  auf  J'  genau.  Seine  gleich  scharfen  Be- 
obachtungen der  Planeten  föhrten  Kepler  zur  Entdeckung  seiner 
berühmten  Gesetze.  Seine  Beobachtungen  des  Polarsterns  zeig- 
ten dem  letztern,  dass  die  Parallaxe  dieses  Sterns  kleiner  als 
30^,  seine  Entfernung  grösser  als  6875  Halbmesser  der  Erdbahn 
sein  müsse. 

Picard  und  Azout  brachten  das  Fernrohr  an  den  Mess- 
instrumenten an,  Flaihsteed.und  Römer  vervollkommneten  die 
letztern  anderweitig.  Des  erstem  mehr  als  30jährige  Beobach* 
tungen  waren  sechsmal  so  genau  als  die  Tychonischen  und  da 
sie  keine  Parallaxe  der  Fixsterne  zeigten,  mussten  diese  über 
41250  Halbmesser  der  Erdbahn  entfernt  sein.  Unterschiede  in  den 
Beobachtungen  dieser  Astronomen  schrieb  maki  fälschlich  der  Pa- 
rallaxe, zu,  ihre  «wahre  Ursache  zu  entdecken,  waren  die  BeobaclH 
tungen  noch  nicht  hinreichend  scharf.  Hook  suchte  diese  zu  ver* 
schärfen,  eben  so  Molin eux  in  Kew«  Der  letztere  fing  mit  einem 
festgestellten  Fernrohre  von  24'  Brennweite  am  3.  Decemb.  1726. 
Beobachtungen  des  Sterns  y  Draconis  an,   HrAdley  setzte  die- 
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selben  fort  und  fancf  iii  der  That  Unterschiede  im  Orte,  v^elttlie 
bis  auf  40''  anstiegen.  Diet^e  Unterschiede  entsprachen  tticid 
einer  Parallaxe,  nach  dreijährigem  Studium  erklärte  Bradley 
sie  durch  die  wichtige  Entdeckung  der  Aberration  des  Lieb- 
tes.  Hiermit  hatte,  mau  einen  directen  ßeVeis  für  die  von  Co- 
peruicus  aulgestellte  eigene  Bewegung  der  Erde.  Bradley 
fand  ferner  aus  seinen  Beobachtungen  eine  andere,  bereits  von 
.Newton  angedeutete  Veränderung,'  die  Nutation,  welche  eini^ 
Periode  voo  19  Jahren  hat  und  aus  der  Anziehung  des  Mondes 
auf  die  abseplaUete  Erde  hervorgeht.  Die  oben  erwähnten  Un- 
terschiede Ht  den  Oertern  der  Fixsterne  wurden  jetzt  vollständig 
erklärt,  Bradley's  Beobachtungen  deuteten  nichts  an,  was  einer 
Parallaxe  hätte  ziisesch rieben  werden  mdssen,  die  Sterne  moes« 
ten  daher  fiber  400000  Halbmesser  der  Erdbahn  entfernt  sein. 

Uersebel  d.  A.  wollte  die  Parallaxe  mittelst  der  oj|^tisch  er* 
scbeineotlen  Doppelsterno  bestimmeQ  pnd  entdeckte  nie  physi* 
scheu,  d.  b.  die  aus  mehrern  Fixsternen  zusammengesetzten  Sy-. 
steme.  Piazzi  und  Calandrelli  glaubten,  wie  Bessel  gezeigt 
hat,  tlilschlich,  eine  beträchtliche  Parallaxe  mehrerer  Fixsterne 
1.  Grösse  gefunden  zu  haben,  Fehler  in  dem  vielfach  benutzten 
Instrumente  des  erstem  ^ waren  die  Ursachen  dieser  Täuschung. 
Brinkley  glaubte  am  Athair  eine  Parallaxe  von  fast  3"  gefunden. 
tu  haben,  allein  Pond,  welcher  ihm  widersprach,  verengerte  die 
Grenzen  der  Parallaxe  fiir  diesen  Stern  nebst  Wega  una  Üeoeb 
bis  aui  einige  Zehntel  einer  Secunde,  eine  von  seinem  Nachfol* 
ger  A.iry  bestätigte  Bestimmung. 

So  weit  hatte  man  hiittelst  absoluter  Ortsbestimmungen  die 
Parallaxe 5  aber  vergebens  zu  entdecken  versucht^  wesshalh  Bes* 
sei  es  nothwendig  fatid,  andere^  Wege  einzuschlagen;  Um  die 
Fehlerursachen  auszuschliessen  und  so  die  Genauigkeit  zu  ver- 
mehren, verfiel  er  darauf,  einen  Stern  mit  einem  ihm  sehr  nahe 
8tefaenden  m  i  kr  o  nie  tri  seh  zu  vergleichen.  Strnve  hatte  bereits 
l^XS  — 1837  dergleichen  Untersuchungen^  am  Begleiter  der  Wega 
angestellt  und  aus  denselben  t^eron^en,  dass  die  Paral^e  des 
letztem  kleiner  ist  als  die  von  Brinkley  gefundene  sein  roOsse.  ' 

Bessel  wählte  den  Stern  61.  im  Scbwati  aus,  theils  weil 
dieser  eine  beträchtliche  eigene  Bewegung  bat,  also  auch  die  Pa- 
rallaxe muthraasslich  gross  sein  konnte,  theils  weil  er  als  Doppel« 
Stern  sich  genauer  als  ein  einfacher  beobachten  Hess,  theHs  we-; 
gen  feiner  für  Königsberg  bequemen  Stellung  am  Himmel.  Er 
benutzte  das  damals  grdsste  li  Rissige  Heliometer  und  verglich 
diesen  Stern  vom  16.  August  1837  bis.  zum  2.  October  1838  wie- 
derholt mit  zwei  benachbarten  Sternen.  Die  erhaltenen  183  Re-' 
sultate  entsprachen  dem  Einfluss  einer  Parallaxe,  diese  ergab  sich 
t=: 0^,3 136  und  die  EntfernifVig  des  Sterns  von  der  Sonne  =667700 
Balbmesserri  der  Erdbahn,  eine  Strecke,  welche  das  Licht  in 
10  Jahren  zuriicklegt  Dieser  Stern  legt  demnach  in  einem  Jahre 
einen  Weg  von  16  Halbmessern  der  Erdbahn  zurflck.  Weil  er  ein 
Doppelstern  ist,  wird  man  küoftig  die  Masse  des  Systems  und 
jedes  einzelnen  Sterns  bestinimen  können.  Das  gefundene  Resiil- 
tat  erweitert  die  Ausdehnung  des  sichtbaren  Weltalls  nogeheiier 
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and  hat  für  die  Wissenschaft   als  besondern  Nutzen  die  Schlrfe 
der  Beobachtungen   dargestettt. 

Während  die  bisher  besprochenen  Abhandlungen  sich  vorr 
zagsweise  mit  den  Planeten  und  Fixstet*0en  beschäftigen,  sind 
die  4.  und  5.  der  Betrachtuns.,  der  Kometen  gewidmet.  Ihre 
Titel  sind: 

Ueber  den  Halley'schen  Kometen,  und 

Von    den    Erscheinungen»    ivelche    der    Haliey'sche 
Komet  gezeigt  hat. 

Mach  der  erstem  babeo  die  Kometen  schon  sehr  froh  die 
Aufmerksamkeit  der  Menschen  auF^sich  gezogen,  allein  Gegen* 
stand  der  astronomischen  Beobachtung  wurden  sie  erst  sehr  spät. 
Miiller  Re^ioniontanus  stellte  zuerst  i.  J.  1472  derartige  an. 
Durch  die  Erklärung  der  Keplerschen  Gesetze  miittelst  Newton*8 
allgemeiner  Anziehung  wurde  Edmund  HaMey  veranlasst ,  die 
vorhandenen  20(Nährigen  Beobachtunffen  von  Kometen  zu  berech- 
nen. Jm  Jahre  1705  machte  er  24  Konieten bahnen  bekannt,  wo« 
bei  jedoch  die  grosse  Axe  und  sosnit  die  Umlaufszeit  nicht  ange- 
geben war.  Drei  derselben,  die  vom  4.  Sept.  1531.,  26;  Ocwr. 
1607«  und  14.  8ept  1682.  stimmten  so  auffallend  in  ihren  Elemen- 
ten unter  einander  liberein,  dass^Hatley  auf  den  Gedanken  ver- 
fiel, es  sei  ein  und  derselbe  mehrmals  erschienene  Komet  Er 
berechnete  hiernach  seine  elliptische  Bahn  und  bestimmte  seine 
Wiederkehr  ftir  das^Ji^r  1764)  voraus.  Diese  Vorausbestimmung 
traf  bekanntlich  zu,*  daher  die  Benennung  dieses  ersten  periodi*^ 
sehen  Kometen  nach  seinem  ersten  Berechner.  Die  drei  Umlaufs- 
zeiten zwischen  den  vier  Erscheinungen  sind  nicht  einander  gleich» 
hetragen  vielmehr  resnective:  76  J.  2  M  ,  74  J.  IOV9.M.,  76  J. 
6^  M.  Die  Unters I  hiede  entspringen  aus '  den  Störungen,  welche 
die  Planeten  auf  den  elliptischen  Lauf  des  Kometen  um  die  Sonne 
ausäben.  Newton  hatte  zwar  die  Bahn  zur  Berechnung  dieser 
Störungen  gebrochen,  Halley  «ie  aber  noch  nicht  hergeleitet. 
Vor  der  Wiederkehr  des  Konieten  im  J.  1759  hatte  Lalande 
nach  Clairaut's  Vorschriften  die  beiden  Umläufe  von  1607—1682 
und  von  1682-— 1759,  mit  Rücksicht  auf  die  Störungen,  neu  be- 
recllnet.  Den  neusten  Umlauf  von  1759 — 1835  haben  mehrere 
Astronomen,  Damoiseau,  Pontecoulant,  Rosenberger  und 
Lehmann  vor  der  Wiederkehr  berechnet  und  bekannt  gemaeht 
Ihjre  Angaben  wichen  thells  mehr,  theils  weniger  von  einan- 
der ab. 

Während  in  der  ersten  dieser  zwei  Abhandlungen  das  Bis- 
herige besprochen  war,  gibt  der  Verfasser  in  der  zweiten  zunächst 
dartiher  Auskunft,  in  wie  fern  der  Komet  in  rein  astronomischer 
Beziehung,  d.  h.  in  Betreff  seiner  Bewegung  den  im  voraus  an- 
gestellten Berec*.nungen  entsprochen  habe.  Rrosenberger's  Ele- 
mente sind  hiemach  den  Beobachtungen  am  nächsten. gekommen. 
Es  folgt  eine  Reihe  von  Beobachtungen  in  Betreff  des  äussern  Ansehens 
des  Kometen,  namentlich  der  Bildung  seines  Schweifes,  mehrere 
t*iguren  dienen  zur  Erläuterung  und  es  werden  diese  Erscheinun- 
gen mit  ähnlichen  verglichen ,'  welche  frühere  Kometen  von  1744, 
1769,  1807,  1811  und  1824  gezeigt  haben.  Der  Verfasser  bat 
zugleich  Messungen  angestellt  und  zwar  so  scharfe,    als  sie  bei 


ilerarligeii  nuAi  gent«  baftr^eiuteJi  Ilimmelskorpern  erlangt  wer- 
den fcQvnra.  £r  «tdJt  emß  Hypotbes«  über  die  £oti$tebqng  der 
Schweife  «-uf,  erwähnt  4er  üist  ganz  veriscbu  jAdeiiden  KraR  der 
Koweieuniaterie,  das  Licht  2u  brecheu,  und  /spricht  über  da9  po* 
larlairt«  laicht  der  Kometen  selbst«  Der  grossere  Theil  dieser 
Ahhamllwng  beschäftigt  sich  mit  dem  äussern  Ansehen  der.  Kome- 
ten, imd  bildet  -daher  picht  mehr  einen  eigentlichen  Gegenstand 
der  Astronomie ;  noch  mehr  ist  diess  bei  den  nun  zu  besprechen* 
den  zwei  Ahhaadlungen  der  Faih 

3.  Deber   die    physische   Besehaffenheit   der    Himr 
melshOrpet. 

15.  Deher  den  Mon^. 

WSlirend  der  Verfasser  in  der  erstem  erwähnt,  dasa  diie 
Kraft  unseres  Anges,  ki  Bezug  auf  die  Erkenntnlss  derHimmcis- 
kOrper,"  eng  begrenzt  sei,  macht  er  zugleich  auf  ansckaniiehe  und 
fassllche  Weise  klar,  wie  auch  fl^r  die  durch  das  Femrohr  ver« 
stärkte  Kraft  eine  oothwendige  Grenze  gesteckt  ist.  Hierauf  zeigt 
er,  was  wir  von  dem  uns  nächsten  Himmelskurper,  dem  Monde 
wiesen,  dass  er  Berge  und  Thäler  hat  und  wie  die  Höhe  der 
erstem  gemessen  worden  ist.  Die\  Arbeiten  Schröters  und 
Lohrmanns  werden  besprochen,  die  Karte  des  erstem  steift 
den  Mond  dar,  wie  er  sich  dem  gehörig  bewaffneten  Auge  zeigt, 
die  des  letztern,  wie  er  wirklich  ist.  Uie  Mondberge  werden^ 
nach  der  Angabe  des  erstem ,  mit  denen  der  Erde  verglichen.  ^ 
Es  wird  durch  Grfinde  dargethan,'  dass  der  Mond  keine  oder*  nur 
eine,  im  Vergleieh  mit  der  Erde  höchst  unbedeutende ,  Atmo* 
sphftre  habe,  so  wie  zugleich  der  Verfasser  die  GrOnde  wider« 
legt,  welche  man  Rir  das  Dasein  einer  Mond -Atmosphäre  anfge* 
stelle  Hat.  Der  Mond  hat  demnach  weder  Luft,  •  noch  Wasser, 
noch  Fever  und  es  kennen  daher  auf  demselben  keine  lebenden 
Wesen,  wie  wir  sie  kennen,  wohnen.  Die  Zeiten 'des  Umlanls 
nnd  der  Axendrehung  des  Mondes  sind  einander  gleich,  weack 
hafb  wir  Btets  nur  die  eine  »Seite  des  Mondes  sehen,  dasselh« 
ist  wahrscheinlich  bei  den  Trabanten  der  übrigen  Planeten  der 
Fall. 

Hierauf  bespricht  der  Verfasser  die  Sonne,  deren  leuchtende 
Bulle  uns  verhindert ,  ihren  festen  Körper  Selbst  kennen  ^ u  ler- 
nen. LOdceo  in  Jener  Hidle  bilden  die  sogenannten  Sonnen^ 
decken.  Manche  Beobachter  wollen  auf  den  Himmelskörpern  vie* 
les  wahrgenommen  haben.,  was  eine  Aehnlichk^t  zwischen  ihn— 
und  der  Erde  darthun  soMte,  4^r  Verfasser  hat  keine  Spar  darmi 
wahrgenommen  and  führt  einige  Beispiele  an;  dag^ea  hebt  sr 
die  Aehnlichkeit,  welche  wabrscheinlieh  zwischen  dem  Mars  Mid 
der.  Eirde  stattfindet j  besonders  hervor«  '  Während  man  durch 
blosses  Beschauen  nur  wenig  von  den  Planeten  erfahren  kanp, 
zeigt  der  Vlbrfa^ser,  wie  man  mittelst  der  Beobachtung  ihrer  Tra- 
banten ihre ,  Masse  und ,  durch  Verbindung  derselben  mit  flbrer 
Grösse,  ihre  Dichtigkeit  bestimmen  kann. 

Die  ikbhandinng  „Ceber  den  Mond''  Verdankt  ihre  Entsiie^ 
hnng  dem  JEnscheinen  der  Karte  von  Beer  upd  Mä(dler.  DVb 
ungleichförmige  Bewegung  des  Mondes  in  seiner'  Bahn  und 
seine  gleichförmige  Azenctrehung  wmlen  besprochen,  wie 
auch  die  Gründe,  wesshalb  beide  von  gleicher  Dauer  sind.    Aus 
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der  Vereinigung  beider  Bewe^nsen  entspringen  scheinbare 
Schvranicnngen  des  Mondes,  in  Folge  deren  wir  etivas  mehr 
als  seine  halbe  Oberfläche  zu  sehen  bekommen.  Der  erste  Me- 
ridian des  Mondes  wird  erklärt  und  ausserdem  gezeigt,  warum 
nothwendig  seine  kugelförmige  Oberfläche  auf  eine  Ebene  proji- 
cirt  werden  muss.  üer  Verfasser  zeigt,  was  möglicherweise  auf 
einer  Karte  vom  Monde  dargestellt  werden  kann  hnd  iieweist  aus- 
f&hriicher  als  oben ,  dass  man  keine  Atmosphäre  auf  demiselben 
annehmen  könne.  Er  gibt  hierauf  eine  Ueberslcht  dessen,  was 
diese  Karte  oebst  dem  sie  begleitendea  Werke  Qlierv  die  Ober- 
fläche des  Mondes  gelehrt  haben,  als  die  Hohen  der  Berge,  die 
Bildungen  der  letztern,  die  Rinsgebirge  und  Crater.  Die  beiden 
letztern  hat  man  „als  die  Ueberreste  von  Aufblähungen  anzu- 
„sehen,  welche  die  Oherfläche  des  Mondes  im  mehr  oder  weni- 
,,ger  flOssigem  Zustande*  erfahren  hat.*'  Eine  fast  wörtlich  gleich- 
lautende Erklärung  vernahmen  wir  Vorjahren  aus  dem  Munde  des 
genialen  Schinkel. 

Ausser  der  Craterforra  gibt  es  auf  dem  Monde  unsem  Alpen 
ähnliche  Gebilde,  die  Längenthäler  fehlen  aber  durchaus.  Ein- 
zelne Theile  des  Mondes  haben  verschiedene  Lichtstärken,  für 
die  so  genannten  Rillen  weiss  der  Verfasser  keine  Erklärung  zu 
geben.  Er  schliesst  diese  Abhandlung  mit  der  Erwähnung  der 
grossen  Steilheit.,  und  Rauhigkeit  der  Mondberge  und  ihrer  Un- 
Veränderlichkeit. 

Die  nun  zu  hesprechende  Abhandlung ,  im  Werke  die  zweite,  hat 
den  Titel:  (Jeher  das,^was  uns  die  Astronomie  von  der  Ge- 
stalt  und  dem  Innern  der  Erde  lehrt  Der  Verf.  erklärt  zu- 
nächst .diejenige  Oberfläche  der  Erde,  von  welcher  in  astronomi- 
scher Beziehung  allein  ^ie  Rede  sein  kann  und  wonach  man  sich 
die  Erde  als  mit  einer  stillstehenden  Wa^sermenge  bedeckt  vor- 
zustellen hat.  Aus  zwei  Ursachen  ist  die  Gestalt  der  Erde  her- 
vorgegangen, aus  der  allgemeinen  Anziehung  oder  dpr  Schwere 
nna  der  Axendrehung.  Wie  aus  beiden  eine  abgeplattete  Gestalt 
hervorgehen  rousste,  wird  klar  gemacht;  Newton  hat  es  zuerst 
bewiesen.    Dieser  fand,   indem,  er  die  Erde  fiberall  gleich  dicht 

annahm,    die  Abplattung  =ö!in^    wogegen  diese  nur  =g^    ^ein 

wflrde,  wenn  in  der  Nähe  des  Mittelpunkts  der  Erde  die  Dichtig- 
keit ihren  allererussteii  Werth  hätte.  Diese  Grenzwerthe  konnte 
man  durch  Recnuunff  ünden ,  die  Beobachtung  musste  den  wirk- 
lichen Werth  der  ikbpiattung  ergeben  und  aus  dieser  kann  man, 
mittelst  obiger  Zahlen,  auf  das  wirkliche  Verhältniss  der  Dichtig- 
keit im  Innern  der  Erde  schliessen, 

^  Na'*.h  Clairaut  sollte  man  die  Zunahme  der  Schwere  vom 
Aequator  bis  zu  den  Polen  mittelst  Pendelschwingungen  bestim- 
men, aus  dergleichen  Versuchen  an  verschiedenen  Punktete  wurde 

eine  Abplattung  =^>q    hergeleitet.     Diese   erste  Methode,    die, 

letztere  durch  Beobachtungen  zu  finden,  bedarf  astronomischer 
Zeitbestimmungen,  um  die  Dauer  der  Schwingungen  zu  ermitteln. 
Die  zweite  Methode  beruht  auf  astronomischen  ßeobachtnngen 
des  Mondes.  Dieser  wird,  wie  wir  bereits  envähnt  haben,  anaers 
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diirch  eine  klif^elföiniige  Erde,  als  durch  eine  abgeplattete  itnge- 
zogen.  Die  unter  der  ersten  Voraussetzung  nngestelUe  Berecfa« 
nvng  seine«  Laufes  kann  niebt  mit  deo  Beobacntongen  fiberein« 
sHmoien.  Laplace  fand  durch  die  bereits  erwähnte  Nutation  etbe 

Abplattnag  =^Qg*  I^'^  dritte  Methode  besteht  in  einer  wirkli- 
chen Messung  auf  d^r  Erdoberflftche,  einer  so  genannten  Grad- 
messung. Diese  wird  beschrieben  und  es  wird  eine  kurze  Ueber- 
sicht  der  verschiedenen  Gradmesejungen  gegeben.  Die  grosse, 
französische  unterwirft  der  Verfasser  einer  scharfen  Kritik  uhd 
zeigt,  dass  die  erst  nach  der  Aufstellung  des  Meters  ausgeflBhr- 
ten  Gradmessungeu  die  Lfinge  des Erdqoadranten  genauerkennen 
gelehrt  haben.  Nach  dem  von  B  es  sei  hergeleiteten  Resultate 
aller  bisherigen  Gradmessungen  kann  man  keine  regehnfissige  Fi- 
gur  der  Erde  angeben,  welche  sie  alle  zugleich  erklärte.  Die 
fibrig  bleibenden  Unterschiede  deuten  Unregelmässigkeiten  in  der 
Figur  der  Oberfläche  an,  welche  auf  eine  unregelmässige. Verthel- 
lung  der  Massen  von  verschiedener  Dichtigkeit' im  Innern  schlies- 
sen  lassen.  Jede  einzelne  Gradmessung  ergibt  die  Krümmung 
eines  Stuckes  der  unregelmässig  geformten  Oberfläche,  nicht 
aber^  wie  man  früher  erwartete,  die  Gestalt  ihrer  ganzen  regel- 
inässieen  Oberfläche.  Die  von  Bensei  aus  alten*  Gradraessungen 
hergeteitete'  mittlere    Grundform    der  Erde    hat    eine  Abplattung 

von  dieser  mittlem  Oberfläche  weicht  die  wirkliche  bald 


nach  innen,  bald  nach  aussen  ab.  Am  Schluss  der  Abhandlung 
werden  die  Instrumente  und  Operationen  bei  einer  Gradmessung 
beschrieben. 

Die  8.  Abhandlung  hat  die  Ueberschrift:  Ueber  Mass  und 
Gewicht  im  Allgemeinen  und  das  Preussische  Längen- 
maass  im  Besondern. 

Es  werden  zunächst  die  bestimmten  Masse  verschiedener 
Länder  besprochen  und  wir  erfahren ,  wie  schwierig  ein  gemein- 
sehaftliches  überall  einzufiihren  sei.  Drei  Urmasse,  ein  Läugen- 
roass,  ein  Mass  för  flCssige  Körper  und  Getreide  und  eines  fiäc 
Gewichte  sind  erforderlich ,  um  ein  Maässsystem  festzusetzen, 
dieses  nuss  bestimmt  und  uBveränderlicb  sein.  Jm  J.  1734«,  als 
Bouguer  und  Condamine  unter  dem  Aequator,  Maupertnis 
aller  unter  den  Polarkreise  eine  Gradmessuug  ausführen  sollten, 
worden  hierzu  zwei  Exemplare  der  Toise  von  Eisen  angefertigt 
Das  eine  derselben  wurde  später  durch  Schiffbruch  beschädigt, 
das  andere  kam  unversehrt  zurück  und  wird  die  Toise  de  Perou 
genannt.  Dieselbe  stellt  die  Einheit*  des  franzosischen  Längen- 
nasses  bei  13^  R.  dar.  In  England  hatte  man  bis  1758  ein  aus 
den  Zelten  der  Elisabeth  herrfihrendes  Exemplar  der  dortigen, 
Tard  genannten,  Längeneinheit.  Dasselbe  bestand  aus  Messing 
und  da  man  es  im  J.  1/58  als  unvollkommen  erkannte,  verfertigte 
Bird  ein  neues  Umass,  den  Standard  Yard  1757.  Dasselbe 
ward  erstjm  J.  1824  fär  die  gesetzmässige  Längeneinheit  erklärt, 
war  aber,  wie  Bally  im  J.  1834  fand,  zur  Regulimng  anderer 
Masse  nicht  geeignet,  wesshalb  sein  Untergang  beim  Brande  det 
Parlamentshäuser  nicht  zu  beklagen  ist 
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Der  VetfiiBcier  kritisirt  hier»  vvi«  tu  der  voiWff^heiiden  Al^ 
hanillviig,  dft«  der  Erdmedsung  entnommene  netnecbe  System 
der  Fraoseeee  and  ^spricht  sieh  fii»erbauf»t  gegen  eie  derartig«« 
Naiur  •  und  Ureinee  eii&.  Aehnlieh  verbw  es  sick  wit  dem  Na- 
turina^se ,  welches  der  Länge  des  SecundenpendcJs  zu  entnehmen 
wäre.-  Den  erstea  Vorschlag  hierzu  hatte  Huygens  berette  in 
der  Mitte  des  17.  Jahrhooderto  j^emacht  Damale  wusste  man  noch 
nichts  von  der  Verschiedenheit  dieser  Länge  ao  verschiedenen 
Orten  der  Erde^  eine  Fblge  der  Abplattung»  die  ^gefundene  Länge 
hätte  also  nur  für  Einen  Ort  Gültigkeit  eehabt  Wenn  i^äter 
Bor  da  und  Kater  die  Länge  des  Peedels  bestimmt  haben^  eo 
zeigt  Bessei  die  Fehler  dieser  Bestimmungen  nach,  indeni  die 
mangelhafte  Schärfe  der  Schneide  und  der  \Viderstand  der  Luft 
nicht  berücJcsichtigt  worden  waren^  Der  Verfasser  erklärt  sieb 
demnach  gegen  ein  Urmass ,  welches  zu  einer  von  der  Natur  ge- 
gebene!) Länge  ein  bestimmtes  Verbal tniss  haben  soll,  weil  man 
diese  nie  mit  absolutier  Genauigkeit  bestimmen  kann.  Er  verlangt 
aber,  dass  ein  einzuführendes  jMass 

1)  völlig  unzweideutig-gemacht  werde, 

2)  durch  jedes  Erfolg  verheissende  Mittel  erhalten  werde, 

3)  dass 'Mittel  ergriffen  werden,   mvglicbet  vollkoamene  Co* 
pien  mit  mßglichst  groe^ter  Leiehtigkeiit  erhalien  tut.  kennen. 

Hierauf  bespricht  der  Verfasser  epeciell  eeine  Arbeiten^  in 
Betreff  der  Regulirung  des  preussischen  Längenmasses  im  Jahre 
t835.  Bei  der  Erklärung  dessettien  Im  J.  J8T6  waren  einige  Un- 
bestimmtheiten fibrig  geblieben,  statt  des  damaligen  Urmasses  ist 
ein  neues  angefertigt  worden,  welches  gegen  Abnutzung  und  Be- 
schädigung gesichert  ist,  leicht  übertragen  ^verden  kann  und  un- 
verändert oleiben  muss.  Dasselbe  verbsft  sich  zum  franzusischeu 
wie  139,13:144,  diese  Zaiblen  sind  das  Resultat  48  einzelner  Mes^ 
sungen,    welche  so  gut  mit  einander  Obereinstinimen ,    dass  der 

mittlere  Fehler  nur  öTfioö  l^iQie    beträgt..     Zur  Yergleicbung    bat 

eine  von  Fort  in  Terfertigte  €opie  der  Teiee  de  Pero«  gedient, 
welehe  Arago  und  Zalirtmann  mit  dem  Orfgjinal  vergtichen  haben^ 
Der  Apparat,  wetdier  zurVerglercbuiig  von  Cepien  mit  dem  von  Ba«* 
mann  verfertiglen  preussisdnen  C3rmasse  «dient,  so  wie  die  Ope^ 
rafion  der  Vergleichung  wird  beschrieben.  Besonders  schwierig 
war  es  hierbei^  die  erforderliche  beständige  Temperatur  herzu- 
stellen. Die  dänische  Regierung  hat  bereits  dasselbe  Maae  in 
ihrem  Lande  elngefilhi^. 

Die  6«  Abhandlung  iet  betitelt; 

Ueber  f'iut  und  Ebbe. 

Dies^  Erscheinung  sab  man  vor  Newton  als  ein  Zeipfaeii 
des  Lebens  der  Erde  an,  die  allgemeine  Anziehung  des  letztern 
setzt  une  in  den  Stand,  Jahrhunderte  lang  vorauszubestimmen» 
wann  an  einem  gegebenen  Ta|i;e  und  bis  zu  welcher  H5he 
eine  Flut  eintreten  muss.  If  ewten's  Naturlehre  buit  die  Flut  und 
Ebbe  Ton  aUem  Wunderbaren  entkleidet  und  In  den  Kreis  d«s 
Notbwendigen   zurückgeführt    Di^  ganze   Erscheinung   wird» 


155 

ihrer  Dauer  und  ihrem  Verlauf  naoh,  beschriebeil  and  Figunro 
dienen  rar  Brlftnternn^.  Auf  einer  idealen^  ganz  mit  Wasser  be« 
deckten  Ercle  vrürde  der  Verlauf  ein  anderer  sein ,  als  er  auf  der 
wirklichen  £rde  Ist.  Im  erstem  Falle  wdrde  jedes  Viertel  der 
Erde,  welches  Fiat  bat,  etwa  lüO  Cubiknf eilen  Wasser  mehr  ent* 
halten ,  als  jedes  Ebbe  habende  Viertel.  Üer  grossere  Tkeil  dev 
StrCmong  vsn  Osten  gegen  Westen,  welche^  das  Meer  hat,  ist 
▼ermutblich  der  Flut  und  Ebbe  zuzuschreiben,  der  andere  Thefi 
mnss  Unterschieden  der  Temperatur  zugeschrieben  werden*  Die 
einzelnen'  Csntinente  verändern  die  Richtungen  der  Strihmingett, 
aber  umgekehrt  lusen  diese  Theile  der  einzelnen  Küsten  ab  und 
Terändern  so  ihre  Gestalt  Die  Form  der  Küsten  wirken  auf  die 
Zeit  und  Höbe  der  Flut  ein,  welche  Einwirkung  nicht  mehr  be- 
rechnet werden  kann;  hier  muss  die  Beobachtung  zu  Hülfe  gezo- 
gen werden.  0er  Erfahrung  zufolge  ist  Höhe  und  Zelt  der  Flut 
vom  Stande  des  Mondes  gegen  die  Sonne  und  Erde^  sowohl  der 
Richtung  als  Entfernung  nach,  abhängig.  Die  Flut  und  Ebbe 
zeigt  sich  gar  nicht  oder  nur  unbedeutend  in  kleinen  eingeschlos- 
senen Meeren,  vielmehr  nur  im  Weltmeere,  und  die  Franzosen 
und  Engländer  haben  in  diesem  eigene  Thürme  zur  Beobachtuns 
dieser  Erscheinung  erbaui.  Das  von  diesen  gelieferte  Material 
dient  zum  Beweise  der  aus  Newton's  Lehre  der  Schwere  gezo- 
genen Folgerungen«.  —  Zur  Erklärung  der  mechanischen  Gesetze, 
weiche  die  Flut  und  Ebbe  befolgen,  erklärt  der  Verfasser  auf 
kurze  Weise  die  Kräfte,  ihre  Richtungen»  Zusammensetzuii&;  und 
erwähnt  der  Reibung.   Mittelst  dieser  vorausgeschickten  Erklärun- 

Sen  seiet  derselbe  deutlich  die  Wirkung  der  Sonne  und  des  Mon- 
as aui  die  Erde  und  ihre  flüssige  HpHe»  eben  so  erhält  man 
eine  deutliche  Vorstellung  von  der  geringen  Einwirkung  der  mäch- 
tigen Sonne  auf  diese  Erscheinung,  im  Vergleich  mit  der  des  weit 
kleinern  Mondes,  weil  hierbei  bauptsSchlich  der  Unterschied  der 
Entfernungen  in  Betracht  kommt  Die  Wirkung  der  Sonne  beträgt 
nur  5^6  ^'^^  ^®'  d^^  Mondes»  beide  erfolgen  zugleich  beim  P^eu- 
nnd  Vollmonde  und  es  ei\tstehen  so  die  srussten  Fluten;  bei  den 
Mondvierteln  trifft  die  Flut  des  einen  Körpers  mit  der  Ebbe  des 
andern  zusainmen  und  daher  ist  hier  die  erstere  am  kleibsten. 
Besonders  beim  Monde  ist  auch  sein  AJ)stand  von  der  Erde  in 
Betracht  zu  ziehen.  Die  oben  erwähnten  Thürme  liefern,  gleich 
den  Sternwarten,  Mfiteriali^n  zur  Berichtigung  unserer  Kenntaiss 
vom  Lauf  und  der  Masse  der  Sonne  und  (fes  Mondes.  Nach  La- 
place^s  Bestimmungen  befindet  sich  das  Meer  im  Gleichgewicht, 
eine  Ueberschwemmung  des  Festlandes  ist  daher  nicht  zu  besorgen. 

Di«  Ceberscbrift  der  13.  Abhandlung  „Gleichgewicht  und 
Bewegung*'  erregte  uns  Zweifel,  ob  über  diesen  Gegenstand 
ein  Ar  Düettante«  deutlicber  und  unterhaltender  Vortrag  gehal* 
ten  werd#n^  kitnne ;  der  geniale  Verfasser  hat  aber  bdde  Sckwie- 
nffkeitea  überwunden.  Er  etklftrt  zonäcbst  die  Ki^aft, -welche 
fW  nur  durch  ihrd  Wirkung  erkennen,  so  wie  diese  auch  ihre 
.Grosse  bestimmt.  Indem  die  Wirkung  einer  bestimmte»  Kraft  als 
Einheit  angcaommen  wird,  kaaa  man  jede  andere  Kraft  durch  eine 
Zahl  ausdrücken  und  so  die  Betrachtung  der  Krftfie  sum  Geaunh 
stand  der  Mathematik  machen,  fiei  dieser  Gelegenheit  scfaitdert 
der  Verfasser  die   Kraft  der    neuern  Mathematik  und  zeigt  den 
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grossen,  durch  Decartes  herbeigeführt«»,  Fortschritt  von  Uer 
altern  zur  neuern  um  so  deutlicher,  als  er  ein  passendes  Beispiel 
anfiihrt.nnd  be<»prieht.  Et  deutet  ao,^  wie  die  Aufsuchung  der, 
jeder  Frage  angemessenen,  mathematischen  Operation  xnr  Ent- 
deckung der  Analyse  des  Unendlichen  durch  Newton  and 
Leibnitz  gei'übrt  hat  und  wie  in  der  neusten  Zeit  ein  besonde- 
rer Zweig  der  Mathematik,  der  mathematisehe  Calcfil.  ent- 
standen ist  Nach  diesen  und  mehrern  andern  nicht  unmitteibar 
cur  Sache  gehörenden  Betrachtungen  kehrt  der  Verfasser  zur 
Mechanik  zurOek  and  erklärt  die  Masse,  die  bewegende  Kraft 
and  da&  Gleichgewicht. 

Archimedes  ging  vom  Gleichgewicht  der  gleicliarniigen 
Wage  aus,  Galilei  und  seine  Nachfolger  vom  Parallelogramm 
der  Kräfte,  Johann  Bernoulli  fSgte  diesem  den  Grundsatz  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  hinzu,  dessen  Wahrheit  Lagrange 
auf  einfache .  Weise  bewiesen  hat.  Dieser  Grundsatz  hat  den 
grossten  Nutzen  für  die  Vervollkommnung  der  Lehre  vom  Gleich- 
gewicht —  der  8tatik.  Einige  hervorragende  Sätze  dieser  Lehre 
werden  angeführt,  namentlich  der  Schwerpunkt  und  die  Figuren 
der  Kurper,  z.  B.  die  Figur  der  Erde  und  die  Anziehung  ein^^r 
Kugel  auf  Punkte,  welche  inner-  oder  ausserhalb  derselben  lie- 
gen. Findet  kein  Gleichgewicht  unter  den  auf  einen  Kurper  ein- 
wirkenden Kräften  statt,  so  wird  dieser,  wenn  er  ruht,  sich  zu 
bewegen  anfangen  und  wenn  er  sich  bereits  bewegt,  seine  Ge- 
schwindigkeit, oder  Richtung  oder  beide  zugleich  änder>o.  Durch 
d'Alembert's  Grundsatz,  wonach  die  Kräfte,  welche  die  verlo- 
renen oder  gewonnenen  Bewegungen  der  einzelnen  Massentheite 
irgend  eines  Systems  zu  erzeugen  fähig  sind,  unter  einander  im 
Gleichgewicht  stehen,  werden  die  Aufgaben  der  /Lehre  von  der 
Bewegung —"  der  Dynamik  —  auf  die  Statik  zurückgeführt.  Spe- 
ciell  beeiprochen  und  durch  interessante  Beispiele  erläutert  wird 
das  Gesetz  der  Bewegung  des  Schwerpunktes,  das  Gesetz  der 
Winkelflächen  und  das  Gesetz  der  lebendigen  Kraft.  Das  letztere 
gibt  dem  Verfasser  Gelegenheit,  des  perpetuummobile'zu 
erwähnen  und  die  Fruchtlosigkeit,  dasselbe  zu  suchen,  aus  ein- 
ander zu  setzen.  Die  Aufgabe  der  Mechanik  ist  erftlllt,  wenn  sie 
jede  Frage  hinsichtlich  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  in 
eine  bestimmte  Forderung  verwandelt  hat,  welche  der  mathema- 
tische Calcöl  erfüllen  inuss.  So  weit  es  diesem  nach  seinen  neu- 
sten Fortschritten  möglich  ist,  erfüllt  er  seine  Aufgabe,  die  Me- 
chanik aber  hat  die  ihrige  ganz  erfOllt. 

Die  10.  Abhandlung  ist  überschrieben:  Ueber  Wahrschein- 
liohkeits-Rechnung«  Es  wird  zunächst  gezeigt,  was  man  für  ge- 
wiss oder  fär  wahrscheiolich  zu  halten  habe;  im  gemeinen 
Leben  wird  beides  bisweilen  mit  einander  verwechselt.  Die  ganze 
Theorie  der  Wahrscheinlichkeiten  beruht  auf  dem  sogenannten 
Zufalle;  ait  «inem  Beispiele  wird  erläutert«  welchen  Sinn  man 
mit  diesem  Worte  verbindet.  Man  hat  Mittel  gesucht,  die  Soge- 
nannten Znialle  im  Allgemeinen  zu  beuttheilen,  Jacob  Ber« 
nonlii  brach  in  seinem  1713  herausgegebenen  Werke  „ars  con- 
jectandi**  die  Bahii,  Laplace  hat  in  seinem  grossen  Werke  die 
.▼ielfliltigen  spätem  Untersuchudgen  der  Mathematiker  vor  Augen 
gelegt. 
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Em  Wfirfel  diest  dem  Verfasser  ab  Brnpiel^  an  das 
Maas  der  Wahrscheinliclikeiten  zu  erläutern  und  zu  zeigen«  wie 
man  ans  der  BeobaeJituiig '  auf  die  BeschaCenlieit  der  Ursache 
aehiiesseii  kaan.  Ein  andres  Beispiel  dient  daz)i  zu  zeigen»  wie 
mao  die  Wahracheinliclilceit  eines  Ereigaisaes  bestimmt  ange- 
ben ond  von  dieser  Angabe  Anwendung  machen  kann.  Mit  der 
Anzahl  der  zu  Grunde  gelegten  Beobachtungen  nimmt  das  be- 
(»timmte  Mass  der  WahrscheinKchkeit  an  Riehtiakeit  zu  und  zu- 
letzt wird  der  wahrscheinliche  Fehler  so  klein,  dass  das  heraas* 
gebrachte  Verhäitauis  nicht  mehr  merkiieb'  von  der  Wahrheit 
abweicht.  Dagegen  wird  durch  Beispiele  gezeigt,  wie  man  OUscb- 
fich  ein  Ereigniss  für  wahrscheinlich  haKen  konnte,  weil  die  za 
Grande  liegenden  Beobachtungen  nicht  richtig  angestellt  waren« 

Durch '  die  astronomischen  Beobachtungen  erhält  man  nie 
den  wahren,  sondern  nur  den  wahr6cheinlichen  Werth  und  dieje- 
nige Bestimm  uns  desselben  Gegenstände^  ist  die  beste,  aeren 
wahfscheinlicner  Fehler  am  kleinsten,  deren  Wahrschein- 
lichkeit also  am  griissten  ist.  Die  Wahrscbeii.lichkeits- Rech- 
nung hat  gelehrt,  mittelst  beliebig  vieler  Beobachtungen  eines 
Himmelskörpers  seiue^  beste  Bahn  zu  bestimmen,  vorher  hing 
dieas  von  der  Geschicklichkeit  dcfs  Rechners  ab.  Dieselbe  Rech- 
nung lehrt  die  Unsich-erfaeit  des  gewonnenen  Resultats  kennen 
und  diese  dient  theils  dazu,  unter  verschiedenen  Resultaten  das 
beste  auszuwählen,  theils  zu  beurthetlen,  wie  weit  man  dem  Re- 
salti^e  vertrauen  dfirfe.  Die  Anwendung  der  Wahrscheinlichkelts* 
Rechnnna  auf  die  astronomischen  Beobacbtunaen  hat  auch  Au* 
griffe  erlitten,  welche  der  Verfasser  mit^  gevilchtigen  Gi finden 
zurückweist,  so  wie  er*  auch  den  Chrund  angibt,  warum  er  diese 
Betrachtungen  nicht  aul  andere  WisaenschaRen  angewandt  hatl 

Die    letzte   Abhandlung,    welche   wir    zu    besprechen   haben, 
.ist  die  9.,  ihr  Titel  ist:  Ueber  den  MägYi^tismus  der  Erde. 

Diese  Abhandlung  ist  die  einzige»  deren  Tbatsacheo  ohne 
Beiträgt  des  Verfassers  sind ,  wie  er  selbst  am  Eingange  ermähnt. 
Die  Anziehungskraft  und  Polarität  der  magnetischen  Kör- 
per, die  magnetische  Abweichung  oder  Declination  und  die 
Neigung  oder  Inclinatiön,  wie  auch  der  magnetische  Meri-* 
d lau  werden  erklärt.  Die  Declination  hat  Columbus,  die  In- 
clinatiou  Robert  Norman  entdeckt,  beide  sind  Wirkungen  der 
magnetischen  Kraft  der  Erde.  Beide  Erscheinungen  sind  an 
/  verscliiedenen  Orten  der  Erde,  sowohl  während  eines  Tages  als 
während  grosserer  Zelträume,  verschieden.  Diese  Verschieden- 
heit kann  zur  Auffindung  der  geoi^raphischen  Länge  auf  dem 
Meere  dienen,  wesshalb  Edmunrf  Hall ey  bereits  - 1700  eine 
Karte  fOr  die  Abweichun<s;en,  Wilcke  1768  eine  ähnliche  für  die 
Neigungen  an  den  einzelneu  Punkten  auf  dem  Meere  entwarf. 

Zua  Richtung  der  magnetischen  Kraft  kommt  noch  ihre 
Stärke  oder  Intensität,  welche  zuerst  Humboldt  an  vielen 
Puakten  der  Erde  bestimmt  hat.  Mehrere  namentlich  aufgeftihrte 
Reisenden  haben  «päter  derartige  Untersuchungen  angestellt. 
Auch  die  Intensität  hat  an  einzelnen  Punkten  der  Erde  verschie* 
dene  Werthe,  welche  ihan  mittelst  Karten  anschaulich  gemacht 
hat. 


IM 

Nar  in  Bezug  aaf  die  Deeilniltion  bat  man  bis  jetxt  die  tag« 
tiohe  Verttndemng  des  magnetiscben  Zastaiides  der  Erde  unter- 
stKibt,    dieselbe  ist  von  8   ubr  Morsens  bi«  1  Uhr  Mittags  am 

K lasten  im  April »  etwa  16',  am  kleinsten  im  December.    Diese 
snitate  verdatikt  die  Wissenscbad  Gauss,  «reicher  einen  eige« 
nen  Apparat  eu  diesem  Behuf  constmirt  bat.    Ausser  diesen  re* 

Selmfissigen  VerSndeningeo  treten  andere  plötzlich,  und  zwar  an 
en  verschiedensten  Orten  der  Erde  gleichseitig,  ein«  Diese  su 
erforechen,  hatte  Humboldt  bereits  1806  und  1807  gleichzeitige 
^  Beobachtungen  an  verschiedenen  Orten  veranlasst,  die  Zeitum- 
stände brachten  diese  is's  Stocken.  Arago  fand  durch  ähnliche 
Beobachtungen  unter  anderm  eitten  Einfluss  der  Nordlichter  auf 
die  Magnetnadel  und  ewar  einen  gleichseitigen  in  Paris  und  Casan. 
Humboldt  rief  von  1828 — 1830  aufs  neue  gleichzeitige  Beobacb- 
tungeiuan  6  Orten  ins  Leben,  allein  an  Genauigkeit  wurden  die 
'  bisherigen  Beobachtungen  bei  weitem  durch  diejenigen  tibertroffen, 
welche  von  1836  an  Gauss  an  verschiedenen  Orten  mittelst  des 
bereits  erwähnten  Apparates  herbeiführte.  Die  Gleichzeitig- 
keit dieser  Veränderungen  ist  nun  durch  unzählige  Beobachtung* 
fen,  welche  an  den  verschiedensten  Orten  scharf  angestellt  wor- 
en  sind,  bestätigt. 

Wie  man  sich  die  Wirksamkeit  der  magnetischen  Kraft  in 
einer  Nadel  zu  denken,  damit  jedes  Theilchen  der  letztern  wie- 
der einen  besondern  Magneten  bilde  und  diese  Kraft  diir<ih  Kunst 
hervorgerufen  werde,  wird  ansfibhrlicb  besprochen.  Wir  «erfahren» 
dass  die  magnetische  Kraft  wie  die  Schwere  dem  Quadrat  der 
Entfernung  umgekehrt  proportional  sei;  diess  haben  Coulomb» 
Hansteen  und  be^onoers  vollständig  Gauss  durch  Versuche 
dargethan.  Hieraus  folgt  die  Wirkung  eines  tnagnetischen  Kor- 
pers und  sein  soscenannter  freier  Magnetismus.  Diesen  wird 
man  schwerlich  jemals  auf  geradem  Wege  durch  Rechnung  an 
jedem  Punkte  der  Erde  kennen  lernen ,  die  Erscheinungen ,  unter- 
stfitzt durch  das  Gesetz,  mfisseu  uns  dahin  föhren. 

In  der  Astronomie  suchte  man,  ehe  man  die  Erklärung 
einer  Erscheinung  geben  konnte,  ihren  Grund  zu  errathen.'  Co- 
p  er  nie  US,  Kepler  und  Newton  folgen  auf  einander,  dieser 
erklärte  die  Bewegung  der  Himmelskörper.  Eben  so  dachten  sich 
Euler  und  Tobias  Mayer,  zur  ErKlaning  der  magnetischen 
Erscheinungen,  einen  in  cier  Erde  befindlichen  Magneten.  Han- 
steen .nahm,  nachdem  die  Erscheinungen  vervielfältigt  waren, 
deren  zwei  an.  Gauss  verlfisst  .alle  Annahmen  und  bestimiiit 
die  unzweideutigen  Bedingungen,  denen  das  Hervortreten  der 
magnetischen  Kraft  auf  der  Oberfläche  der  Erde  durch  ihr  Gesetz 
selbst  unterworfen  ist.  Diese  Erklärung  oder,  astronomisch  zu 
sprechen,  diese  Elemente  gelten  nur  fSr  eine  bestimmte  Zeit, 
Gauss  selbst  hat  sie  mit  103  beobachteten  Declinationen,  102  In- 
clinationen  und  95  Intensitäten  verglichen,  Erman  hat  auf  zwei 
.  Karten  derartige  Vergleichungen  In  Bezug  auf  Declination  darge- 
stellt. Am  Schluss  der  Abhandlung  werden  die  vielfachen  Un- 
tersuchungen, welche  Gauss  in  Gemeinschaft  mit  tVllbelni 
Weber  über  den  Magnetisrnns  angestellt  bat,  besprochen. 


IM 


Hiermit  ist  meine  Aolgabe»  den  lohalt  dieses  Werkes  in 
Auszügen  anxiideuten,  beendet;  sollte  dkse  Darstelfung  dazn  die- 
nen, dem  trefflichen  Werke  manchen  Leser  zuzuwenden,  so  würde 
ich  idieh  vollkommen  belohnt  fühlen.  Die  Erinnerung  an  den  g#f 
nialen  Verfasser  wird,  dadurch  in  jedem  Leser  erweckt-  und  rege 
erbalten  werden. 


\ 


IK^nonstratlon  des   fornmles  de  Hr. 
Gauss  dans  la  Trigronoiii^trie  sphi^- 

liqne. 

Psr 

Blonsiear  F.  Arndt, 

^  Doctoar  en,  i^hilotophie   ^Stralsuad. 


On  sait,  que  les  relations  entre  les  six  parties  d'un  triangle 
spbiSrique,  connues  sous  le  nom  de  Celles  de  Mr.  Gaus8|,  ont  et^ 
d^daites  fr^queinment  des  analogies  de  Neper;  mais  Celles -ci 
resultant  de  eelles-lä  par  une  simple  division,  il  est,  ce  roe 
s«inble,  plus  uaturel,  de  deroontrer  les  formales  de  Mr.  Gauss 
Sans  avoir  reconrs  aux  analogies  de  Neper.  II  e^t  vrai  quelques 
auteurs  ont  donn^  des  demonstrations  airectes  de  ceJs  formales; 
mais  toutes  ces  dämonstrations  r/i^t^nt  pas  assez  courtes  pour  un 
objet  si  ölenientaire,  j*ai  jugö  utile  de   doniier  Ici  la  mieune. 

En  d^signant  les  trois  cdt^sdu  triangle  sph^rique  par  a,  A, 
c;  les  angles  oppos^s  resp.  par  A,  ß,  C>  la  formule  connne 
€08a=cos6  Gosc  4-  s'i^b  sine  co»A  donne 

"  cosa= 008(6— c)  — 28in6sinc  sin.^A^y 

1 
cosa = cos  (/>+  c)  +  2sin6  sine  pos  a  ^'  • 

Ajontez  d*une  part  chaque  membre  de  ces  ^qnations  k  Tunit^,  et 
le  soustcayex  d'autre  de  celle-ci,  faisant  usage  des  formules 


•    IfiO 

2 cos  5-a*=l  +  cos«,  2sin  5- a*=  1  —cos« 


vons  anrez 


[1]  • ...  cos 5-  «•  =  cos  s*  (Ä  —  c)* — sin6  sincsio  5- il*  > 

II  1 

[2] sin  5-  a*  =  isin  ^  (6  — <?)•  +  sinA^sin  csin  -^A^  » 

11  1 

[3] ....  cos  ^  a*  =  cos  o  (^  -f  ^)*  "t"  sinA  sine  cos  »-  ^*  » 

[4] .....  cos  ö  ^*  =  *'*'*  o  (^ +0*  — *****  sine  cos  « -^  • 

Au  moyen  de  l'^quation  cosi4=— oosAcosC-f-sinAsinCcosa,  ou 
bien  des  ^quations  pr^^^dentes,  en  changeant  les  quantiti^s  er,  6, 
c,  A  m  les  suppi^menls  IBO^^^I,  180(>— &,  180o~C,  U^— a,  on 
troavera  les  qaatre  suivantes: 

[1'] sinjv-^l^z^coSrtC^— O*— '»"nÄsinCcosn-a*, 

[2'].,..cbs5-  2l«=sin  2:(^-C)*4-  sHiBsinCcos-a«, 

II'  1 

[3'] ....  sin  2  ^*  =  cos  5-  (Ä  +  O«  +  sini?sin  Csin  ;j  a« , 

11  1 

[4']  ....co8g-2l*=sin  5-(Ä+C)* — sinAsinCsinö-a^.i 

•  •  ^ 

C'est  par  une  simple  combinaison  de  ces  huit  equatlons  qu'on 
obtieot  les  quatre  forninles  de  Mr.  Gauss,  savofr 

r 

la  premiere: 

1111  ' 

co8^i4co8a(6  —  c)  =  J:COSä-flsin  j(Ä+C) 

1  l 

par  [r].  cos  5-  ^*—  [4']  cos  ja*, 

la   seconde : 
11  11 

'  cos  zyA%\ti^(b  —  c)=db»ino  "S'^oC^ — O 

par  [2].  cos  g  -^•-  P ']  «in  ^a\ 

la  troisi^rae: 
sin  ^Aeo»^(jb-\-c)  =±0085- acos5-(Ä+ C) 

par  [3J.  sin  \  J«— [3^]  cos|  rt« , 
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la  quatri^me: 

1  1  1*1 

«ifix^  ^sin5-(6-f-c)=:dbsin^acosö'  (^—  O 

1  1 

par[4].ein|^»  — [risinja«.    - 

1  11 

En  faisant  le  calcul  preuez   ^  ain^  au  lieu  de  sin  ^Acos  k  A, 

de  meme  osino  au  lieu  de  siujjacos-^a ,      remarques      ensuite 

qn*on  a  toujours  r^quation  9mlfßincBinA^=:s\nB6\tiC8ina*,  qui 
r^olte  immödiatement  par  la  mnltiplication  de  ccs  formnies  cod- 
Does!  sinasmB^^^sinAsiwö,   sitia  sin C!=sin^ sine.        < 

Quant  anx  d^ubles  signes  dans  ies  ^quaticus  cidessus,  pour 
leyer  le  doute,  je  fais  remarquer  qu*on  suppose  ici  nn  triariele 
sphedque  dont  tons  le»  eöMs  et  les  angles  o*excddent  pas  loO^. 

Cela  pose,  d'abord  il  est  cläir  qu'il  faut  prepdre  le  signe  su- 
p^rieur  dans  la^premi^re  et  quatri^me  ^quation^  tous  les  sinus 
et  Cosinus  ötant  posittfs;  mals  .ce  qui  concerne  les  deux  autres, 
pour  d^mootrer  que  le  signe  -f  a  ^galement  lieu,  yoici  une  m^ 
tbode  pour  y  parvenir. 

Ensubstituant  dans  les  ^quations  cos6=cosccosa-|-sincsinacos^, 
cosc=cos«rcos64-siDasin6cosC,  la  valeur  cos6cosc-h9in6sinccosi4 
ä  la  place  de  ^cosa  et  faisant  les  reductions  n^essaires,  on  ob- 
tiendra  les  «^quations  suivantes: 

0 

cosAsinc  =  sin^cosc  cos^l  -f  sina  zokBt 
cosc  sind  =  sine  cos^  cos^l  -f-  siba  cos  C; 

desquelles  on  d^duit  sin(6J:c)(lTcos^)  =  sin(i(cosC:l:Cos^,  ou 

1  11 

i)    sin(6-f.e)sins-  ^=sfnacos5-{Ä+'C)coss-(Ä— C), 

2)    sin  (6— c)  cos  ^J^  =  sina  sin  g-  (Ä  +  C)  sin  j-  (B— C) . 

Maintenant  la  preml^re  ^quation  de  Gauss  ötant 

cos g-  ilcos  ft  (ft — c)=cos  g-  asin  5-  (Ä  +  C) , 

gupposons  qu*oD  prenne  le  signe  loförieur  dans  la  seconde,  de 
maniire  <|a'oo  ait  - 

cos  2  A  sin  «  (6— c)  ==  —sin  ^  «^  «in  ^  (Ä—  C) , 

la  multiplication  de  ces  deuk  öquations  donnerait 
Theil  XIII  »  11 


y 
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«io(6— c)co8a^=:— einösln  ^(JB+C)8lnj(Ä*— C), 

ce  qui  ne  8*accorde  pas  avec  Ja  formule  2)«  De  m^me  8*il  fallait 
prendre  le  signe  iiifi^riear  daiis  la  troiai^me  equatioa»  la  >iniiltipli- 
catiott  de  celTe-ci  par  la  qaatri^me  donnerait 

1  11 

8in(6+c)siii3-2l^=:— 8ioaco8s-(B+C5cos5-(Ä— O» 

\ 
contre  la^ formule  1). 

Voila  donc  g^^nöralemeot  d^moDtr^  aa'll  faqt  premire  le  aigne 
8up^rieur  daod  toutes  lea  quatre  formuJes  de  Gauea,  d^s  qnon 
8appo8e  qu'aucun  cdt^  et  qu'aacun  aogle  n^eat  plua  graod  que  180^. 

Stralaund  le  19.  nai  1849. 


Ein  UTort  für  die  IBtomershauseii'sclien 

Mesf^lnstnimente  den  Herren  Borfkiss 

und  üclineltler  segrenfllier« 

Von  dem, 

Herrn  Dr.  August  Wiegand, 

Obtrlelirer  an  der  BeaMinla  w  Halle* 


h  den  Sehrifteo:  »«Handboch  der  hOhern  imd  nledern 
Meaakund«  etc/'  von  Dr.  Barfnaa,  Weimar  1847.  und  »»Die 
Inatromeote  und  Werkzeuge  der  hohem  und  niederen 
Meaakunat  etc.''  tod  8chneit1er»   Leipzig  1848.  aind  auch  die 

{lomerahauaen'achen  Meaalnatrumente    theilwelse   einer  Beurdiei- 
ung  unterwerfen   worden,  und  zwar   wird   derselben    in    beiden 
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ScUften  Dar  mit  G^ringschfttiuiig  und  einer  gewissen  ^effw^r- 
fimg  gedacht  Keinesw^s  desluüb  nun»  weii  ich  in  meiner  Schrift. 
«»Der.geodUtische  JM^ssapparat  und  sein  Gebrauch'*  i^. 
Auflage.  Halle«  1848.  jene  Instrumente  als  zweclcroässig  und  vortheiU 
liaft  rafgefllhrt  habe  nnd  durch  die  Urtheile  genannter  Herren  meine 
Avtocehre  verleti^t  glauhte,  sondern  lediglich  aus  dem  Grunde, 
weil  ich  die  Komershausen'schen  Instrumente  durch  längeren  un- 
ausgesetzten Gebrauch  binlänglich  au  erproben  Gelegenheit  hatte, 
nehme  ich  Veranlassung  gegen  das  unbegrfindete  und  übereilte 
ürtheil  jener  Herren  das  Wort  zu  ergreifen.  Huren  wir  zunächst 
die  Herren  über  das  Spiegeldiopter.  Der  besseren  Vergleichung 
w«gen  setze  icl^  die  Urtheile  beider  gleich  neben  einan<&r: 


Schneitier  sagt  S.  56.: 

y.  Die  Idee  zu  diesem  Instru- 
mente ist  sehr  einfach  und  nicht 
neu,  da  im  Grunde  dasFallon* 
sehe  Spiegellineal  9  ein  zu  dem 
beschränkten  Gehrauche  viel  zu 
thenres Instrument,  dasselbe  ist 

Bei  a  und  b  (Fig.  55.)  be- 
finden sich  Dioptern  9  von  denen 
jedes  durch  zwei  messingene 
Stifte  gebildet  wird,  die  eine 
schmale  Spalte  zwischen  sich 
hissen.  Die  Spalte  des  Objec- 
Üvdiopters  6  ist  jedoch  etwas 
breiter  als  die  des  Ocnlardiop- 
ters  a,  damit  man  noch  deutlich 

Smug  einen  Fluchtstab  durch 
eselbe  sehen  kann.  Gegen  die 
VisirRoie  ab  ist  nun  der  ebne 
Spiegel  cd  unter  46^  Neigung 
gestellt  und  wenn  daher  ein  Strahl 
mn  so  darauf  filllt,  dass  er  mit  der 
yisirlinie  ab  einen  riechten  Win- 
kel macht,  80  wird  er  in  der 
Richtung  dieser  Linie  reflektirt 
und  geht  folglich  durch  das  Oku- 
lardiopter  a.  , 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Ge- 
brauch des  instramentes  leicht. 
Die  ganze  Vorrichtung  ist  in 
einem  viereckigen  prisma- 
tischen Gehäuse  von  i"  Län* 
ge,  das-  an  der  Seite  eotspre- 
eheode  AusMcbnitte  hat  und  worin 
sich  noch  eine  ähnliche  zum 
Abstecken  von  Winkeln  ven  4&^ 
befindet. 


Barfuss  sagt  S.  159.: 

Der  Gedanke  au  diesem  Instru- 
mente ist  äusserst  ^einfach  und 
keineswegs  nen,  denn  das  F  al- 
le n'sche  Spiegeltineal  ist  .  im 
Grande  dasselbe  Werkzeug. 

Bei  a  und  6  HTaf.  V.  Flg.  10.) 
beßnden  sich  Dioptern »  von  de- 
nen jedes  durch  zwei  messin- 
gene Stifte  gebildet  wird,  die 
eine  schmale  Spalte  zwischen 
sich  lassen.  Die  Spalte  des  Ob- 
jectivdiopters  b  ist  jedoch  etwas 
breiter  als  die  des  OkulardKip- 
ters  a,  damit  man  noch  mit  ge- 
höriger Helliskeit  einen  Abstecke- 
stab durch  dieselbe  sehen  kann. 
Gegen  die  Visirlinie  ab  ist  nun 
der  ebene  Spiegel  cd  unter  45<^ 
Neigung  gestellt  und  wenn  da- 
her ein  Strahl  mn  so  darauf  fäll  t, 
dass  er  mit  der  Visirlinie  ab  ei- 
nen rechten '  Winkel  macht,  so 
wird  er  in  der  Richtung  dieser 
Linie  reflektirt  und  geht  folglich 
durch  das  Okulardioper  a. 

Hieraus  ergieht  sieht  der  Ge* 
brauch  des  Instramentes  leicht 
etc.  Die  ^anze  Vorrichtung  ist 
in  einem  viereckigen  prisma- 
tischen Gehäuse^  von  4^Par. 
Zoll  Länge  angeordnet,  worin 
zueleichsich"  noch  eine  ähnBohe 
befindet,  mit  der  man  Winkel 
fon  45^  abstecken  kann. 


11- 
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Ohne  mich  weiter  auf  eioe  Unter«iichniig  eineulaiMsen ,  ob  Herr 
Schneitier  von  Herrn  Barfuss  oder  ob  beide  von  einem  drit- 
ten wörtlich  abgeschrieben  habet>,  \v\\\  ich  nur  so  viel  sagen,  dasc 
weder  die  Beschreibtms;  noch  die  beigefügte  Zeichnung  die  ge- 
ringste Aehnlichkeit  mit  dem  Romershausen'schen  Spiegeldiopter 
haben,  das«  somit  beide  Herreu  das  betreffende  Instrument  nicht 
einmal  gesehen,  geschweige  denn  ^epriirt  haben  und  beide  also 
urtheilen,   wie  der  Blinde. von  der  l^aroe. 

Das  Romershausensche  Spiegeldiopter*)  hat  mit  dem 
Fallon'schen  Spiegellineal  nicht  die  geringste  Aehn- 
lichkeit —  seine  Diopter  sind  weder  dur^ch  messingene 
Stifte  gebildet,  noch  ist  dasselbe  in  einem  ,viereclii - 
gen  Gehäuse  eingeschlossen.  Es  hat  dagegen  die  beque- 
mere Form  eines  kleinen  Taschen  fern  röhr  es,  dessen  Ocular 
zwei  parallele  Durchsichten  enthalt,  welche  mit  einer  auf  das 
Objectivglas  geätzten  oder  durch  ein  feines  Haar  gebildeten  Rich- 
tun^slinie  correspondiren.  Im  Innern  des  Rohrs  befinden  sich 
zwei  feine,  für  die  Winkel  von  90"  und  45*'  unwandelbar  recti- 
ficirte  Metallspiegel*  Diese-  Einrichtung  gewährt  vor  allen 
anderen  ähnlichen  Instrumenten,  wegen  ein^cher  Brechung  des 
Lichtstrahls.- mehr  Klarheit,  Sicherheit  und  Leichtigkeit  im  Visi- 
ren aus  freier  Hand;  sie  gestattet  die  bei  praktischen  Messungen 
so  überaus  nutzliche  Construction  des  rechtwinklig-gleiehscheiiKli- 

fen  Dreiecks  auf  eine  schnelle  und  leichte  Weise  und  in  Folge 
essen  nicht  allein  Horizontal-,  sondern  auch  Huhenmess.unffeQ, 
sie  macht  die  sofortige  Bestimmung  der'Entfernonff  unzugänglicner 
Punkte  bei  coupirtem  Terrain  miiglich  und  giebt  die  Factoren  zur 
Flächenberechnung  unmittelbar  auf  dem  Felde. 

Hieraus  ergiebt  sich  nmi  von  selbst,  dass  der  von  obigen 
Herren  empfohlene,  mir  durch  längeren  Gebrauch  übrigens  eben- 
falls vollkommen  bekannte,  alte  Adams  che,  Winkel  Spiegel 
nicht  die  Hälfte  der  Leistungen  des  Romershaiisen'schen  Spiegel- 
diopters für  sich  in  Anspruch  nehmen  kann  —  abgesehen  davon, 
dass  seine  doppelte  Spiegelung  und  wandelbare  Rcktificatton  we- 
nig Klarheit  und  Sicherheit  im  Visiren  gestattet.  Hr.  Barfuss 
hofft  zwar  die  beim  Spiegeldiopter  angegebenen  Vortheile  auch 
auf  den  Winkelspiegel  ünertragen  zu  können  und  will  zu  dem  Ende 
entweder  zwei  dergleichen  Instrumente  für  die  verschiedenen  Win- 
keigrussen vorrichten  oder  vier  Spiegel  in  einem  Kasten  anbrin- 
gen. Letzteres  mochte  aber  wohl  schwer  ausführbar  sein  und  das 
compiicirte  Instrument  sehr  vertheuern,  ohne  dass  es  zugleich  die 
BequemlichkeH  und  Sicherheit  des  kleinen  und  billigen  Spiegel- 
diopters erlangte* 

Nicht  besser  Wie  mit  den  BeurjtheitungeA  des  Spiegeldiopterd 
sieht  es  mit  des,  Herrn  Sehn  eitler  Urtheile  Aber  Jen  Romers« 
hausen*schen  Längenmesser  (Diastiroeter^  aus,  und  ich  glaube 
auch  hier  dreist,  behaupten  zu  können,  dass  der- genannte  Herr 
dieses  Instrument  ebenfalls  nie  gesehen,  geschweige  denn  geprüft 


*)  Romemliautent  Spiegeldiopter  und  LäagenmeMcr  etc.  Halle,  1845. 
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liat.  Es  liesse  ahh  wenig^lens  dann  sar  nicht  begreifen,  \iiecier-. 
selbe  jenes  Instrament  mit, dem ,  nacii  ganz  andern  Grundsätzen^ 
und  auf  ganz  verschiedene  Weise  construirten  >  uralten  Pantome- 
truni  Paceeciänum  zusammensieJIen  kann.  Wunderlicher  Weise 
stötzt  er  sich  hierbei  auf  ein  im  Jahre  1819  von  Schulz-Alon-« 
tanus  abgegebenes  Urtheii,  wonach  dieses  unter  allen  Distanz*» 
messern  der  zweckmässigste  und  brauchbarste  sein  soll,  indem 
es  auf  lOOOO'  nur  einen  Fehler  von  ^\  der  ganzen  Länge  zulasse. 
Er  fligt  mit  einer  gewissen  vornehmen  Verachtung  noch  hinzu  t 
„Abermals  ein  Beweis,  was  von  allen  solchen  geometrischen  Wun- 
derwerken, an  die  ein  Newton,  Tob.  May  er,  Hadley,  Rams- 
den  etc.  nie  gedacht  (?)  bei  Messungen,  wo  es  auf  mehr  als 
ungefähre  Weitenbestimmungen  ankommt,   zu  halten  ist 

Hierzu  nur*^ ein  paar  Be merkungen.  Schjnlz-Montanus  konnte 
natilrlich  das  {etzige  Diastimet'er  des  Dr.  R.  nicht  kennen  und 
es  ist  deshalb  lächedich,  wenn  sich  Herr  Sehn  eitler  auf  das 
Urtheil  desselben  beruft;  noch  auffallender  ist  es  aber,  wenn  er 
Nichts  anerkennen  will;  woran  nicht  schon  jene  älteren  berflhm- 
ten  Mathematiker  gedacht  haben.  Er  verneint  dachirch  jeden  mög- 
lichen Fortschritt  und  setzt  sich  mit  sich  selbst  in  Widersprach» 
indem   seine  •  Schrift   doch  den  jetzigen  vervollkommneten  Stand- 

Sankt  sämmtllcher  Messapparate  darstellen  soll.  Er  hatte  daher 
lesen  schwierigen  fUt  Civil  •Miiitairmessung  wichtigen  Distanz? 
messangen  eine  besondere  Aufmerksamkeit  widmen  und  sich  kein 
absprechendes  Urtheil  darüber  erlauben  soUen,  ohne  sich  vorher 
personlich  mit  den  neueren  Instrumenten  dieser  Art  bekannt  za 
machen.  i 

Die  Messung  mit  dem  RomeTshauseu'sehen  Diastimeter 
giebt  bei  geiiltuer  und  richtiger  Behandlung  in  gehuriger  Sehweite 
der  unmitterbaren  Kettenmessung  nichts  nach  und  übertrifft  die- 
selbe an  Genauigkeit  bei  coupirtem  T,errain.  Es  gewährt  diese 
Vortheile  durch  cias  ihm  zu  Grunde  liegende  eigenthiimliche  Prin-»^ 
zip ,  wornach  es  bei  constanter  Tangente  des  paraliaktischen  Win- 
kels nur  den  Radius  ändert^  und^  deshalb  auch  bei  Messungen 
sehr  kleiner  Winkel  nach  meinen  sorgfaltigsten  Prüfungen  dem 
kostbarsten  Theodoliten  nichts  nachgiebt.  Eine  längere  Einübung 
erfordert  dies  Instrument  allerdings;  das  kann  aber  doch' wahr- 
lich! kein  Vorwurf  für  dasselbe  sein,  sonst  wäre  auch  das  Ur- 
theil eines  ungeübten  Schützen  gerechtfertigt,  dass  eine  Büchse 
nichts  tauge,  weit  er  nichts  damit  treffe.-* 

Herr  Dr.  Barfuss  scheint  vom  Rontershausen'schen  Di- 
astimeter gar  tiichts  gebort  zu  haben,  denn  er  erwähnt  nur  den 
praktisch  völlig  unbrauchbaren  Reichen bach'scfaen  Distanzmes« 
ser.  Eben  so  wenig  scheint  ihm,  sowie  anch  Herrn  Schneitier, 
das  nicht  minder  interessante  und  zur  Messung  grösserer  Entfer- 
nungen bestimmte  Militairfernrohr*)  bekannt  zu  sein.  Schon 
beim  ersten  Gebrauche  dieses  Instruments  überraschte  mich  die 
Genauigkeit  der  damit  erlangten«  Resultate  so  ungemein,  dass  mir 


*)    Romerthausen'«  Militairfemrohr  etc.  Halle  1648. 
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die  aUgeineinste  Anerk^nnuDg  j^sselbett  unsweifelhaft  «ehien  utid 
meine  Vermuthting  warde  auch  bestätigt  auDftcliAt  durch  das 
Urtheil  des.Königl.  Preuss.  Premierlieutenant  Hellmath*)  sowie 
darch  die  zu  meiner  Kenntniss  gekommenen  UrtheUe  der  vierten 
.  preossischen  Artilleriebrigade  und  eines  warttembergischen  Inge- 
nieurofflciers**). 

Ebenso  unbekannt  wie  das  vorige  Instrument- sind  den  Her- 
ren Schnei tler  und  Barfuss  das  Körners hausen*sche  Spie- 
gelniveau und  das  Reductionsniveau.  Was  das  erstere  betrifft, 
so  habe  ich  damit  ein  Nivellement  vom  Gelstthore  in  Halte  länes 
der  Magdeburger  Chaussee  und  von  da  aus  links  seitwärts  nach 
dem  Bade  Wittekind  unternommen  und  diisselbe  mit  einem  sehr 

f;enau  gearbeiteten  Nivellirinstrument^  mit  Fernrohr  wiederholt, 
ch  habe  mich  da  überzeugt,  dass  der  Gebrauch  von  jenem  die* 
sem  nicht  nur  nichts  nachgiebt,  sondern  nainentlich  wegen  bedeu- 
tenderer Abkurzivig  der  Arbeit  einen  grossen  Vortbeii  voraushat. 
Seine  vorzügliche  Brauchbarkeit  dSrfle  auch  wohl  aus  der  That« 
Sache  hervorleuchten ,  dass  die  Nivellements  der  Prinz  Wilhelms- 
'  Bahn  vorzugsweise  damit  ausgeführt  worden  sind.  Mit  dem  Re* 
ductionsniveau  habe  ich  eigene  Messungen  zur  Zeit  noch  nicht 
unternommen  und  enthalte  mich  deshalb  jeden  Urtheils,  mnss 
aber  hinzufügen,  dass  ich  es  von  den  mit  der  Separation  in  der 
ungemein  coupirten  Wettiner  und  LöbejQner  Gegend  beschäftigt 
gewesenen  Feldmessern  habe  ganz  vorzQgllch  rühmen  hOren. 

'Mochten  diese   Mittheilungen   die  I^>lge   haben,    dass   den 
Romershaushausen'schen  Instrumenten  die  allseitige,  verdiente ^n« 
'  erkennung  zu  Theii  würde. 

In  Bezug  auf  das  sonst  so  trefDiohe  Werk  des.  Herrn  Sehn  eit- 
ler können  wir,  schliesslich  den  Wunsch  nicht  unterdi^flcken,  dass 
der  Herr  Verfasser  bei  einer  neuen  Auflage  auch  den  neueren 
Instrumenten  eine  gerechte  und  aus  eigener  Prüfung  hervorgegan- 
gene Würdigung  zu  Theil  werden  und  nicht  nur  dem  Alten  und 
Bekannten  allein  das  Wort  reden  möge. 


*)  Die  Dittanx^Mettangen  der  Artillerie  u,  «.  w.  mit  H&lfe  des  Ro* 
merthanten'ichen  Lftngenm essen.  Von  O.  Hellmath,  Premier^ 
LlenCenant  im  Preoss.  97.  Inf.-RegiraenL . 

**)  So  eben  erfahre  ich  darcii  den  iiiesigen  Mechanilras  Herrn  Jii- 
lias  Schmidt,  das«  in  Folge  zahlreicher  Bestell  nagen »  eine  Menge 
Militttir- Femröhre  nach  Schleswig-Holstein  abgehen,    « 
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Tom  Üf  axlmum  und  IHiiiliiiiini »  dem 
etae  «der  swet  Oerade  unterworfen 
tind,  welche  Ton  1  oder  1t  fes«1»enen 
PnnlLten  an  einen  ir^^uchten«  in  ei- 
ner dorre  ireieffenen«  PnniLi  geiien« 
PnniLte  nnd  Cnr^e  in  derseHien  Kliene 

greda<!iit. 


Vo« 


Herrn  Brentter, 

Ltphmr  BB  TattUogea  im  KSaigreich  WwtMkbwg. 


Sind  die  Coordinaten  d«r  Cnrv«  durch  x  und  g,  und  di«  de* 
gegebenen  Punliteii  durch  a  und  6  dargestellt,  so  ist  Air  den 
ersten  Fall  fragliche  Linie 

und  man  hat  ala  Bediogung  des  M.M, 

»•T      V(o-;r)«+(6 -,)*"*' 
«roraua  folgt 

-^jr-  ist  die  Tangente  desWinkelei,  den  die  Normale  der  CurVe 

nit  dtr  Alie^iMdnaze  macht  Ebenso  iat  ^^^^  die  Tangente  des  Wia- 

kels/  den  eine  durch  die  Punkte  (a,  b)  und  {a:,g)  gehende  Lliiie 
mit  derselben  Aze  bildet,  woraus  fol&t,  dass  die  gesuchte  Linie 
mit  der  Normale  der  Curve  tosaminebtallt. 

Im  zweiten  Fall  seien  (Tat.  II.  Flg.  3.)  die  beiden  Punkteil  undB 
mit  den  Coordinaten  0  und'A,  af  und  6\  und  dieCutre  (7r,'wMi* 
rend  OX  die  Absdssenaze  darstellt.  Ist  9t  der  gesuchte  Punkt, 
und  zieheich ililf  und  JBJK,  so  ist  die  Summe  dieser  beiden  Geraden 
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a=r  V"(o  -a;)»+  (6-y)»+  VCo*  — a?)»+(6'— y)«. 

« 

Die  Bediogung  des  ilf.ilf.  liefert  nun  die  Gieichirng 
wpraus  folgt  ' 

i  _(6'-y)V"(a-^)'-H^-^'^4-(ft~y)'V^(a'-j^)'+(y-^i 

8y     (af—x)  V  (a-^)«+(*-»)*  +  («-«)  V(o'— a:)»+(6'-y)«  ' 

Tb^ileo  wir  nun  den  Winkel  AJHB  dutch  IjM  in  swei  gleich* 

Theile  und  untereuchen,   ob  nicht  LJU  die  Normale  der  Ckirve 

1 
ist.  In  diesem  Falle  mflsste  identisch  sein  ig(LAIN)rt—^  »  indem 

n4r  MN  parallel  OX  ziehen.    Wir  haben  aber 

Da  man  aber  die  Gleichung  hat  tff2Z(l— tgZ9)=2tffZ,  so 
Beize   man   in   diese  Gleichung  Z^Lini^   und   för  tg  LMN  und 

tg2L^iV  obige Wcrthe,  während — g-  durch   dessen  Werth  in  x, 

ff,  a,  by  a'  und  b'  ersetzt  wird,    Macht  man  noch  ^ur  Abkürzung 

a  — ar= J, 

b  -a?=J?, 

b' — x=:B*;  so  kommt  endlich 

AB'+A'Br^     /B'VaHB^+ BSTj^+V^y-w 
AA'^BBV    \A\/AHB^+A^rÄ^'m)  J 

eine  Gleichung,  von  deren  Indentität  man  sich  durch  Reductitfit- 
bi^ld  flberzeugt«  Es  folgt  hieraus,  dass  AM  und  BM  mit  der 
Normale  gleiche  Winkel  machen ;  und  zwar  geht  die  Normale  mit- 
teu  zwischen  A  und  B  so  hindurch,  dass  der  eine  Punkt  auf  der 
einen  und  der  andere  auf  der  andern  Seite  derselben  gelassen 
wird,  weil  2JLÜIiV=ÄJIfÄ  +  ^ilfjy. 

Will  mfan  nun  die  Aufgabe  lusen: 

Von  einem  gegebenen  Punkt  C  an  einen  gesuchten 
in  einer  Cur ve  gelegenen  Punkt  eine  Gerade  zu  ziehen, 
die  ein  M,M,  sei,   so  müss'man  in  die  Gleichung 
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fiir  y  und  dtfs  die  an«  der  Gleichung  der  Curve  gezogeneo  Werthe 
suhstitilireD  und  die  Gleichung  in  Beziehung  auf  x  auflösen.  Oder 
kann  man,  auf  Polarqpordinaten  fibergehend,   statt  der  Gleichung 

.%*  (Ä  — y)  +  rt — o?  :5=0 

eine  andere  anfatellen. 

Es  sei  (Taf.  II.  Fig.  4.)  die  Curve  LM,  der  gegebene  Punkt 
A,OB  die  Axe,  RMdex  Radius  -  Vector  r,  Winkel  MRB=w, 
AN  die   Normale,  so    dass  M  den    gesuchten   Punkt    darstellt,  . 
80  ist  bekanntlich       *  ^  ' 

igJSMR^-. 

T 

.          dr 
^to 

igANB=tg(w—NMR)z= T; 

l  +  tgw.^ 

demnach  ist  die  Gleichung  der  Normale,  die  durch  den  Punkt  A 
geht: 

y  — Ä=: 5"*  (o:'— o),   wo  ^a?'  und.y'  die  Coordinaten   der 

Normale. 

Hau  bat  aber  ftSr  Hf  ^srrsinto  nnd  :r^=rcost0,  folglich 

tgw 

1)  rsinic— ^6  = ^-»-(rcoso? — a), 

l  +  tgtir;f 

welche  noch  mit  der  Gleichung  deir  Curve  zu  verbinden  ist, 
um  r  und  lo  zu  bestimmen. 

Will  man  aber  von  zwei  Punkten  an  einen  in  einer  Carve  gesuch- 
ten Punkt  zwei  Linien  ziehen;  deren  Summe  ein  M.JÜ.  sei,    so  ist 

.    tg(2üfW»)(Taf.II.PIg.  4)='tg(2£üriV)(Taf.ir.Fig.  3.). 

tgw— ~ 
während  tg  MNB= ^ . 

l+tgtl^^ 

Setzt  man  diesd  Werthe  in  die  Qleichnng  ^ 

tg2Jir2^J5(l— tgSJir2^B)=2tgilf2V^,  so  hat  man 
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dr     .  er 


(«-^)(«'-.r)_(6_yK6'-y)L»      Kl^^JjTTi^' 

WO  nur  Doch  x  durch  rcosw  und  y  durch  r«iato  ra  emeCkeii  ist. 
Zur  Auweaduhg  dea  Obigen  gehen  wir  auf  eipige  specielle  Auf- 
gaben über. 

Aufgabe  1» 
Von  einem  gegebenen  Punkte,  soll  in  einen  noch  ge- 
suchten Punkt  eines  Kegelschnittes    eine  Gerade   ge- 
zogen werden,  die  ein  M,M,  ist. 


Auflüsun 


% 


Die    allgemeine    Gleichung   für    diese   Art    von   Curren    Ist 

P 


f^^cosio 
peBinw 


woraus 


3  und 


(l+^'cosfo) 

r      l-f-ecosto ' 
ergibt  sich 

•       8r 

tgfo 

— '. — —-  =r ,   und  dadurch  wird  nadi  1) 

...      CT      «4-costo  '- 


• 


Stnto 


psinio--6(l  +  ecosii?)=  jT:;^'^(pc<>Bw--'a(l  +  epostc)]. 

Die  weiteren  Entwicklungen  und  Reductionen  liefern 

3)  pemmw-i-  (l4«<ios«o)  [asin  ti;*-*  6(e+cos  w)]  =sOl 

Hat  man  euieii  Wertfa   w'  gefunden  ^    der  dieser  Gletehnng 
beinahe  genfigt,  so  ist  der  Correctionswerth 

pesJPti^-Ki-f  gcos  wQ  [<i  sin  tn^— ^(y  -f  oosttfQ] 

'"p«costo'+(l+c^ostr')[<w;ostc'+6öinto']— «siDic'[asinto' — 6(€-fco6foO]' 

Geht  man  aber  auf  ein  anderes  Coordinatensystem  über,  so  dass 
die  Axe  durch   den  Punkt  Ä  selbst  geht,  so  wird  das  neue  b* 

gleich  Null  und  jenes  a  geht  über  in  a'=  V^a*-f  6**    Die  Winkel 
aber  werden  von  RA  angezählt.     Setzt  man  nun  ARMszt  und 

ARB^=v\  so  Ist  fo=r-hf'  und  tgv'^—*  während  Ist 


P 

^'^  i+ecoB(vi-v')  * 


m 

Hieraif  wird 

CT  ... 

^^~"r  ^tgp  +  g<8pcoa(t>4>p0"-»gin(o+o0 
-  _  .     ör        l+eco8(t>-|-r') +«tgrsin(©  +  r') 

Gleicbung  1)  gibt  somit  , 

'^         l+ecos(r+c')+€tgi;siD(«+tO  *   '         \    •     /j 

welches  Dach  allen  Redoctionen  gibt 

4)  ^8ln(r  +  rO+(«»n«>— «»«^l  +  «co«(ü+üO]=0. 

lat  v^  ein  Werth»  der  dieser  Glekhang^  beinahe  geaflgl,  «e 
hat  man  den  Correctionairerth 

"  1  ' 


4at  der  gegebene  Punkt  niobt  sehr  weit  von  der  Gurve  ent- 
fernt, so  kann  man  ßlr  einen  ersten  Mähemngswerth  8in9=:o  und 
«MW  0=1  setaen,  weil  v  kldn  ist»  und  es  entwiekelt  sich  dann  aus  4)  * 

eaino'M-ttfcose'— ^,J  . 
i?cosi>'n+^)+<j+6*8inV 

Für  einen  Punkt,  der  in  der  sfoss^n  Axe  der  Curve  selbst 
negt,  hat  man  6=0  und  o'=0  und. es  ergibt  sich  sowohl  aus 3) 
ab  auch  ans  4) 

sin  to  (pei-f  a -f  a«cos  to)  =0. 

Diess  liefert  die  vier  Werths 

i©  =  0, 
«PS  1800, 

P      1 
cos  19=  —  ^ y  und  wenn  der  Werth  id'  der  letztem  Gleichung 

entspricht,  '  ^  ^ 

19=360«-«'.^ 

ist  ^  4  —  grSsser  als  -f  1  oder  —  1,  so  gibt  es  nur  awei  M,M. 
Punkte. 
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Um  zu  entscheiden ,  wie  viele  M.JH.  im  Allgemeinen  bucliateu« 
existiren,  gehe,  man  zur  Bedingung  (q — x)  +  (b-ry)djfx=^0  zu- 
n'ick  und  verbinde  sie  zunächst  mit  der  Gleichung*  für  die  Ellipse 

und  Hyperbel  iy*=ß*±--ja->  so  wird  man  entwickeln 

wodurch  höchstens  vier  Werthe  angezeigt  werden.    FOr  die  Para- 
bei  aber  ergibt  sich  bei  Benützung  ihrer  Gleichung  y^=:2px, 

wo  a'   die  vom  Scheitel  an  gerechnete  Abscisse  des  Punktes*^ 
ist. 

Will  man  aber  die  Gleichung  3)  in  Anwendung  bringen ,  sd 
muss  man  e=l  setzen  und  hat 

4 

psinw+il  -f-costo)[asint0  —  6(1  +  cosw)]=0, 
welches  nach  gehuriger  Entwicklung  gibt 

welches  zaerst  gibt  ^w=90*'und^  w=:270<>.    Beide  Werthe  lie- 

fem  tot=]80^,  wodurch  ein  unendlich  entfernter,  folglich  ^ar  kein 
Punkt. angezeigt  wird.    Die  andere  Gleichung 

kann  höchstens  drei  Werthe  liefern,  so  wie  es  auch  mit 

.^•  +  2py(p-a0-2p»6=0 

der   Fall  ist.    Ueronach  bietet  die  Parabel  h(>chstens  drei  At.M, 
Punkte  dar. 

För  die  Grenze,  wo  beide  Gleichungen  anfangen,  zwei  imM^infire 
Werthe  zu  liefern,    hat  man  vermOge  der  Cärdanischen  Formel 

6*/i— ( — a""^)  ^®'  wenn  man  bedenkt,  dass  a+a'=5f>. 

Aufgabe  2. 

Von  zwei  beliebig  gelegenen  Punkte n an  einen  gesuchten 

in  der  Peripherie  eines  Kreises  liegendem  Punkt  zwei 

Gerade  zu  ziehen,  deren  Summe  ein  M.M.  sei. 
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«  « 

AuflOsune. 
Es  seien  (Taf.  II.  Fie.  5.)  von  A  uncl  Ban  einen  noch  gesuchten 
Punkt  D  in.  der  Peripherie  eines  uin  C  beschriebene^  Kreises 
swei  gerade  Linien  AD  und  BD  zu  ziehen,  deren  8umme  -ein 
M,M.  sei.  Bezeichne  ich  die  Coordinaten  von  A  mit  p,,  b  und 
die  von  B  mit  n'»  6',  die  fragliche  Summe  mit  u^  so  wie  dije 
Coordinaten  des  Punktes  D  mit  x^  y>  während  alle  Coordinaten 
▼OD  C  ans  gerechnet  werden,  wo  CX  die  Abscissenaxe  ist,  so 
haben  wir  folgender  Bedingung  zu  genügen: 

■ 

Die  Gleichung  des  Kreises 

r'=ar*  +  y*  lieObrt  aber 

%*= f  und^diess  substituirt,  gibt 

/^ 

\^(a^a:)«+(6-y)*  +  V  («'-J:)*  +  (6' -y)^       * 

Nehmen  wir  nun  fiir  einen  Auj^eriblick  an,  CX  habe  die  Lage, 
dass  sie'^den  Punkt  des  M,M.  in  der  Peripherie  gerade  treffe, 
so  hat  man  in  diesem  Falle  y  =  0  und  :r=r,  folglich 

b  b' 

6) 


Es  ist  nun  zweckmässiger,  wenn  wir  ui^s  an  diese  Bedingung  bal* 
ten,  anstatt  die  Gleichung  2)  zu  benfitzen.  Da  die  Wurzeigrössen, 
als  absolute  Werthe  der  Linien  AD  und  BD,  nur  das  positive 
Zeichen  haben  können,, so  sieht  man  zunächst,  dass  einer  der 
Werthe  b  oder  //  negativ  sein  muss,  dass  demnach  der  den 
Jlt,M.  Punkt  treffende  Halbmesser  oder  dessen  Verlängerung 
stets  zwischen  A  und  B  auf  solche  AVeise  hindurch  gehen  muss, 
dass  der  eine  Punkt  auf  der  einen  und  der  andere  auf  der  andern 
Seite  desselben  zu  liegen  kommt,  wie  auch  diess  oben  schon 
bemerkt  worden. 

Obige  Relation  lässt  sich  noch  einfacher  ausdrücken,  wenn 
man  die  ejne  Grosse  auf  die  andere  Seite  der  Gleichung  bringt, 
quadrirt,  redncirt  und  wieder  die  Wurzel  auszieht.  Es  ergibt  sich 
hiednrch 

b  6' 


a — r     ^  a' — r 


Um  nun  die  Fälle  auszuscheiden ,  in  denen  das  positive  oder 
negatiTe  Zeichen  zu  wählen  ist,  geben  wir  dieser  Gleichung  fol- 
gende Form: 
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*'=J:6 


o'—r 
a — r 


Haben  die  beiden  Grössen  a'-^r  und  a— i*  da«  filelcbe  Zei- 
chen, d.  h.  liegen  A  und  ^  innerhalb  oder  beide  ausserhalb  des 
Kreises,  6ö  ist,  unter  der  Voraussetzung,  dass  b  positiv  Ist,  da« 
negative  Zeichen  eu  nehmen,  weH  b*  negativ  sein  niuss,  und  da« 
durch  wird  wirklich  6)  befriedigt. 

Haben  hingegen  a*'-^  und  «<*-r  verschiedene  Zeichen,  welches 
der  Fall  ist,  wenn  der  eine  Punkt  Innerhalb,  und  der  andere 
ausserhalb  des  Kreises  Hegt  und  der  den  M>M,  Punkt  treffende 
Halbmesser  selbst  (nicht  dessen  rückwärts  gehende  Verläneerung) 
zwischen  A  und  B  hindurchgeht,  so  Ist  das  positive  Zeichen  zu 
nehmen,  damit  6'  negativ  wird. 

Auch  diese  Bedingung  biefriedigt  die  Gleichung  5).  Denn 
setzt  man  &^=6    ■  ^  so  gibt  6) 


Xa-^rJ 


Der  Nenner  im  letztern  Posten  stellt  noch  Immer  die  absolute 
GrOsse  BD  dar  und  di^mit  sie  wirklich  positiv  werde,  hat  ^an 
die  negative  Wurzel  zu  nehmen.    Dann  hat  man  aber 


Wenn  demnach  beide  Punkte  in  oder  beide  ausserhalb  des 
liegen,  so  steht  die  einzige  Bedingung  fest    : 

X 

_  hingegen  der  eine  Punkt  in  dem  Kreise,  der  andere  aus- 
serhalb desselben,  so  hat  man  ausser  der  obigen  auch  noch  fol- 
gende Bedingung  zu  untersuchen : . . 

a  —  r*      a! — r 

um  nun  den  M.M,  Punkt  in  der  Peripherie  des  Kreises  wirk- 
lich zu  bestimmen,  gehen  wir  wirklich  vom  urspranglichen  Coordlna- 
ten -System  mit  der  Abscissen - Axe  CX  zu  einem  andern  über, 
dessen  Abscisse  CX*  durch  den  gesuchten  Punkt  D  geht.  Setzen 
wir  den  Winkel  X'CX^te,  so  wie  die  secnndftren  Abscissen  des 
Punktes  A  gleich  o,  ß  und  des  Punktes  B  gleich  o',  ß',  so  hat 
man  tiir  diesen  Uebergang  bekanntiich 
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^=^cosio--ia' siofo. 
Die  Bedingung  ^^  +  '^—  ==  0  liefert  aber  die  Gleichnng 

38iD«pe<»s«0(aa'— 6&0  -f  (sId t0*^  eosw^XnA^  -f  ^«Oi  _ ^ 
■\-rcosu){b-{'b*)-^rnnw{a-\-a*)  I  ~    * 

oder  avch 

8)  8iii2w(aii'— MO— C082w(a6'-^6ll0  )  _ 

,  '\-tciwv){b  -\-b')—re\nw{a-^a')    j  ~" 


Die  BediogoDg 


ß ß 


,    iC 


=0  aber  gibt 


r8inw(a'— a)  — rcosw(6'— 6)  — (6a' — 060=0. 
ßringt  man  diese  Gleicbnog  anter  die  Form 

sintff-— *co8tei --; )=-r7~^ — r  «■«  setzt 

6'- 6 


«) 


=tgft,  so  bat  man  hieraus 

60"— ii6' 

ain(to — jO=  -n: t*  cosi*. 

^        "^     r(<i'  — o)        *^ 


Diese  Gleichung  gibt  zwei  Werthe  für  w.  Denn  wenn  der  eine 
w'  ist»  so  ist  der  andere  9»--«e'-|-2fi.  Die  beiden  hiedu roh  angezeigten 
Punkte  sind  aber  nichts  anders,  als  die  Durchscbnittspunkte 
der  die  Punkte  A  und  B  verbindenden  Geraden  mit  dem  Kreise. 
Denn  sulwtituire  ich  in  die  Gleichung 

r8inw(a'— o)— rcostc(6'— 6)— (6a' — a60=0 

fß  statt  rsint»  und  x  statt  r  cos  10,  so  geht  sie  über  in 

y  (a'  -  a)  -  or  (6'  -  6)  -^  (6a'--  a60 =0. 

welches  nichts  anders  ist^  als  die  Gleichung  f^r  die  Linie,  die 
durch  die  Punkte  (a,  6)  und  (a\  60  hindurchgeht.  Uebrigens  fragt 
sichs  noch,  ob  beide*  Punkte  M,M.  Punkte  sind. 

Es  Iflsst^sich  schon  a  priori  einsehen,  dass  nur  Ein  Maximum 
«und  Ein  Minimum  ezistiren  kann.    Dennoch  ist  es   interessant  zu 
wissen  >  wie  yiele  Werthe  für  10  die  Gleichung  8)  lieferi.    Zu  die- 
sem Zwecke  setzen  wir  in  der  der  Gleichung  8)  unmittelbar  vor« 
angehenden 
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f 

Birne  t=:^  und  costos'—y  irelches  gibt 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  des  Kreises 

und  eliminirt  eine  der  Unbekannten,  um  die  andere  eu  bestimmen, 
so  wird  manhiedurch  auf  eine  Gleichung  des  vierten  Grades  gefäbrt, 
wodurch  im  Allgemeinen  vier  Punkte  bestimmt  werden. 

Um  die  Bedeutung  der  beiden  andern  nicht  zu  den  M.M. 
Punkten  gehörigen  Punkte  zu  erfahren,  bedenken  wir>  dass  es 
nf»ch  zwei  Lagen  des  Radius  >  wie  z.  B.  C£?  gibt,  in  denen  AE  und 
EB  mit  demselben  zwei  gleiche  Winkel  AEC  und  BEF  machen. 
Nimmt  man  hier  CF  als  Abscissenaxe  an,  so  liegen  beide  Punkte 
A  und  B  auf  Einer  Seite  dieser  Aze  und  man  hat  als  Bedingung 
für  die  Gleichheit  der  Winkel 

oder 1- /=0. 


V — a       af'-^r         r — a   ■   r  —  a 

Da  sich  diese  Blddingung  von  6)  in  Nichts  unterscheidet,  so  ist 
klar,  wie  bei  der  angegebenen  Coordinaten- Verwandlung  auch  hier 
die  Gleichung  8)  zum  Vorschein  kommen  >  niuss.  Demnach  liefert 
8)  ausser  den  beiden  M.J^.  Punkten  auch  noch  zwei  andere  Punkte 
mit  der  Eigenschaft,  dass  die  von  A  und  ^  an  sie  gezogenen 
CTeraden  mit  dem  betreffenden  Radius  gleiche  Winkel  machen.  In 
der  .That  hiefriedigt  auch  obige  Bedingung  ' 

6'=-.6^ — r, 

o  — r 

i 

WO  '__  eine  negative  Girtisse  ist,  die  Gleichung  5)  nicht*  Di^nn 
diese  gibt  die  Gn'isse 


(^) 


^<-"-+'-  V(^)-.[(.-.)-+*-] 


Allein  ans  dem  angegebenen  Grunde  muss  die  Wurzel  des  zwei- 
ten Postens  nesativ  genommen  werden,  und  dann  hat  man  eine 
Grösse,  die  nicht  =0  ist,  nemlich 

Wollten  wir  nun  unsere  Jli,M.  Punkte  auf  al^^ebraischem  Wege 
erhalten,  so  könnte  diess  nur  durch  Auflosung  emer  Gleichung  des 
vierten  Grades  geschehen, andern  man  dazu  obige ^wel  Gleichun- 


/ 


* 


nt 

gm  »in  Mvmi-  ^^äeMalte^'  Beascr  ist  es»  S)  tOhiknhggw^Ai^  aaf- 
znltoen.  Ist  ir^.  ein  Wertb,  der  dieselbe  oeinahe  befriedigt,  so 
ist  et»  Mlhefiingswettli        *  I    ' 

Die  Gleichung  8)  und  deren  Näherungsvrerth  lassen  sieb  verein- 
fachen  9  wenn  man  zu  einem  6eoei^  Coordinatensy^tem  übergeht, 
aar^solcbe  We.ise»  dass>  ilie  p^«e  Abscissenaze  den  .Winkel  ACB 
halDirt    Denn  gesetzt«  .es.sel^  fSc  unsern  jetzigen '^wecfc^  CX" 

issenaxe ,  tM\^Ä^  CA t=r  1  (A  CX  +  BCX),  folglich 


diese  Absöissenaxe 


j.   t 


wenn  man  X"CX^=^9  setzt. 

Setzt  man  nun  die  nenen  Coordinaten  gleich  A^B  und  A*yB*\ 
so  ist  '   ' 

^  ==  6  sin  r  *f  a  es9^ , 

^=6coser-o4Qi'; 
^'=6'8in  r  4- ci'cose, 

J5'=^&'cosr  —  a'slnt.«  , 

Nun  ist  AB' \^  BA-aoX^^,  i^d  so  bdämitaieD  :wiv  statt  6)  «ndl . 
deren •  NSlK»un||(lwerih '     '    ,'•  -«^       -     .    .. 

10)      2s1nto(i4JP-^  BB*)  +.rCB  +  5*)  - Hgtf  (.1  +  \if J= 0  und 

^     '^^^  •  r(2<  +  ^')-2cosw'»(J2l'— ÄÄ')  ' 

wo  aber  to  von  der  Axe  CX"  an  zu  rechnen  ist. 

Ausser  der  Vei^einfai^hung  bietet  die  Belebung  10)  noch  einen 
andern  sehr  bedeutenden  Vortheil  dar.  Sind  nenilicb  die  beiden 
Punkte  ^nnd  B  so  sieitiiieh -gL^ch  offe<  auch  nur  «ehr  weit  vom 
Krei^  entfernt«  oder  ist  der  Winkel  ^ CA  ziemlich  klein,  so  wird 
der  das  M,M.  treffende  Radius  auch  beinahe  den  Winkel  ACB 
in  zwei  gleiche  Theile  theilen  und  fQr  eine  erste  Annfiberung  kann  , 
man  dann  setzen  '  -• 

siii^fi=tg<i^^«(>^  welcheA  gibi 

Ist  auf  solche  ^^^  ^'  Wieltel  w  besj^m/n^  so  y^}f^  ffA^.li^^ 

AD^  VaHA* + »•* — 2(a  cos  to  +  6  sin  «), 
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SeUiiMMilicIi  bcmeikes  wir  ii«cl^,  4aMr  iMoh  m%  die  Oleidhng 

'Ixy  {aa!  -  bb')  +  (y^'-o'«)  («6'  +  6c0  +ra^(* +*'>— r^»  \:  «0«^O 

eine  l^latbode  grUndea  liesse,  torUegeode  Aufgaüko  dwedi  C^astnic- 

tieo»  vermitteUt  eines  fCiB^elscbnittes»  au&ul&seo.^ 

An  diese  Aufgabe  scbliesst  sich  von  selbst  die  folgende  an : 

Aufgabe  Z^ 

lo  einäm  Dteteck  einen  Punkt  zu  bestimmen,  von  d^m 
aus  drei    Gerade  in    die  Spitzen   desselben    gezogen, 

ein  Mlnimami  seiei». 

Auflosung. 
.£ssei(Taf.ll.  Flg.  6.)  das  Dreieck  ABC  und  der  gesuchte  Punkt 
D,  so  wird  i4/>-f  Z/B-fDCiragl.  Minimum  sein.     Der  Punkt  D 
wird  bestimmt  sein»  wenn  Ich  auch  nur  zwei  der  letzten  drei  Li- 
nien kenne.    Ich  setze 


«    I 


ADz=zx,    BDz=iy,    CD=^z; 

so  wie  die  Seiten  des  Dreiecl^s 

BC^a,    AC^b,  Aß^t. 

0 

Soll  x-k-y  für  einen  beliebigen^  ^ber  bestimmten  Werth 
von  z,  ein  Minimum  sein,  so  kann  man  sich  mit  %  um'  C  einen 
Kreisbogen  gezogeo.deoken,  und  danii-muss»  wie  diese  scIwm  oben 
bewiesen  worden,  ^  ADC^^BDC  %^.  Gleiobeitweise  feit 
^ADB::sz^BOCf  wenn  x-i-z  bei  beliebjg«^  Wertb.  von  y  j^» 
Minimum  sein  soll.'  Hieraus  Ist  klaV,  dass 

ADC=ADBz^]$DC:=:^iWo,  Wem  i+y+ß  ein 

Man  hat  daher 

•  .'. .  ♦       '*•■-• 

W)    y^-f'tS-f'jwcaa*,  und  ebenso ' 
•  12)    ««+!*+ arzs 6«, 
13)     ar«+y2fay=ca 
Die  Summe  dieser  drei  Gleiebungypi  lielefi 

14)  a^+y^  + 1*  +^C^y  +j;i+yi)=?  (««+  *« +c*). 

NMt  {«t  der  frihiilf  des  Dreiecks  ADä:^^,xjfB\ni^  öder 

VsT-  xy 
AAi>ßr=z—~SL.   ,Gleic^iem«be^ist;^.  ^ 


'•  i 


'"1    f*  f 


<ir« 


Dies 


^r  3*«IS!£  ■ 

aber  gibt  den  FlRdkeMnlialt  idea  gwisen  Dreteck«»  duh. 

VI. 

-j-  (ory  +  o»  +  f»)=i,  woraus 
3 

Addira.ieb  dicM  vu  14)  and  aiebe  die  Wucael  ana,  ao  honiNit 

*  * 

*  +jr  +*^\  ^«Hfi*+^  f2V^,4  welcbaa  ich  =*»  aeUa. 
Zi«he  ich  11)  von  12)  ab«  ao  habe  ich 


I 


or— y= 


H  !'■ 


>  welches  gibt: 


«  • 


uitd|  dleaa  von  13)  abgezogen : 


»4fc(^-] 


Wird  diese  Gleichung  atlfo  Neue, mit  j;«-r^= — ~ —    verbunden 
«o  entwickelt  «ich 


90  wi^  durch  VuchatabeipTerwecbalang 

■  •  9 


17) 


1     >     • 


18) 


19) 


i^i        ^     .    • 


]<i« 
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Die  Wurzelzeichen  ergmben'  sich  durch  folgeade  BetracbtuDg. 
Gesetzt,  es  sei  a  die  grusste  Seite  des  Dreiecks,  b  die  mittlere, 
c  die  kleinste,  so  kann  die  Wurzel  In  15),  da  wir  nar  positive 
Werthe  i(k  a^  ^  und  i  annc^riieii  dfirfen,  nur  positiv  Mi».  Die 
Wurzeln  in  15)  und  18)  sind  an  sich  gleich;  allein  sie  mfissen 
auch   noch   gleiche  Vorzeichen,   d.  h.  das  positive«  haben ,  weil 

man  sonst  nicht  hätte  x — y= *  wie  sein  muss.    Dasselbe 

kann  auch  in  Bcziehui^g  auf  dle'fibrigea  Wqrzeln  gefotecrt  werden 
aus  der  Verbindung  von  16)  mit  id)  und  von  17)  mit  Wy. 

Von  Interesse  ist  auch  die  Beantwortung  der  .Frage ,  ob  es 
nleht  Fälle  gebe,  wo  keSn  Minimum  m«iglich  seit  Diese  Unmöglich- 
keit ergibt  sich  fiir  imaginäre  Werthe  von  x  oder  y  oder  z  oder 
auch- von  q.  Die  Grossen  unter  den  Wurzelzench^n  kennen  nicht 
negativ  werden,  beVor  sie  durch  Nulf  {;ehen.  •  Ef  wird  also  s.  B. 
X  erst  anfangen  Imaginär  zu  werden,  wenn  schon  vorher  gewor- 
den ist  ' 


c« 


-(^^) 


Es  ist  aber  klar,  dass  nicht  der  eine  Werth  15)  von  x  imaginär 
sein  kann,  wenn  es  nicht  gleic|ueitig.  der  andi^re  16)  auch  ist«  Es 

muss  daher  auch  sein  b^^l—^ )  =0.     Somit   ist    auch     die 

Wurzel  in  18) =0,  folglich  aach  in  17)  fiemiich 


-(V)*=«- 


Und  so  sind  gleichzeitig  alle  Wurzeln  in  15}  — 20)  der  Null  gleich. 
Addirt  man  alte  GleichoHgen  15)  -^:20),  so  nat  man    . 

2(x+§+z)L2q^0. 

^  »  ■ 

Setzen  wir  nun  in  q  den  Inhalt  t  gleich  der  bekannten   Formel, 
so  haben  wir 

a«  +  6«  +  c«+V*8V<a+Hc)(a+6-c)(o-Ä+c)(— a+Ä+c)=0. 


_  • 

Setzen  wir  die  WprzelgtCsse  auf  die  Jisdere  Sidite  des  Gleichheils- 
zeichens,  quadif  reli^  und  reducirea,  sa  werden  wir  auf  die  Gleidiung 
gefiihrt 

.      '  '       '      •      ' ' 

Losen  wir  diese  Gleichung  nach  einander  in  Beziehung  anf  a*, 

6^  und  c^  auf,  so  kommt: 
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frelche  Gleichaogeii  iii€bt  existireu  kOnoen,  wenn  nicht  ist 

6*-i:«=0,  a«— c*=0,  ä«— a*x=0;  woraus  folgt 

a=6=c=0  und  ebenso  x=y:=zz=zO, 

Somit  hat  sich  alles  auf  den  Punkt  zurückgezogen,  woraus* 
folgt,  dass  im  Allgemeinen  »o  lange  ein  Miniraum  existiren  wird, 
so  lange  a,  6  una  c  noch  Werthe  haben,  d.h.  also  für  jedes 
Dreieck.  Dennoch  gibt  es  einen  Fall,  wo  insofern  kein  Min. 
statt  findet,  als  man  Keine  negativen  Werthe  fvir  x,  v  und  z  zu- 
lässt  Bevor  iedoch  einer  dieser  Werthe  negativ  wird,  muss  er 
durch  Null  ^ben,  und  nehmen  wir  diess  in  Beziehung  auf  jp  an, 
Bo  haben  wir 


cV=(**— «*)*• 
Ersetzen  wir  q  und  t  durch  deren  Werthe,  so  kommt 

2(6«-a«)»=ca[a«+*«+c* + V^V  2o?6«  +  :i4i«c»+26«c«— o*-Ä<-e«J. 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt  durch  den  Werth 

fl*=6*+c*+6c,  und  vergleichen  wir  die^s  mit 
u^:=:;b^+c^^2bc.cas,JBAC,  so  ist 

coBBAC^-^^nißAC^}20^. 

In  der  That,  nimmt  man  an,  dass  die  Dreiecksspitze  id  bu(  AD 
mehr  |and  mehr  zurückweicht ,  so  bilden  x,  y  und  z  doch"  stets 
zusammen  das  Minimaro,  bis  in  />  das  Dreieck  ABC  mit  Dß(^ 
zttsammenßlllt.  Weidit  A  auf  der  Verlfingermig  von  AD  nodf 
weiter  zurfick,  so  wird  x  neeativ  und  j^  BAC^IW^. 
Daraus  folgt,  dass  fSr  Dreiecke,  die  einen  grösseren  Winkel  als 
120»  haben,  kein  Min.  statt  findet,  in  so  fern  negative  Wertiie 
von  X,  y  und  z  ausgeschlossen  sind. 
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'  I 


• »         t*  1   ' 


■N  ' 


.  r. 


f  I 


IJebcar  die  AehnHehliLett  d^  Corren 

und  KSrpier. 

Von  . 

Herrn  Brenner, 

Lehrer  zu  TattÜMg^o  im  Königreich  WürtemWerg. 


A.  Polygone  oder  'Mbr5cheii<»  Unieti'  sind  Shnlich,  wenn  sie 
eleich  viel  Seiten  und  Winkel  haben,  wenn  die  in  gleicher  Reiben- 
lolee  Hegenden  Wlnlcet  einander  gleich  eSud;  und  die  glelqhe 
Winkel  einschliessenden  Seiten  nach  derselben  Reibenfolge 
efnanider  proportional  sind.  Homolog  heissen  diejen^eii  Sttiten 
oder  StCii«e,  s,  B.  Diagonalen^  die  die  SchenkeT  der  gleicpea 
Wifikei  «ind.  Homolog  beisaen  femer  xwei  Punkte^  von  de- 
üea  aoB  rann. jede«  P<Mygoo  in  ihjpliche  Dreiedce  au  tlieilen  im 
SCaode^iat  9  wofern  in  jedes  Eck  ein  Strahl  gezoffep  wird.  Dem- 
nach sind  auch  diejenij^en  Ecken  der  Polygone  oder  gebrochenen 
Libien  homolog,  die  die  Scheitel  gleicher  Winkel  enthalten«  Ge* 
rade  Linien  heimsen  homolog,  welche  die  Verbindung  zweier  ho- 
mologen Punkte  vermitteln ,  und  man  schreibt  ihnen  eine  homoloee 
Lage  zu,  selbst  wenn  man  sicji  dieselben  unbegrenzt  denkt.  In 
letzterm  Fall  heissen  sie  auch  homologe  Axen»  welche  nichtM 
anders  sind,  als  eine  ununterbrochene  Reihenfolge  homologer 
Punkte.  Diejenigen  Seiten  homologer  Axen  nennt  man  ebenfalls 
homolog,  auf  denen  die  ähnlichen  Theile  der  Polygone  liegen. 
Zieht  man  von  beliebigen  homologen  Punkten  im  Umfang  des 
Polygons  oder  in  der  gebrochenen  Linie  auf  homologe  Axen  senk- 
rechte Linien,  so  sind  nicht  nur  diese  Senkrechten  selbst  homo- 
log, sondern  sie  schneideil  von  jenen  Axen  auch  homologe 
Stocke  ab. 

B.  Man  bezeichne  die. Seiten  zweier  ähnlichen  itEcke  durch 

$'y,^y.\...^  und    S\Sr,Sr'&'"' Ä»,  wo    die    mit   gleichen 

Stellenzeigerii  versehenen  homolog  sind,  so  hat  man 
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Sf     s» 

/-*«" 

Sf      s* 

'' 

^.— -jw^ 

SF     ,S?" 

4*    -    I**   ' 

1 

'         ♦    ■' 

(S*^      g^ 

■  ^1  . 

■  7r=t  —  >  • 

Je  di«  1 

W  «MHl 

i  «rsteD,  3  «nfeii  «.  > 

••    .  .  • 

s-     sr 

«*       y         S" 

■^~  j' 

-^  —  ^•••— •^- 

Alle  diese  VerhSitnisAe  -r»  tt-v--::  liaben  demnach  eine  Icon- 
«tante  Griisee,  die  wir  gleadb  c  setzen,  und  dann  haben  wie 

Dasselbe  eonstaote  Verhättsisci  lässt  sich  för  aHe  homologen  Li- 
nien nachweisen,  z.  iL  auch  Gkt  die  <Jben  berührten  Senkredkten 
und  die  durdi  diesdben  von  .homologen  Azen  abgeschnittenen 
Stficke. 

C    Ds'  Mk  jNm  Jede  Curve'  als  ein*  Pi^rgon  oder  als  ^nii 

ßbroelieoe  libiie  von  unendHoh  vieleik  nnendyMBli  kleine»  Seiteli 
trachten  iSsst,  se-gilt  alles  eben  Gesagte  a»eh  von  fthnüchen 
Cimren.  Die  Conren  aber  sind  In  der  Reml  durch  Gldidhonaen 
»egeben,  und  so  läset  sich  demnach  die  Frage  stellen :  Welche 
Dsdinffungen  mfisseif  erfiillt  ^ein«  damit  swei  Cufven 
ähnlicn  sind? 

NehneBwbnw^beliehige  ähnliche  Cnnren  an»  legen  IfareOdetdi» 
naten*Axen  homolog,  und  stellen  wir  die  Geerdinaiten  der  erstorn 
durch  or,  y,  die  der  letztem  durch  JEf,^^  vor,  so  haben  wir,  wenn 
wir  uns  in  diesen  Curven  zwei  heuMloge  durch  (dr,  y)  und  (jt*,  yO . 
gegebene  Punkte  depken; 

^=c  und  eben  so  —^u:, 
.•       •  '       .  .    , 

Ist  .demnach   die  Gleichung   der  ehi^n  Corve  fßiszf{M)^   der 
andern  y^^(^;  so  Ist 


Diess  ist  die  Bedingung  der  A^Mkhkeit,  uud  man  siebt,  dass 
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die  beiden  FunktioDeo   /  und   g>  dieselbe  Form  haben 
mfisseiik 

Die  Bedingungen  aber,  die  die  einzelnen  ConfBcienten  der 
Veränderlichen  or  und  a:'  zu  erfMen  haben,  finden  eich,  wenn 
ntan  in  <pix^  die  Veränderliche  a^=cx  setzt,  die  Funktion  f(x) 
mit  c  roultiplicirt  und  in  der  Oteichung 

<• 

die  CoefQcienten  der  gleichen  PotenaieirrTon  x  einander  gleich  setzt, 
,  X  mag  mit  irgend  welchen  Vorzeidien,  versehen  sein ,  oder  nicht, 
z.  B.  mit  trigonometrischen  oder  logarithmischen.  Nur  messen  die 
den:Voßzeif£e»  veransleliefi^sn  Goeflieieptep»  wpfeff^  fi»ie«iq(i  nicU 
unmittelbar  voY  x  setzen,  d.  h  wofern  «ii^  9|o^  nicli^.mUer  da« 
Vorzeichen  bringen  lassen,  gleichfalls  einander  gleich  gesetzt 
-werden. 

In  Beziehung  auf  inipticite  Panktioiien  y  von  x»  die  durch 
eine  Gleichung  zwischen  v  und  x  gegeben  sind,  ist  Folgendes  zu 
bemerken,  immer  ifnter  cor  Voraussetzung,  dass  von  bomologep 
Axen  ausgegangen  wird. ' 

Obschon  die  Auflösung  einer  solchen  Gleichung  niebrere  Funk- 
tionen V  yon  X  liefert ,  so  stellt  immerhin  Eline  Gleichung  nur  £ine 
Curve  aar  und  die  verschiedenen  Werthe  von  y  repräsentiren  nur 
verschiedene  Zweige  der  Curve.  Sollen  nun  zwei  Gleichungen  durch- 
aus gleich  viele  und  lauter  ähnliche  Zweige  liefern,  so  kann  diese 
nicbt  anders  seih,  als  wenn  beide  f6r  y  gleicbviele  Und  durchaus 
Funktionen  von  derselben'  Form  (von  x)  darbieten,  und  diess  fin- 
det nur  statt,  wenn  auch  beide  Gleichungen  durchaus  dieselbe 
Form  haben.  Die  Aehnlichkeitsbedingongen  werden  sich  hierauf 
dadurch  finden  \  dass  fman  in  die  Gleiehung  svischen  sc*  und  j^ 
dorchwcf^  y  durch  otfund  x'  durch  jcx  ersetzt,  und  die  Coefn- 
eienten  der  gleieben  Potenzen  v«n  x  und  y  einander  gleich  «etat» 
mit  welehen  sonstigen  Vorzeichen  x  vna  y  auch  behaftet  sein 
mOgen. 

Um  für  die  vorgelegte  Form  der  Gleichungen  die  möglichst 
kleine  Anzahl^  von  Bedingungen  zu  erhalten,  wird  man  vorher 
jede  Gleichung  mit  einer  möglichst  kleinen  Anaahl  von  CoefBci* 
enten-  oder  Constanten  darstelkn. 

So  läast  sieh  z.  B*  die  GkAckung 

ay*+6a?+cx*=:0  einfacher  durch 
y*  +  Ax  +  Bx^z:^ 0  auddrücken: 

Coefficienten  vor  logarithmischen  und  Wurzelgrossen  lassen 
sieh  ootei  das  Zeklien  bvingen. 

So  iässt  sich 
alog^r"  darstellen  durch  logo;"*  (oder  auch  durch  AXo^x)  und  . 
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» 

Da  dieVerhSlfaimzahl  c  unftestinimt  Ist,  so  kann  man  dieses  e 
vermittelst  ^Iner  der  erhulteneQ.  Gleichungen  elftolDireh ,  wodurch 
sich  die  Anzahl  der  Bedineungsgleichungen  auf  eine'  weniger  re* 
dacirt.  Dennoch  ist  es  leicht»  e  zu  bestiniaien  und  dann  wird  e 
den  linefiren  und  c*  den  #Mdratisch  \Tergrri86erten  Zustand  der 
dorch  die  Gleichung  zwischen  x*  und  y  dargestellten  Curve  be- 
zeichnen. 

1.  Beispiel.  % 
Man  habe  die  Gleichungen 

1)    y*+iu?+Äa:*:?=JO  pnd^  ., 

2)    jf^-t-  Ax'-^-Bj^^^Of  ao  fst,  ff'^^cy  und  x'sszcx  setzend, 
€l^^  +  Aex  +  B^a^^O ,  und  mit  c*  diridirend: 

^-i'-x+Rp^^O.    Die  Vergleichnng  mit  1)  gibt  a=:— > 

c  c 

A 

woraus  csa-  und 
o 

b^zB  als  die  einzige  stattfindende  Bedingang.  « 

2.  Beispiel. 
Man  habe  • 

2)  y =^1 V  B-\-Ex^  so  ist,  wenn  y*=cf  unA'x'=cx 

gesetzt  wird,  so  wie  die  vor  dem  Wurzelzeichen  stehenden  Coef- 
Icienten  unter  dasselbe  gebracht  werden  i  > 

m 


•* 


I  •    • 


y=\  -Tf  -t-Ä^Ex*;  woraus 

\ 

a*6=:--3j-^,    welohes  gibt  cnss  —  V  y ;  und 

«  * 

a*  Beispiel. 

•  *  • 

1).   fsseeinAarrf  6cos/^    und 

2>   VÄiieieÄr'  +  BcoeFa^  flehen 
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c  c  , 


A 


a^ 

welches 

6= 

Be, 

« 

e  = 

E 
'7' 

.5   . 

Die  Eliroinatiooen  aber  liefern: 


t    1 


6= 

BA 

.«= 

aE 

'Af    . 

/= 

AF 

!• • 

a 

• 

4.  B< 

eispiel. 

1)   .v^ 

y 

aH 

aU 


za  yTb  +  eco»*fx» 

■.A  VS+Eeo8*Fx'  liefern 


=Y^ 


-j-  H j-  cos  Fe*;   folglich 


^Ä 


^»worau»e 


Vf 


ii>£ 


«      £ 


=  __oderg^  =  ;g. 


-^V? 


/^ä:  Fe  oder  /: 


D.  Hat  man  aber  Polarcoordinaten ,  so  nehme  man  dieAxen 
mit  homologer  Lage  und  als  ADfangapankt  homologe  Punkte.  Bei 
gleichen  Winkeln  v,  die  nach  den  bomologt^n  Selten  der  Azen 
gezählt  werden,   sind  die    beiden   Radii  vectores  r  and  r'  selbst 

r' 
homolog,  und  so  hat  man  ^=rc,    bei  ^temsölben  v.    Die  Bedin- 
gungen der  AehniicUEelt  Werden  sich  dah»r  einfach  dadurch  erge- 
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bcD,  dMs  man  r'  dorck  rc  «f  ««tail«  4ie  Mckn  «vater  eionder 
gtekh  Ba<;ht,  «id  im  UebriMü  gmi«  wie  ob«n  yetOlhrt,  wihMai 
aaek  hier  diesdlbev  BciMiSiiiigali  in  BcjaMiuiia  auf  die.Vorsei-» 
eben  von  o  «Ad  r  geUcA.  Dnaa  feierin  «Ufth  di|a  VeriilMren  SSk 
impUcite  Funktionen  ein^jeachiossen  ist»  wird  kaum  ao  «rianern 
nouii^  sein,  eben  so  wenig  ala  dasa  beide  Oleichungen  aw^cheii 
r  and  r ,  t'  und  b'  dufchaaa  dieselbe  Form  haben  mdssen. 


Hat  man  z«  JB. . 

r=T-: r-7 — ^ — ''  und 


6sine0-f-/cos^0 


r'  = 


iMn£e  +  FcoaCro  * 
•o  gdwD  4ieae  8W«i  Gieickaagen  nacb.^higem  Varfahtan  ttbaf  in 

a 

t^ SS  ■■ I      I  I  1    im        «*■  «Du    ' 

.  Sin  ev  +  V   cos  j^u 
A 

VI 

rac ^ — ^ —  ,  woraus  folgt 

aln  £o -f -g  cos  G*  V  .        • 

^a^  «nd 

T*.  Aus  dem.Obisen  folgt >.  dass  sich  desto  mehr  Bödliigun- 
gen  der  Aehnlichkeit  aarstellen,  je  mehr  die  Gleichung  consUnte 
Co^fficlenten  hat. 

Jede  Curve  aber  lässt  sich  durch  verschiedene  GJeichdngs» 
formen  darstellen,  d.  h.  durch  Gleichungen  mit  mehr  oder  weni- 
ger Constanten;  und  »war  bietet  die  aUgeaieinata  Giekhmig  einer 
Carve^  die  möglich  grOsate  Anzahl  von  Constanten  dar,  während 
die  einfachste  Gletbliimp  dte  mOgfticIi  klainate  Anzahl  derselben 
enthalt  Geht  man  nenihch  för  eine  vorgelegte  allgemeinste  Glei- 
chnc  auf  i^inwaea  CaonHnüteo«  System  ühSt,  dessen  Axen-dnreh 
{  und  y  repriaenfift  sein  mCgen»  so  hat  man,  wenn-  die  Conrdina» 
Um  4mm  ««uan*  AnAmgapni^tea  a  and  6  sind»  so  wie  darM^inkel^ 
den  die  Axe  der  i  mt  der  Axe  dec  je  mac^t,  gleiah  a  goaateft 
B'ird, 

ap=:a  +  i  cose-*- v  sine , 

y=  A  4- Sain V -|?  V  coao . 
1  fc. 


188 

Sobstiteirt  man  nun  diese  Wertbe  für  Jt'  und  «  in  die  allge* 
awifiste  Glelcliaftg,  so  kann  man  fiber  die  drei  beiiebiffea  Gros- 
sen a,  h  tt^d  t)  auf  solche  Weise  verßleen^  dass  im  Allgemeinen 
drei  CoeAicienteii  auf  Null  gebracht  wer-den.     Darani^  folgt 

1)  dass  zwei  Curyen  ähnlich  sein  kunnen«  wenn  auch  die  Form 
ihrer  Gleichungen  nicht  dieselbe  ist/ in  welqhem  Falle,  ihr^  Axen 
keine  homologe  Lage  haben; 

2)  dass  nur  dann  die  möglich  kleinste  Anzähl  von  Aehnlich- 
keitsbedingungen  zum  Vorschein  l^ommt,  wenn  die  Form  der  Glei- 
chungen die  einfachste  .ist 

Will  man  daher  die  Aehnlichkeit  zweier  Curven  untersuchen, 
so  versuche  man,  ihren  Gleichungen  durch  Coordinaten- Verwand- 
lung dieselbe  Form  zu  geben »  VKobei  «u  bemerken ,  dass  man  na- 
türlich keineAehnlichkeit  vermuthen  darf ,  wenn  die  eine  Gleichung 
transcendent  ist,  die  andere  aber  nicht,  oder  wenn  beide  ungleieli 
transcendent  sind. 

Will  man  aber  die  möglich  kleinste  Anzahl  von  Bedin^ungs- 
gleichungen  erhalten,  so  ffebe  man  jeder  Gleichung  ihre  emfach- 
ste  Form  und  stelle  die  Bedingungen  ganz  nach  oben  ansegebe- 
ner Weise  auf,  oder  noch  besser ,  man  nehme  die  Coordinaten- 
Verwandlung  nur  In  Beziehung  auf  Eine  Curve  vor,  stelle,  wie 
oben,  die  Aehnllchkeitsbedingungen  auf,  wodurch,  wenn  wirklich 
Aehnlichkeit  voitbanden  ist,  eine  homologe  Lage  der  Axen  bezweckt 
wird.«  und  eliminire  zuletzt^  aus  den  erhaltenen  Gleichungen, 
nebst  4^9  noch  a,  b  und  v. 

So  enthält  z*  B.  die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte 

flinf  Constanten,  woraus  sich  zunächst  fOnf  Bedingungsj^leichungen/ 
ergeben.  Die  Elimination  von  c,  a^  b  und  v  reducirt  sie  aber 
auf  Eine,  woraus  folgt,  dass  im  Allgemeinen  filr  die  Kegelschnitte 
höchstens  Eine  Aehnlichkeitsbediugung  existirt. 

F.  Interessant  ist  auch  die  Untersuchung  der  Frage;  Welche 
bekannteren  Curven  sind  unbedingt  und  welche  nur  bedingt 
ähnlich? 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  ist  es  unumgänglich «nöthig, 
die  einfachste  Form  der  Gleichungen  zu  w(ihlen. 

1)  Die  Gleichung  der  geraden  Linie  Ist 

y?=U>    ^=0  oder  cy==0; 

woraus  weder  eine  Bedingungsglelchnng  »o<;h  eine  BestimBrang 
flir  c  hervorgeht.  In  der  That  läast  sidi  die  Gerade  ganz  belie- 
big als  Cnrve  oder  gebrochene  Gerade  betrachten  ^  wo  swei  anein' 
ander  stossende  Seiten  einen  Winkel  von  180^  mit  einander  machen. 
Setzt  man  e=l,  so  sind  beide  Gerade  congruent. 

2)  Die  Gleichung  des  Kreisea  ist- 


W9 

Aus  der  letztern  bt       -  ^ 


«•+«•= -3-»    daher  r= —   und  c=i-— .- 
^  tr  Cr 

Demnach  sind   all^  Kreise  unbedingt  Uinlich,  'Wie  auch  aus  der 
Elementargeometrie  bekannt. 

3)  Die  Gleichung,  der  Parabel  ist 

y*=2px,    y'«=2Af';     daher 

2P  P  P 

«*= — X,    »=—  und  c=r-^.        -''■ 
^      ^  c  c  p 

•  •  •  . 

Alle  Parabeln  sind  unbedingt  ^ähnlich. 

''• 

4)  Dtess  findet  Überhaupt  filr  alle  aweigliedfigen  Curven*  statt 
Denn  habe  ich 

I 

« 

80  ist 

fcoraus    .     ,     ... 

,  .   •      .  m—M 

p. 


=v 

5)  Die  Gleichung  der  gemeiufin  Cycloide  ist  . 

j:  ^  rare  (sin  <vers.  =  J^)""  V.  iiy  —  j(*  ' 

•    t 

a/  =  l^arc  (sin. vers. = ^  )—  ^iRy'-^y^  <    ' 

wo  r  und  R  die  Radii  der  Erzeugungskreise  bedeuten.    Aus  der 
zweiten  Gleichung  folgt: 


a:=  — arc(sln.vers.=-^)— w  — y  — y»' 
Diese  Gleichung  Mit  nrit  der  chrsteni  ansammen,    wenn  man  setzt 


Jl  R  .  -     I 

r  =  — »   woraus  c=  —  •. 

c  r 


Demnach  sind  alle  gemeip^  Cyfloiden  ähnlich. 


*s  ■ 


6)  Anders  verhält  es  sich  mit  der  EUi(>se  und  Hyperbel.-  Ihre 
Gleicnung  in  Polar-Coordtnaten  ist: 


r      I 


-t 


IM 


■ 

woraus 

r=,  ,  r 9    »=s — 9  oder  c= — und  e=£. 

Zwei  Ellipsen  oder  Hyperbeln  sind  also  out  dann  ähnlich,  wenn 
ihre  Excentricitäten  gleich  sind. 

Will  man  auf  die  Axeo  fibergeh«» ,  sa  hat-  man 

P=±«(l-e").  -P=db^a-£^; 

s 

woraus  man  ableitet  ^=7  ca  und  B=e6,  und  wenn  man  c  eliminirt: 

A:a=:B:b. 

G.  Will  man  aber  eine  Cunre  construirep„  die  einer  Jt^gebe- 
nen  ähnlich  ist,  so  Icann  man  sich  entweder  TOrsetzen: 

1)  die  neue  Curve  um  ein  gegebenes  Vielfaches  verfffOssert 
oder  verkleinert  darzustellen.  In  diesem  Fall  muss  man  aerVer* 
häitnisszahl  c  den  bestimmten  V#rgr5sserungswerth  zuweisen»  die 
neue  Gleichung  in  derselben'  Form »  nur  mit  unbestimmten  Coeffi- 
cienteuy  hinschreiben»  und  diese  letzteren  vermittelst  obiger  Bedin- 
gungsgleichungen  bestimmt;    Oder 

2)  kann  man  sich  vocsetzell,  irgend  einen  oder  vieUeieht  meh- 
reren Coefficienten  einer  bestimmten  Zahl»  z.B.  der  Einheit  gleich 
zu  bringen,  wo  dann  c  erst  einen  dieser  Bedingung  entsprechne- 
den  Werth  erhalten  wird. 


Habe  ich  z.  B. 

•      • 

• 

a 

- 

'     V*  +  e  ^  A«  ' 

so  setze   ich    . 

•                 .                    • 

^ 

••.'•. 

\ 

^      VA'MCtgF^« 

Aus  1)  habe  ich 

1 

« 

I. 


■  I 


und  aus  2): 


•  '. 


I 
/ 

I 
.  L 
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"rziwr^. 


10-  t    .  .       '     >•      ^< 


V 

welches  lieFert 

Hier  kaon  man  noD.  entweder  .^.oder  B  oder  JE;  oder  zugleich 
B  uJkA  Ay  E  mA  A,  nicht  aber  B  und  E  der  Einheit  gleich 
aetaen.    Setat  man  A^^lsl»  so  ist       - 

H.  Alles,  was  über  die  Aehniichleit  der  Curven  In  der  Ebene 
gesagt  worden, ist,  lässt.sich  mit  Leichtigkeit  auch  aufdiaAehn- 
ncfikeft  der  B*iKcheriV  der  Körper  und  der  Curven  im  Räume,  aus- 
dehnen,  tiur  ist  zu  bemerken,  da$s,  wenn  die  Bemerkungen  in 
J5;'iauf-denRaHin:1lberlnigeii' werden»  man  nieht  bloss  iber  drei, 
soildertt  M»er  secWbelidiige  €onstanten  der  Coerdlnaton- Vervm^v 
llmr  frel've^Rlsen-  kann,  woram  skh  die  Folseratog  ron  aiihat 
etglW^  Auefar  Amr' haben  ^die  liomol0«en'  Goordinale«  hmoe^ä^ 
Pimkte  dbüi  ooastawte  VbrhMitnIss  o  Habe  Mi' ob.  B.  swei  CuflVsH 
des  Iteintieä ,  4ie  durah  MgenTle  Gleiehungeii  dargestellt  werdeiv.c 


ubd 


so  setze  ich 


y=^ir'  +  Är'«,     2'  =  £*'  +  Far'^; 


y'=icy\  x!=^ci  und  x'^^cx 
und  habe  dann 

y  =  Ax  +  Bsä&t^i'^^^  +  ^^^^* 
und  folglich 

a^=iA\  e=£;  b=Bc  und /'=fc. 

I.  Sind  zwei  Diferentialgleichungen  gegeben,  und  Ich  will 
untersuchen,  ob  sie  ähnliche  Curven  Tiefern  >  so  kann  Ich  bei  un- 
gleicher Form  nicht  auf  die  Nichtexistenz  der  Aehnlichkeit  echlies- 
sen,  weil  eine  und  dieselbe  Ureleichung  sehr  verschiedene  Diffe- 
rentiale von  jeder  Ordnung  haben  kann  und  demnach  die  Mög- 
lichkeit vorhanden  ist,  dass  zwei  verschiedene  Differentialgleichun- 
gen dieselben  Integrale  aufweisen  können.. 

Allein  wenn  zwei  Differentialgleichungen  von  derselben  Form 
(also  nur  mit  verschiedenen  Constanten)  vorhanden  aind,    so  ist 


eewiM^  dass  sie  auch  Integrale  'von  gleicber  Form  liefern,  welche 
rar  die  Gurren  -  Aehniicbkeit  blo««  noch  df«  oben  aneegebenen 
Bediopingen  in  'ihren^CoeflScienten  ^a  eniallen  haben.  Diese  Aehn 
licbkeit  oder  Unähnliclikeit  lässt  sich  jedoch  scholl  ans  den  con- 
stanteii  Coefficienten  der  DlffereDtialgleicbangen  selbst  absehen^ 
indem  man  setzt : 

3yssc8^;  S'jf':=c9*jr;  (woraus  noch  folgt): 


^       I 


irni  hierauf  die  CoefGcienteu  derselben  Differentiale  oder  dersel« 
ben  Potenzen  der  yeräpderüclien  mit  einander  vergleicht.  ' 

Hat  man  -ferii^  nur  Eine  DiffierentiaMaidilinff«  «o.  kann  mak 
T^rmlttelAt  obiger  Methode  .eine  andere  Diflereiiiialgleicftuag  dar« 
steHen,  welcbe  i^ine  der  eIngeA  Corvo  äbtilkbe  Cnrve  Tiefet 
Hiebei  sehreibt  man  «ich  eine  IHierentialgleichang  von  derselben 
Ferm,  nur  mit  unbestimmten  eonstanteb  Obeflieienleo,  bis,  ämM 
«'ssesf,  A'ssex,  '&f^M'^==sSfftt  n.  s.  w»  nnd  tnaiibt.die  betreflimden 
'Coefficienten  beider  Gleichungen  einander  gleich.  Man  kanii  hie- 
mit  den  Zweck  verbinden ,  eme  der  Constanten  einem  bestimmten 
Werth  z.  B.  der  Einheit  gleich  zu  machen.  Hat  man  hierauf  das 
Integral  gefunden  jy' =/(jrO  >  so  ist 


•  •       ••      ■       .H    ,1 


«         I 


■ «       « 


*  j  I      «»      I 


f         • 


■'••. 


'i  (     '  •  <    'i   •  .     /       l' 
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Hote  sur  llnt^irrale  di^flnie 

/     i(l—^Co8x  -i-t^Coanxda;. 

O 

Par 

Monsieur  D.  Bierens  de  Haan 

,  Doctenr  äi  sciences  4  Derenter. 


1.  On  a  fait  plusieurs  fois  la  rejmaraue,  qae  plus  une  integrale 
d^fioie  contient  de  constante«,  plus  eile  peut  donner  lieu  g^n<$ra- 
lement  k  d'antres  integrales'  definies»  oon-seulement  en  les  sp^^cla* 
lisaDt,  mais  sartout  par  rapplkation  des  thöor^oies  plus  ou  moins 

S^D^raux  de  cette  brauche  de  lanalyse.    Mon    but  est  de  traiter 
e  cette  maniöre  rintägrale  mentionnee  ci-dessus,  qui  en  fonmira^ 
plasienrs  aatres,  k  ce  que  je  crois  nouvelles. 
Cette  integrale  d^nnie: 


/ 


TT  fn 

l(L — 2rVQ»x  +  r*)  Cos  nxdas  = — «  — 


n 


et  /^'/(l  -  2r  Cos  ar + ra)fi^ =0 


(1) 


(% 


>    > 


[oü   dans    la  premi^re  n>0...(a)  et  partout+ l^r^— l...(jS)] 

bien  connue,  se  trouve 'entre  autres  daos  les  BeltrSge  zur 
Theorie  bestimmter  Intesrale  du  Prof.  Dr.  O.  Schlo- 
milch,  page  34.  Mr.  [10]  et  tH}. 

Commen^öns  par  la  constante  r,  et  difförentioDs   par  rapport 
ä  eile,  il  vient 


J  r=: 


2rCosa:+f* 


Cosn^8;if=.  -^^'f\J^C^^^^^-^f*i 


Theil  \I1L 


W 
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d'ou,  puisque  /     Co8nj;8as=0...(a)....,  I    3ass«...(b) 


-  l-r'V 


O  P 

1— 2rCosa:+r* 

o 

(t-2rCosx+r')--r(-a^o.:r+2r)  ^^^^g^ 
1— 2rCosj?+r* 

n 


=  iz:;5(-r)(-«T-»)=j3 


r» 


(3) 


o  o 


-\-rv 


2rCoaa:4-»'* 
»(1  - 2rCoe»  -j- r»)->r(-2Co8g+8r)  ^ «^     ^. 


/'i- 


»rCofix+r* 


La  formule  Cos(n— l)a:=Co8«i;rCosar4-SinnarSinar...(c) 
donoe  par  rapplication  k  (3)  et  (4) 


/ 


Les  forroules  (3),  (5)  et  (7)  «ont  respectivement  les  m^mea 

2ue  Prof.  Seh  Im  milch  a  trouv^^es  1.  c.  formules  [7],  [22]  et  [121. 
lette  coineidence  rösuUe  de»  propri^t^s  des  s^ies^  dont  il  a  fait 
usage  poar  parvenir  ä  ces  int<$grales,  d'^tre  les  nnes  les  d^riv^es 
des  aotres  par  rapport  ä  r,  ou  da  rooinSy  de  ponvoir  ^tre  trans- 
form^eA  ajs^ment  pour  ce  but. 

II  y  a  de  plus   ä  observer,  que  les  int^erales  (5)  et  (6)  an* 
raient  ^^  trouv^es  par  la  Substitution  de  9t=0  et  ii=rl  dans  Tin- 

tegrale  (3),  qui  jouit  ainsi  de  la  eondition    n  CJS—Xy)» 

2.  Quant  k  Pintegration  par  rapport  a  r  it  convient  de  faire 
usage  des  fornniles  sutrantes: 
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1    -^     .      rSiax        ,, 

y*       r-'flr  1  , 1— 2rCosa;+r*     Co»a:.     ^      rSin« 

doDt  la  somme  et  la  diflUrence  donnent 

En  appliauant  la  formule  (d)  ä  (6)  et  (6),  et  (e^  k  (6)  [puisqiie 
r«pplication  de  (e)  ä  (5)  coincide  avec  celie  de  (a)  k  (6),  comme 
il  est  ais^  de  voir]  on  obtient  ä  l*aide  de  la  transportatWn  des 
fonctions  sous  les  signes  d'int^gration  daos  les  inU^grales  dovbles, 
qai  en  r^sultent, 

Arctg,_^Co«tSiiri='7i=;5==2'i:::r/-        («) 

o 

O 

et     _ 

qui  donne  ä  l'aide  de  (a) 

La  diff^rence  de  (8)  et  (10)  donne 

o 

Lee  formules  (d)  et  (e)  donneot  de  cette  mani^re  poar  riot^gral^  (] ) 

13* 
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y  "[fr  +  2  Arctg  i^^  •  ^]  Si«it*Sl»;r6* 


f-H^\ 


^  puisquel      Sinfi4rSina:8ar==0....(g):  . 


y   "^"*Si:Z^^Sin«a:C(»8;r8j:=j(J^j  +  ^')..  .(13; 

O 

AumoyeD  de  laforiiiuleSin(M-f'l)j:=SioMa:Co8j;-f'Co6narSina;  (h) 

on  a  par  les  integrales  (12)  et  (13)  k  Taide  de  la  substitation  de 
n^-l  aii  lien  de  n  dans  (12): 

^'^*^r=;«;5i*^^«^^®'"^^^2  M^i  - 1(^1  +  n-=i; 

o 

Enfin  OD obtieot  par  lapplicatioo  de  la formule  (0  auz  iotögralea 
(4)  et  (7)  au  moyen  de  la  m^me  m^hode  qoe  ci-dessus 

/^""[fr-ZCl— 2rCoBa?+ra)] Cosnxi^Bscbx;=i  j  /(l  +  r«) r»-»ör 

-^2V»-l  "•'n+Ty' 

f'^llT-HX -2r Cosor+r«)]  Sin «jrSlnj:a;r=^  /(l— r«)r"-«0r 

o 

/TT 
Cosfio:  Cos  xdx  =  0 ....  (i 

/(l--2rCo» J7+r«)  Cos  nar  Cos  a:8Ä=— 2  f^3:f  +  ^^)    (15) 


/(i-2rCoga:  +  i*)SinMa:Smar3«  =  2  f  ~  -  J^q  V  (1«> 

O 

L'application  de  la  formule  (f)  aux  integrales  (3)*'et  (5)  reprodui- 
rait  les  integrales  (1)  et  (2).  -  L'integrale  (11)  rentre  dans  (12) 
pour  n=:l. 

Les  deux  derni^res  integrales  auraient  pn  etre  caleuiees  au 
moyen  de  Tintegrale  (1)  ä  Taide  des  formules  connnes 
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2  Cos  fur  Cos  :r  rr  Co8  (n -*  1)  X  4*  Cos  (n  + 1)  ^  «..(k) 
et  2SiniurSma;=Co8(n— 1)0?— Co8(n-|-l)j:...(l) 

eomme  aussi  les  integrales  (4)  et  (7)  au  moyen  de  (3);  de  m^me 
OD  tronverait  les  iot^grales  (13)  et  (14)  an  moyen  de  (12)  par  les 
formales  anologues 

2  Sin  tid?  Cos  X = Sin  (n -|- 1)^ + Sin  (n  —  l)x...  (m) 
et  2Co0itarSin j;=iSin (n -f  1>2:— ^Sin (n — J)x..,  (n). 

Oe  ces  diverses  int^ipraies  les  (8)  et  (10)  se  trouvent  chez 
Prof.  Schi 0 milch  1.  c.  form.  J[31]  et  [14],  la  dernidre  ponr  une 
raison  semhlable  k  celle  mentionnöe  pour  nos  integrales  (3)»  (5) 
et  (7). 

On  a  ici  partont  la  condition    tt>0...(a). 

3.  Passons  k  la  constante  n,  et  commeo^ons  par  la  diiferen- 
tiatioo  par  rapport  k  n.  A  cause  de  la  »conformite  entre  les  va- 
leurs  des  integrales  (1)  et  (12),  on  peut  les  combiner:  on  obttent 
alors: 


-f\i 


■2rCoBX+r')CoBnxdx 


+  ßH  i  -  2r  Cosa:  +  r«)ar  Sin  luvdx 

o 

=+2/     Arctg  j,^^^  xtoBnxdx^nr»—f^, 


+  fl(  l^2r  CoAT  +  r*)ar«  Cos  nxdx 

0         , 

-  /  "in  -  2HCosÄ?+r*>«'SiniM?ar 


— y  */(l  -  ar  Cos  .r  +  r^  .r*  Cos  turSor 
=s  +  2/     Arctg  j3^^jpjjj^.T*Siniw;9Ä:> 
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.  _  («fr)«-4(nfr)«(nfr-3)~23.A(»fr^l) 

T^%r*  '■    ■  ■      ■'  —-7 — '■-'■-- 

etc.  etc.  etc. 


d'oü  se  döduisent' aisöment  les  fornmles  g^nerales  pour  p^^Si  et 
entier  (S)i 

I  ^l{\  — 2r Cos 4?  +  r«)^«P Cos  nxdx 

0 

«-2y  "Arctg  i^^  «^PSin  ««3« 


«— ^n —   i       +6.7....S!p(8-iifr)(»fr)4+......         I 

(  ....+2p(2p-l— nA-)(«fr)»i'-«+(i»fr)«P  ) 

= ^iäH^i L(i-«fr)  +  -2:^(«fr)»+  23:4:6  («*•)*+ •  ••• 

(2p-l)-nfr,  ,  ,-._,  ,    («&r)»p  -1 


...+ 


TtW~^"*"^*"*+T^+i)J 


_(— l)F+*«r»JX8|>fl)  r      nfr     (»fr)*     (nfr)» 
~~  ««i'+i  L        1    ■*"   1.2  ■"  2.3 

.  (gfr)*        («fr)»    .  («fr)V-'    .    (nh^  -% 

+  2.3.4  ~i:3X5  + ■'   IX2p)      +  /^hT)J 

^     _(-i)f +l«f«^s^^-l)  «%«p  (-«»)>     .,-.,,«, 


u 


/    l^---.  (2.3...(2p  +  l)(nfr-l)+4.5...(S^  +  l)(nfr-3)(«fr)»; 
=    luX  i  +6.r...(ap+l)(nfr-8)(iifr)*+... 

"        i  ... + («fr — ap  -  i)(«fr)«p 

_  (-l)p+'«T>IT2p+2) *»«H- i  (^nfr)«        .|o .toft^ 

II  r^sulte  de  la  coaformit^  eotre^les  valeurs  des  int^ales  (f  3) 
et  (15),  (14)  et  (16)  respectivenient,  qui  depend  seulement  de  celle 
entre  (l)  et  (12),  qu'on  ait  en  se  servant  des  formules  (k)  k  (d) 

+  2 /^""/(l— 2r€osar+ r*)CosiiarCosj>Sa: 
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0 

=y   ''/(l  - 2r  Cos  0?  +  r«) Cos  (n  -  1) «8jr 

o 
o 

+2j    /(1-S 


2  r  Cos  äi-^-i^)  Sio  n«r  Sin  xdx 


=  +  4  #     Arctg  |_^^,_  Cos  fix  Sin  xSa: 


-rCosa? 


=/ 


==/    /(l— 2rCosar+»*)Co«(n-l).r8a? 

— y  '^/(l  — 2r Cosar  +  r*)Cos(ii  + 1) arSa?. 

* 
Si  donc.on  diffi^rentie  les  premiers  membres  de  ces^quations  par 
rapport  i  n,  le  räsultat  poiirra  se  d^dirire  des  formules  (17)  et  (19) 
en  y  faisant  successiveiuent  n  ^gai  ä  n — 1  et  än-f-l;  tandis  que 
le  Douveau  facteur  Cos  a;  ou  Sin  j?^  ne  contenant  pas  de  n,  la  forme 
des  integrales  elles  •  m^mes  sera  celle  des  integrales  ^17  et  18)^ 
(19  et  3(^  sauf  le  facteur  Cosor  ou  Sino;»  qui  s'y  est  iotrodiiU. 
Ainsi'  OD  aara,  en  faisant  attention  au  changement  de  signe»  in- 
treduit  par  la  diffärentiation,  apr^  une  reduction  facile: 

(21  et  22) 
/^"i(l-*2rCosa?+r*)a:VCosfM?Cosd?Sjr 

o 

= —  2  /'   Arctg  4 -^ x'^^wanx  Cos  a^x 

1      n*>H(ii-i)fr)i* 

(^l)p4ijCT*-'JX2p+ 1)  \     (n  — !)%»+*  «=o        r(a+l 


^(n  +  l)»P+i.=o         A«  +  l) 
(23  et  24) 

/^''/(l  -  2rCosa:+^«)a:*P+^Sinifa?Co«Äaa: 

pn              rSiox 
3  2  /     Arctg  1^^  -p a;*P+  *  Cos  nx  Cos  orSar 


aoo 


j*f+i  (— («— 1)»)« 


(—iyf+^mr«-irC2t> +2)  j      (n— ^^t'.^^  r(o+I) 

(25  et  26) 
/(l— 2rCosa-  +  ra)a;*SiD«;rSinÄ0a: 


-/ 


A'«%rZ7^fc-^'''  CosnxSinxdpn 


(n  - 1)««'+»  ^0       iXa  +  i) 
__         T*         *%*'  |-(n+l)fr)« 
(«+r)Vfi^o         r(o  +  J) 

(27  et  28) 

O 

=  -  iy     Arctg  iL,  rCosa?^^"^^ ®'° '^^ ^^'J  ^®* 

=  (--i)»«y— »rf^+2 )    («  -  i)«H^«  ^o        r(«+i) 

r«         '^»P+H— (n  +  l)fr)' 
( n  +  1  )^+«^o  r(o  + 1)~ 

4.  En  diff^rentiant  les  formales  (3)  et  (4)  par  rapport  ä  «, 
on  obtient,  en  obseirant  la  oonformit^  des  val^  de  ces  inte- 
grales qoant  k  cette  constante: 

J     l-arCosar+ia'^-rrpy     l-arCos^-Hg^'°^ 


1— r« 


JT  - 


^■n:^'"^ 
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=  7^'"(fr)». 


d'oü  Ion  conclnt  g^ntfraiement: 


o 
.  o         . 

* 

An  contraire  en  mulfipliaDt  de  pari  et  d'autre  simplement  paf 
dn,  et  eo  int^grant  par  rapport  k  n,  on  trouve 

/^     Sjnna^dx      1 
o 

'  •  o 

1  /^^     Cosnarflg? J_ 

0  - 

SJr       /*^     Sinnadx       Shur n        f^_ 


-/ 

o 


l-2rCo8j:+r«  x^ 


^    Cosnjr8jr        Siiu? « r» 

■ 
Ainsi  on  a  les  fonnules  g^n^rales: 


(33) 


/ 

o 
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s 


On  di^duit  des  integrales  (4)  et  (7;   la  relation 

/^     Coanjrda:      ^  1+»*   P^     Sinnada:        .,. 

O  0 

dont  CHI  coDclut,  puisque  leur  rapport  est  lodiipendaDt  de  n,  que 
la  dilMrentiatioii  et  i*iiit^gration  par  rapport  ä  la  coDstante .  n  de 
cette  integrale  (4)  nous  fourniront  les  suivantes: 

l=3;:c35J+^^Co«:=(-l)..-2j=;är-»(fr)V.        (37) 

O 


t    Co8 iia:8x      Coag ^     it  1  +r*  r*-'         .j. 


O 

De  ces  integrales  toates  sont  soumises  k  la  condition  n>0  (o) 

exceptiSes  les  (29)  et  (90)»  qui  jouissent  de  la  condition  ii^^O....(}f) 

ä  cause  de  la  formole  (3)  dont  elles  sont  dMuites.  De  m^me  on 

a  partout  p^^O  et  entier  (ö).    De  plus  la  condition  l^^r..— 1(/3) 

se  cbange  dans    les  int<^grales    (17)   a   (40)    dans    la    sulvante 

I  ^r^....0(£),  puisque  les  raleurs  de  toutes  ces  integrales  sont  des 

fonctions  (Ir)  et  ainsi  valent  seulement  pour  des  valeors-  positiv^ 
de  r. 

Les  integrales  (17)  k  (40)  se  dlvisent  naturellement  %n  quatres 
groupes»  savoir: 


2tta 

17,  19.    21.    23,    25    et    27 

18,  20,    22,    24,    26'  et    28 


et 


20,    32,    33,    36,    37   et   39 
80,    81,    34,    39,   38    et    40 

•  ^  - 

doot  Im  deuz  d^mi^rs  groupes  surtout  sont  aasez  simples- 

6,  Apr^s  avoSr  vu  de  aoaveau  la  fertility  de  ces  princlpaiix 
thöor^niQs,  la  dlfl^rentiatioD  et  rint^gration  par  rapport  k  une 
coDstante  aous  ie  aigoedlnt^gration  däfiDie,  passons  ä  ruaage  d'une 
propriiitö  curieoae,  dont  jouiaseDt  les  fonctioDs 

• 

/(l-2rCoaa:  +  r«),  (l-.2H3o&r+r«)-i  et  Arctg  j^^^j 

et  qtA  noQs  aenrira,  aon-  aenlemeDt  h  obteoir  oaelquea  nourellea 
iot^grales^  mais  aoaai  arMuire  la  llmite  de  quelques  uues  denos^ 
iatögralea  n  k  son  double»  moyeniiaiit  qnelque  restriction  k  l'i^gard 
des  constantes." 

PrenoD/B  k  ce  bnt  t  successiTement  positif  et  n^gafif  et  fai* 

soDS   1^=9 ({);   de  sorte  qur  pour  cette  nouvelle  coostante  la 

condilioD  (p)  devieone 


Oo  obtient  alors 


(a) 

/(l —2rCosa:  +  r«) + /(l + arCoSo: + r«)=: /[(l +!*)•- (2rCosa:)*J 

5=/[l+r«— 2r*(2Cos«ar— 1)]=/(1— 2r«Cos2ar+r*>=/(l— 2^Cos2ar+^«), 

1      .  1_ o  1+^' 

1  + 


-^T^^JCsfef?'  ^^^ 


^ 1  1 ^ 4rCosjr 

1— arCosar+r*"'  l+arCosa?+r»'"(l+r«)^-<ftpCosa:)» 

4rCo8a? 
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^  rSiiUT  rSina? 

.     ,     rSiDO?     .    .     ,    — rSinj?        .     ^    1— rCote      I+rCoü 
^"*8  l~rCi«i  +  ^'*=*«  l  +  rCo^=  ^'^      ,  ,      r^in«;r    -~ 

*  +  1— »*Co««« 

2r»SiDa:eo8a!  .     ^       aSin'ix  . . 

=  ^'"*«  l_,*(Co8«ar-SlB«¥)  =^"*«  l-9Co«iar  *         <'> 

jrSlnar  rSiiij: 

.     ^       rSiiur  .     ,    —  rSino:        .     ^    1 — rCosar  '  l-l-rGos^ 

•=Arctg-j3^  (s) 

On  voit  de  suite  que  ces  transforinations  ne  sont  f^as  applt- 
«  cables  aux  integrales. (17)  ii  (40),  puisque  leurs  valeura  ^tant  des 
fonctiotis  de  (/r),  ne  valent  parsuite  que  ponr  r  poaitif.  Oceupons* 
noiia  donc  des  integrales  (1)  a  (16;  et  premi^rement  qnant  au 
cbangement  des  integrales  elles  m^me.  II  faut  observer»  qne  par* 
touty  oü  dans  les  valeurs  de  ces  integrales  r  est  eier^  k  une  pals« 
sance,  fonction  de  n,  il  faut  distinguer  les  cas  de  n  pair  et  ioi- 
palr  ou  egal  ä  2m  et  ä  2m — 1. 

(1)  donne  par  (o),  pour  n=:2m  — 1: 

y  ''/<l-2^Cosar+^*)Co8(2m— l)a:öa:  =0;  (41) 

(2)  donne  par  (o)f 

/**Z(l-2^Cos2a?+^*)8«=0,  (42) 

qui,  au  fond,  ne  diff^re  pas  de  (2); 

(3)  donne  par  (p)  pour  n=2m— 1: 

o 
(3)    donne  par  (9)  et  (4)  par  (p)  pour  ii=2fii: 


f 


o 


^Cos2mm?  CoBsdx     ^ 


1 

I 
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(4)  donne  pour  n  =  2m— 1»  par  rapplicatioD  ftuccesslve  de  (p) 

et  de.  (q): 

Jnn  Cog  (2w--  l)ar .  Cos  xhx'__  ft  ^'*  ^ 

o 

/'^  Cos  (2m  —  l)a? .  Co«*a:  3a?     ^  .  .^. 

l-2eCos2:r  +  g«       =<^'  <^> 

o 

d'oü  ä  cause  de  2Cos*ar— l=Cos2a:  par(43;: 

/"  Co8(2m  —  l)j;  Cog2g8j;  _ .,  .. 

0 

(5)  donne  par  (9): 

/  Cosa;8ar 

0     • 

(7)    doone  par  (p^  pour  n=2m  et  n=2m— 1,  et  par  (9)  pour 
ft;==2ii»— 1,  successivement: 

/^  SiD2iiurSina:8a?  _^  ^  .  .q. 

l-2^Cos2jr+^»-'"'  ^^^^ 

o 

/» Sin  (2m — \)xS\uxdx     n    q^  ' 

l-2^Cos2ar  +  ^«   "^2  1+^'  ^^^ 

0 

/'f  Sin  (2m-*  IjarSiiu?  Cosjggar      ^ 
l-2pCo82ar  +  ^«  ""    ' 

o 

/''Sin(2m— l)arSin2araj?     ^  ,^.. 

L'application  de  la  formule  (r;  a  (8),  (9)  et  (10)  neos  föurnit 
les  integrales  suivantes:  ^ 

o 


d'oi 
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De  m^me  (12)  (13)  et  (14)  donnent  {mv  (r)  pour  n=2m  et 
91=2711 — 1  succesivenient : 

^**«  lt?C3i25  SIn2mjrar=«t.  ,  (55) 

O 

Arctg^^^^.^^^Sin(2m^l)  0:3:^=^0  .  (56) 

/     ^''^^8  x^  (Jq  '^  Sin2  wu:  Cos  j:da? =0 ,  (57) 


/     Arctg  il,  (3    2    Cos  2  nur  Sin  a;Sa: = 0, 


(59) 


Si  Ton  fait  le  m^me  nsage  de  (»)  pour  les  iutegrales  (8),  (9) 
et  (10) 9  ei,  en  prenant  saccessiveineiit  n==2f?>  et  n=z2m — i,  de 
in4roe  pour  les  integrales  (12),  (13)  et  (14/,  on  obtient : 

/^.     ^  2rSinÄ-    Bx  A+r 

A'ctg.r=7«-gUj^=  ^i  j^ ,  (61) 

/».     ^  2rSiDa:Co8;rda:      ^  ^^ 

0 

/     Arctg-j^::^-^^«(/j-^-r),  (63) 

O 

/n  2r8in:r 

^"^^^g  l_ya-  Sin 2w^8;tr=0 ,  (M) 


Aretg-j— ^^  Sin(2w^l)a:Sar=«,j^ 


(65) 


Arctg^-^  Sln2mxC««arar=j(~^+^)  (66) 
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/'"Arctg  ^5^  Sin  {2m-l)xCMxSx-0,  (Ö7) 

y*''Arctg'^'5£  Cos2  ffl^Sin  x8^ = |(^|y  -  £jzt)  «») 

/^"Arctg^^^^Cog^m  — l)aSinar8a!=0  (6Ö) 

L'application  de  I&  fonnnle  (o)  aux  integrales  (15)  et  (16)  dpnne 
respectivement  pour  n = 2  m  et  n =2  m —  1 : 

/*^/(l-2^'Co#2x  +  p«)Co»2ma?Co8j:aa:=50,      '  (70) 

/*'/(! -2^Co82a;  +  ^»)Sin^iiiiirSina:8a?=0,  (71> 

/*"/(!— 2^Cos2j:+^«jCos(2m-l)^Cog«aa:=—j(^j+  ^  (72) 

O 

/* "/(l— 2^Co»ar + «")vSiii(2Mi -l)a:Sin ^ar=— |(^J — ^^\  (73) 

Pan3  tontes  ces  integrales  (41)  ä  (73)  on  a  m>09  except^e  l'in- 
tögrale  (44),  qiri  vaut  encore  povr  m^O^coronie  ledemontre  l'in- 
tegraie  (48). 

Les  integrales  (52)  a 
veaux  groupes  diverses  de 
k  (14)  en  ce  que  les  fonctions 
rente£>. 

6.  Nous  avons  ebserve  qae  ces  memes  transformations  peu*/ 
▼ent  servir  h  ehanger  les  limltes  de  quelques  unes  entre  les  inte- 
grales (I)  a  (16);  eifectuons  ce  changement,  en  faisant  partout 
y^:z2x  (6),  ce  qni  reduit  les  limites  de  x,0  et  n,  pour  ^  äOet 
2  9r.  II  est  clair  que  ce  changement  ne  peut  aVoir  lieu  que  pour 
des  valeurs  paires  de  n  ou  egales  ^  2m. 

Alors  (1)  donne  par  (o) 

/  ^''/(l—2^Cosy  +  p«)Cosmyay=-2jr^,^       (74) 

(3)  per  (p) 

/*"     Co«>fiy8jf     _  2»»*  ^. 
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et  (4;  par  (q) 

pn  Co8amarCos*ar8a?         1+r*  1      n  I  +  9    - 

I 

fl'oii,  pirisque  Co82d;.-=2Co8*ar=l»  ä  Taide  de  Tinti^grale  (74) 


• 


Enfin  l'int^ale  (7)  donne,  par  rapplication  de  (q> 

/*»Sli>  2  »u  Sin  jf  Cog  xBx  -^      1 

Le8  integrales  (42),  (53)  et  (55),  trouvöee  dans  le  Paragraphif 
pr^cödeiit,  neos  offreot  encore  pour  ootre  biit  actuel  les  suivantes: 

/**'/(! -2jCoay  +  ^«)8y=0.  (78) 

ü 

o 

L*int4$grale  (74)  donne  au  moyen  dee  formiiles  (h)  et  (I) 
/^'"/(l— 2*Co«^+^«)Co»myCo»yay=— »(^*  +  ^)    (81) 

O 

y*'>l-.2pCo8y+f«)SlomySiiiyay=-»(^^_^).   (82) 

De  roöme  Fintegrale  (81)  nous  foornit,  i  cause  des  forma- 
les (m)  et  (n): 

U  s'ensuit  que  la  yaleur  de  ces  iot^grales  prises  entre  les  li- 
mttes  0  et  2;r  est  pr^isäroent  la  double  de  la  valeur  des  mdmes 
integrales  prises  entre  les  limites  0  et  »,  savoir: 
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160  intkSgnJes  (74),  (75),  (76),  (77),  (78),  (80),  (81),  82,  (83>el(84) 
reqHSctlvement  de  (l),  (3),  (4),  (7),  Ci),  (12),  (15),  (16),  (13)  et  (14). 

Quant  ä  rint^gräfe  (79)  on  vdHfie  cette  ndme  propri<$t<^  en  pre- 
fMmt  la  somme  dea  integrales  (8)  et  (9). 


Du  restd  cette  propriet^  de  ces  integrales  d^end  uniquement 
de  ce  qa'elle  ait  Heu  pour  l^s  integrales  (1)  et  (/4) ;  car  ce  chaa- 

ß Erneut  de  limites  iv'ältdre  aucuu^nient  r^quation  (a),  ä  Taide  de 
quelle  les  aatres  iitti$grales  ('2),  (3),  (4),  (7),  et  (12)  k  (16)  sont  dö> 
m^es  de  rititrfgnUe  (1)  comnie  nous  I  avons  inoptr<$  au  5. 1>  säiis 
avtre  restriction  k  Ti^gard  de  la  valear  de  r  qae  la  condition  (/?), 
qni  cimiprend  celle  («7)  comme  cas  particulier.  Aiosi  nous  pou- 
▼ons  conclure,  pulsque  poar  ce  inline  ehangement  de  limites  la 
valear  de  l'int^ale  (6)  est  doublte  aassi,  que  les  integrales  re 
staotes  (5),  (8),  (9)  et  (10)  devront  jouir  de  la  meme  propriete, 
de  Sorte  que  1  on  aoiv<$  avoir : 


/ 


1  —  Si^Cosy  +  ^«  ~  1  —  p«  ' 


(85) 


O 

o 

/ 

Od  a  aiosi  pour  toutes  ces  foncttobs  la  r^lation 

/     9(ar)8ar=g-  /       ip(x)dx=  J       ip(a:)  dx ,  (A) 


O  O  TT 


7.  Plusieuris  des  integrales  d^finies ,  trouväes  dans  les  §$.  5. 
et  6.  sont  susceptibles  d'etre  assnjettes  aox  methodes,  dont  nous 
aTons  fait  usage  aux  §$.  3.  et  4.,  a.regard  de  la  constaote  n. 

Lear  application  sera  bien  facile  ici ,  soit  que  les  valeurs  des 
integrales  a  traiter  soient  z^ro,  «oit,  parceque  au  nioyen  de  la  for- 
male evidemment  vraie 

^fFia^)9s=Q'^,f'Fia^)S.,  (B) 

O  O 

t 

oü  a,  6  et  p  sont  des  constantes,   on  peul,   eo  posant  bz=:m, 

14 


V 

• 
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<  • 

p^7t  et  a=^2m  on  zsStm — 1,  sulvant  les  cas  divers,  d*aik  tonjears 
(k-K=(^J9   ramener  ais^^meot  ces   inti^grales    anx  YtMfgnißR" 

correspondantes  qui  se  trouTent  panni  Celles  (3),  (4),  (T)  ^i}^) 
^  (16),  qui  8ont  traitees  succesaivement  dana  les  $^  citea» 
Operation  fädle,  puisque  le  rapport  des  valeurs  de  ces  integrales 
respectivement  correspondantes  est  Tunite,  ou  du  rooins  une 
fonction  ind^pendante  de  la  constante  n. 

Dans  le  premier  cas,  oü  la  valear  des  inte^ales  est  i^o, 
rinfluence  de  la  diffärentlatien,  comnie  de  l'iDtöfcration  par  rapport 
^  n,  ^e  presente  du  premier  abord:  dans  le  cas  contraire»  pour 
toutes  ies  integrales,  qui  se  rapporteat  äun  logarithme  ou  ä 
un  Arctangente,  on  ne  pourra  se  servir  que  de  la  differentia*  • 
tion  par  rapport  ä  cette  constante  n. 

Commen^ons  par  les  iptegrales,  oü  Ton  tronve  te  signe  lo^- 
rithmique  sous  le  signe  d' Integration  deftnie.  li  est  als^  de  roir, 
que  les  integrales  (41),  (70)  et  (91)  donneront  tant  par  la  diffe- 
rentiation  qqe  par  T  Integration  par  rapport  an: 

r^Kl-^QCosix+Q^xi^^  Cos(2m-l)jr8ar=:0,  (89) 

0 

/'''/(l— 2pCosar+^*)a:±(«P+i)  Sin(2m— I)a?8^=0,  (90) 

u 

r  ""l  (1— 2p  Cos2ar+ p«)  xi^P  Cos2ma:  Coso^ar  =aO .  (91) 

o 

/'''/(i— 2(>Cos2jr+p«):r±(^4-i)  Sin2fiur€o8^da:=a,         (92) 
y     /(l--2eCos2a:+eV**^Sin2mxSiiuraa:=0,  (93) 


s 


y  ''/(l— 2pCos2;r+P*)ar±<^+*)Co82marSin.Taar=:=0.  (94) 

o 

■ 

Quant  aux  integrales  (72)  et  (73)  elles  donneront  k  Taide  de 
requation  de  reduction  (B)  et  des  integrales  (IT)  ä  (20) : 

C'^liX  —2p  Cos2ar  +  p«)  jc^P  Coö  (2m  -^  l)a:Cos  xlx 

o 


211 


/*'/(!— 2jCo«2ilr-f^«V+»Sln((2m—i)«Cos«8« 

,     (         t  ^«H-i  (-(m-l)/g)«, 

(~l)H-i«»— tn[8/>  -1-2)  Km  -  1)«H3  ^^  r(«  +  l)        ,„, 


(Ö7) 


!1         «%''Pt-(w-1)fp>« 
()II--J)^+«  ^o      JXo+l) 

/^""/(l— 4^  G662^  +  ^«)a?%»+i  Cafl(2jii— l)d?SiD/r8a: 

o 

il         •=•?+ 1  {— (m— l)/^)»^ 
(m— l)fi»+»it=o        r(a  +  l) 

8:  Passons  naintenantaux  deux  gronpes,  oü  lafohcHoD  principale 
sons  le  sigue  d'int^gratioB  est  un  Aretg,  et  traitons  en  pire- 
nier  Heu  le  eroupe  des  integrales  (55)  k  (60),  doDt'celles  (56), 
(67)  et  09)  donneroDt  tput  de  suite : 


m 


ß^^^  l4|c^-±^'Sin(2m..l)a:a.=0, 


(99) 


.  /^etgj:^5^^a:±(*P+i)Cos(2m^l)aÄ;i:===0,      (100) 
o 

/Arctgj£|g^a:±«PSln2ma!Co«*8*=0,        (101) 
ßj^^^^^xH2fi.x)Cos2mxCoBxBx=Q,      (102) 

Arotg  r?^e^***' Co82ma;Sin*8«=0  ,      "(103) 
/Ar(Stgj^^^x±(*i»+»^Sin2m«Sin«ea:=0;        ,004) 

0 

tandis  que  les  Inti^ak»  '(65),  (58)  et  (60)  foarniroiit   au  rooyen 
du  procödö  du  §.  prec^dent  et  des  roemes  formules  (17)  a  (iO): 
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^        2ap+i»n*P+a    .       «=o     iT[a+l) 


f^^^H^Costx  **'^™  (2m— l)arCo8a:8ir 

o         -  '  " 

/Arctg  jj^  CosSor^^''^^  Co8(2iii— l)ÄCosjrea? 

!1  -=«5+1  {-(m-l)/»)« 

.  _JL_  •=*!+'  (-«tf»)* 

r 

^         /.Arctg  j-^    ^ — 5j- ar*PCos(2m— l)j:Siiia?8j: 
Arctg  j;^-^^^|- a:«i'+»  Sin  (2  m— l)ar  Sin  «Sa: 


ß 


2«P+» 


tmp+*    .=„  r(a+I) 


(106) 


(106) 


(107) 


a08) 


(109) 


(110) 


Apf^sent  nous  avons  A  traiter  le  eronpe  (64)-  ii  (6Qf)  dont  lern 
inMgrales  (64),  (67)  et  (69)  donnent  de  sulte:  ^    '      ^    '  ^ 


y^"  ^   2rSinx    +,,.,,   „      . 


(111) 
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/Arctg  *|i5*  «+<«?+»)  CoB2»u:aar==0,  (112) 

/Arctg^^:r±*'SiD(2m-l)«Coi«a»=0.  (113) 

•  .  '  * 

O 

jAvcig  ^^ar±^i'Cos(2m-l)a:SiD*8jj=dO,  (HS) 

/Arctg~^«tI«H-i)si„(am-l).«Sliur8j:=0.  (116) 

Au  cQntnare  leg  integrales  (65),  (66>  et  (68)  toojoura  k  l'ude 
decin^mes  formales,  qae  xsi-.dessaSt'eDgendrent  l«s  suivantes: 

yArctg^[|^«>»Sln(2«-l)«Ö*         ^ 

(—  l)>ffr*— »IT2p+t)  "=!'  <—(2»i-l)fr>''  .„  *. 

=      3Ni(2m-l)«H^»       »Jo        n[«+I)      .  '        ^ 

I 

/^etg^^*»P+iCp8(2m- l)a:ax 


(-l)P»r*»-iJT[2p+2)  «=«!+  ^  (-(2m-i)frl«       . . » 

/'"Arctg^^^^  «^Slna»!!«  Cos  «ac 

f  1         «3,«f{-(2«-l)fr)»«  ^ 

(-l)>«>-^r(2p+l)J  (2«-l)1H^»^o         r(a+l     -[ 

V+(5m+l)«i'+»^o      IXa+1)      ' 

< 

(120) 
/*"  Arctg^fH^  .TV+^Co82«wCos«a» 

^      .         *  r   __1__    "j^**^'  t— (^»— l)fr)* 

(,iy+i,CT«— »IT2y+2)  I '  (2m--l)1'+«  .=o  IX«  +  )) 

=  ' ' fiFfi  ~"V  ya         «=^»l4-t  {~  (2m  -f  1 )  fr  )«| 

(  +  (äm+ 1  )*P+»«fo  r(o  +  l) 


/" 


2U 

(121) 
Arctg  ■  i^-ä-a?*^  Cos  2m  «  Sin  aüx 


__i___'y  {— C2»t-i)fr}« 

_  (— lywr*— 'tfKay  +  2)  )     (2»«— l)«**»*»«        r(a+,l) 

2»J»  )  1*        «^«»{-(aw-fl)fr)« 

~  (2m+l)V+i^o         r(o  +  l) 


y 


/ 


(122) 
Arctg    -M^^  a  ^''+* Sin 2 mo? Sin xdx 


(-,l)P;gr^^^^r(2jp+2)  J     (2m-i)«i'+»  a=-.o  r(a  + 1) 

55^1  /  _       >  r^        "^^P^  1  (— (2m+l)lrt 

(2m+l)^+».=o  r(a  +  ir 


I.   Restent  les  integrales «   aui  <Hit  Boua  ie  signe  d*int<(gration 
fonction  principale  (1^^2qLos2x+(^)-K    Traitons  ies  dans 


9 
une 
l*ordre  suivant: 


(43),  (44),  (45).  (49),  (50).,  (47)  et  (61). 

On  ponrra  appliquer  ä  toutes  et  la  diffiSrentiation  et  l'int^gration 
par  rapport  a  n  sous  le  slgne  d'iut^gration  d^finie,  dont  les  reaul* 
tat8  se  prösenteront  ou  d  eux-m^nies,-  ou  comme  d^s  suitea  necea 
Zaires  des  rösuitats  obteous  dans  le  $.  4.    Ainsi  Ton  trouvera: 

/»*Cos^-l)j^     . 
/      1-2^  Cos2a:+>«  *-*-"••  <*^ 


0 

1= 


-2^Cos2a;-t-9* 


P,=0,  a2Ö) 


o 

(128) 
/'»Sln(2m-l)a:Co8aÄc    ,  ^.       (-1)«^*     »  ,.  v.  .. 


2t5 


o 

O 


(133) 


/»Sln(2m— l)a;Siiu:8a:    .       (-l)P     «     ^ .,  ,-. 
/»»^CoaCam— l)a:Siiu^a:     «_. ,      (-I)p     »        „  ,„  . ,       ^,„., 

/''Sia(2m-l)xSinaidx    1        .    ,„o-._,     «       «-        ,,^, 

I        1~2^Coä2»  +  ^     iä5+i-(-l)'+*^rj^(?5Jiiqä.  (136) 

o 
o 

O 

lOi    Enfin  les  integrales 

(74),  (81),  (82),  (80),  (83),  (84),  (75),  (76)  et  (77), 

donbles  de  celles 

(1),   (15),  (16),  (12),  (13),  (14),   (3),  (4)    et    (7). 

donneront  de  m^me,  au  moyen  des  methodes  des  §§.3.  et  4.,  dj^s 
inttorales  doubles  de  Celles,  qui  sont  deduites  des  dernieres.  De  cette 
maniere  les  integrales  (17)  a  (40)  prises  entre  les  iimites  0  et  2it 


21« 

« 

auront  aassi  une  valenr  double  de  celles  prises  entre  lea  limAtesO 
et  fr»  de  «orte  que  f>our  toutes  cea  iot^grales  oo  a  b  röla^oD 

q>{x)  dx=:^  I        (p(x)dx  s=  #       9  (a?)  8x.  ( A) 

II  n'est  pas  besoin  de  transcrtre  tontes  eea  inl^rales  Ici,  pulsqae 
pl  lear  forme  ni  leur  valeur  ne  change  preprement,    ponrru   que 

l'oo  mette  partout  „  /     i  Ift  pl^oe  de  #    ,  et  qa*on  fasse  atten- 

o  o 

ion  ä  la  eondition  actaeNe  1  ^  ^  ^  0» 

11.    On  Beat  remarquer  en  domier  lieu»   qae  daas  tes  Inte- 
grales de  la'^  forme 

x=/     Arc^  ^  ~r  Cösj/^^^"  Co8px.S\uqx}dx  ,        (C)  ^ 


(E) 


fum  /     Arotg-T — 5-  f(x*,Cogpxßin^x)dx$ 

o  " 

y  =y*   Arctg  if'^     f(^,Coapg,  S\n^}8y  (F) 

oä  appartiennent  respectirement  les  groupes 

(g)  k  (14).  a«),  (30),  (*2),  (24),  (26)  et  (28), 
(S^  ä  (60)  et  (99)  ä  (110), 
(61)  k  C69)  et  (111)  k  (122) . 
(80),  (83),  (84),  (86),  (87),  (88)  ' 

et  Celles  d^ignees-  au  §.  pr^cödeot,  od  peot  faire  a^age  de«  formales 
connaes 


Arctg  -=^— Arctg  y, 
Aretg  iZ::^=J  +  Arctes». 


«) 


(«) 


(p) 


X  ^ 
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De  cette  mani^re  od  troqvera  des  nouveauz  gröiipes  au  moyen  des 
fonniilee  de  r^daction  tfuiveoteiEi,  oü  Ton  a  mis  simptemeDt  /  au 
liea  de  f{s^,CoapXsSmqx)  "ön  de  f(jf^fCospg,S\npg): 

/«.     .    l-rS\ax-TC<mx  ^  « /*"/!»  /r-x 


I    Aic^ — rSn«    r^    "  ~X I    Z^*""*» 


(H) 


/**    X  I— pSln2ir— flC««2«  '  «  /»».       ,  -,, 

o  '        « 

o  *  • 

/3a:  et#       /8y,  ,que    Töa  trouve  au 
secood  membre  de  ces  öqaations ,  se  reduUent  aux  suivantee :   ^    ^ 


(O) 


(P) 
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a^8\npxdx=—^  J        t^Siozds,  (G') 

o  o 

a^Cospxdx  =z—f^    I  '  i'CosxS«;  (H/) 

^SinparCosordarClO  «t  /     j^Cos/idrSiiurdar  (KO*  qi»  se  dö 

0  0 

diUMnt  de'(6'); 

x^  CospxCosxdx  (L')  et  /      a^Smpx  Sinar&i;  (MO ,   qui  se  d^- 

o  0  •       *  •  ' 

duisent  de  (H') . 

Des  fonnules  (AO  k  (F')  il  smt,  qoe  l€8  integrales  (8)  et  (Ml),  (5^ 
et  (64)^  (61)  et  (a3)  donnent  pour  resultat  rinfini  positif  pour  les 
changeinents  de  la  fonctioD  sous  le  signe  üirculaire  fioverse  donnes 
dao«  les  formules  (6^  k  (P).  Lot'squ'au  contraire  on  change  les 
fonctions  dans  ies  integrales  (9),  (53),  et  (62),  prises  eiitre  les  limites 
0  et  ^s  ä  l'aide.des  formales  de  röduction  (G)  k  (P)  leurs  vaieurs 
restent  les  m^meSy  sauf  ie  sigoe,  qui  chaoge  seulemeDt  ponr  les 
deox  preraiöres  transformations ,  tandis  qu'ii  reste  le  möine  pour 
la  troisi^roe.  De  m^me  pour  les  integrales  (86)  k  (BS),  le  change« 
ment  de  fonction  au  moyen  des  formules  (Q)  k  (S),  entre  les  limi- 
tes  0  et  "In,  n'a  aucnneinfluence  sujr  la  valeur  propre,  mais  seu- 
lement  sur  le  signe,  qui  ne  reste  le  m^iue,  que  pour  la  trotsi^me 
transformation; 

Les  autres  integrales  indiqnees,  au  coatraire,  peuvent  etre 
transformees  au  moyeo  des  fov'niules  de  reduction  (G)  k  (S)  et  des 
formules  (G')  k  (M'),  sauf  d'etre  exposees  ä  la  complication ,  que 
eomportent  les  integrales  (G')  et  (H')« 

Or,  cette  complication  s'en  va  compl^tement  dans  le  cas,  ok 
Ion  aurait  f=0[;  car  alors  ces  formules  se  reduisent  aux  suiTantes: 


1  » 
Sin2iiia:8a:  =  —  5—  ICos2wmf)<=0,  (G,) 


) 


•  \ 


31« 


\ 


fCaa  (2m^l)xS\Ba!d»xO, 


Co8a?d;r=0, 


/  ''Sinpx&nxdjcszOi 


et  de  m^me  pour  les  limites  0  et  2;i;: 

Q 

d'oüi  Tod  obtient: 


0 

Co8|iySin;ydy=:0  . 


(fix) 


d'oÄ  par  les  i$quafioua  (A),  (/),  (m)  et  (it): 


ai) 


/^Cos2m^Sln;r8x4(^l--^)=j^         .(Kj 


(E^) 


(L{).  • 


(Mt) 


(G,) 


(I»> 


(K.) 


Alna  les  valeurs  de»  integrales  (12)  pour  n=2m,  (13)  et  (14) 
pour  n=2m~l,  (55),  (58),  (60),  (Si),  (67)  et  (69)  changent  seulement  de 
eigne  pour  le»deuz  pr^roi^es  transf'ormations  respei^üvexuent  k  l'aide 
des  formules  (G)  et  (H),  (K).et  (L),^)  et  (O);  alles  resteot 
tottt-ä-CBtit  les  ni^mes  pour  les  transformations  respectives  (I), 
(M)  et'(P).  Au  eontraire  les  valeors  des  integrales  (12)  pour 
ft=2ifi— 1,  (13)  et  (14)  pour  n=2m,  (56),  (57),  (59),  (65),  (66)  et  (68) 
subiront»  par  ces  traosfbrmation ,  les  chiuigements  de  eigne,  que 
Goniportent  plusieurs  des  formnles  de  rMuetion  (6)  ä  (P) ,  oonme 
on  I  a  TU  pröcedemment»   et  seroot  en  outre  augmenteee  des  ter« 

nies  (G|)  ä  (K«)  multiplitfs  par  j  ou  ^  selon   Toccasion.    Quant 
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aus  uitfgraleß  (80)>  (83)  et  (84)  on  n'a  pas  besoio  de  faire  aucune 
distinction  entre  les  cas  oe  n=:2m  et  n^äni— >l,  comme  nous 
ayons  dd  faire  Dour  les  inti^grales  (12)  k  (14);  ei  par  rapplication 
des  forinyles  (u)  k  (8)  elles  ne  cbangeroot  point  de  valeur  et 
seulement  de  aigne  par  (Q)  et  (R). 

Toutes  ces  int^^grales  resteront  doDC  bien  simples':    ce  n*est 

!»as  le  cas  pour  les  tranaformations  analogues  des  lottealea  (t8X 
20),  (22),  (24),  (26),  (28),  (99)  k  (HO)',  (111)  i  (12^  et  celles 
d^signäes  dails  ie  $•  m^ciMeot,  qui,  outre  !a  rooindre  simplicit^t 
^u'elles  comportent  dejä^  seront  de  plus  compliquitos  par  tes 
integrales  (G')  et  (HO«  qui  s'y  introdaisent« 

NoQs  ne  transcriront  point  toutes  ces  int^ales,  qui  d'ailleurs 
se  dMuiront  ais^^ment  au  moyen  des  formnies  de  ce  |. 


.  Remarqu«.    On  a  eo  partout  ici  ie«  codditioDs 

1=*'=— 1  «*  i=eio. 

Mais  il  est  quelqu^fois   ais^  de  trooirer  les  valeurs  des  minies 
integrales»  dans  le  cas,  oü  i'on  aurait 

'     .    QO^r'.^l  ou  — l^r'^— 00; 


on  n*a  qu*ä  poser  it'=:1  et  ^p'ssl,  d*oü  ces  conditions: 

a>^r'^l  ou  — l^«^i  — »»  «^^'=1; 
tandis  que  la/orme  dee  fonctions,  pour  r,  comme  pour  p: 


/(l— 2rCosa:+'r>)  se  change  enr      1(1-^21^ CoHaf+r'^-^W 

(1— 2r  CosjT + r«)-*  r'«  (1  -.2r'  Co&r  +  r'*)-», 

.     ,   2rSina;    ^  .     ,  2r'Sina; 

Arctg-y^^  — Arctg-y^ps-, 


de  Sorte  que  la   forme   des   integrales  reste  la  meme  dans  ces 
quatre  cas,  ce  qui  n'a  pas  lieudans  les  autres  fonctions. 


N.  B.  Nous  avons  cm  devoir  reserver  pour  la  fin  une  appre- 
clation  de  Ja  validite  du  procede  de  diCerennaÜon  et  d'integration 
par  rappert  k  une  constante  sous  le  signe  d'integration  definie, 
dont  nous  avons  lait  un  si  frequent  usage.  Pour  pouvoir  appliquer 
rigoureusement  k  une  formule  queleonque 


•4 
\ 
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I     • 


J    f{pfac)dx^fp{p) 


ces  proeM^s»  il  faot  qa'on  ait  (voyer  entre  autres  les  ^Analy- 
tische  Stadien  da  Prof.  Dr.  O.  SchlBmilch.  .Abtbl.  I. 
Seite  9.) 


oö 


Lim  /    «8ar:=0, 


'—2  8/> 


(Y) 


(Z) 


deviept  siiro,  loreque  i  decroit  jasqu'j^  ^6fo  (oii  a  l>i>0). 

'Dana  le  cas,  oü  tp[p)  ne  contient  paa  de  x;  comme  il  arrive 
partoat  dans  notrenate^  la oondition ( Y) devient  lAmt.  j     dx^O 

dx,  ponr  «=0  et  ks:n 

on=2»9  ^tant  une  cooatante  n  on  2»,  son  produit  avec  e  qai  est 
^4to^  Teste  z^ro  lui-m^me. 


i 
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Vebanssaiifjiralieii  für  ik^hliler. 


Wenn  man  über  den  drei  Seiten  eines  rechtwinkligen  Drei- 
•dc«  ausserlialb  desselben  t^oadrate  bescbreibt»  so  sln4  die  Mit' 
telpunicte  dieser  drei  Quadrate  die  Spitzen  eines  Dreiedcs,  des- 
sen Flächeninhalt  dem  Flächeninhalte  des  Quadrats  sleich  ist» 
welches  sich  über  der  halben  Summe  der  beiden  Katheten  des 
rechtwinkligen  Dreiecks,  fiber  dessen  Seiten  die  drei  Quadrate 
beschrieben  worden  sind^  beschreiben  lässt 


Die  Mittelpunkte  der  filnf  Diagonalen  eines  Fünfecks  nnd  die 
Schwerpunkte  der  fünf  von  swel  Diagonalen  und  einer  Seite  des 
Fünfecks  eingeschlossenen  Dreiecke  sind  die  Spitzen  zweier  ein- 
ander ähnlichen  9  abei*  verkehrt  liegenden  Fünfecke.         * 


'  / 


.  I 
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KI  I  s  c  e  1 1  ift 


Von 

Herrn  Professor  C.  A.  Bretsch neide r 

in  C^otho. 


Es  Ist 

«=!-<*»+»)»  ö&r''+<^+'>*  (äs2^<*»+»)«  (fe*-*' 

+ (2m +1)4  (^2«-  +  .... 
(-»>"  W^  =  '~<*">»  (£)r2H(9m),^2.-(2m),^2. 

oder  wenn 


gesetzt  wirf, 

0=F(— 2m--l,— n,— 2ii,2 


(-1) 


m 


nm 


n  beliebig; 


(^)sm 


=  F(-2iii,  — w,  — Äi,  2)    i  f»  positiv  und  gan2. 
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^  Dro^ckfehler  .im  Sten  üe/te  des  12ten  Theils. 


Seite  281  Zeile  3  voo  oben  ist  zu  lesen  Habkrets  statt  Halbkreis. 

1  von  oben  ist  zu  lesen  fx  statt  ojr. 
15  von  oben  ist  zu  lesen  0x^1=2^1^1  statt  Oidi^AJ. 


99 

282 

W 

»9 

282 

99 

99 

283 

*» 

>» 

284 

99 

>9 

284 

99 

• 

28S 

99 

»• 

288 

99 

9f 

290 

99 

>» 


292 


99 


4  von  unten  lies 


€^n 


=.  «tatl 


a*ii 


15  von  unten  Ist  zu  lesen  i%  statt  ik. 

10  von, unten  istiBU  lesen  01^=^01  statt  ol^^oi.  . 

1  von  oben  -ry  statt  -f^ - 

6/  öy » 

2  der  Aufgabe  5  ist  zu  lesen  RCN  statt  CiSM 
2  von  unten  ist  zu  lesen  «y — (a:+ — *^'v~a;)^=.> 

statt  ny- (ar  +  ^''^''^  — :r)«=.-... 

17  und  18  von  oben  niuss  vreniflstens  wegfallen: 
,,iB  Crelle's  Jouma1'%  da  der  Bruder  des  Herrn 
Verfassers  des  'Aufsatzes  Nr.  XX.  seinen  frG- 
ber  (tHr  das  Creiie*scbe  Journal  bestimmt  gewe* 
senen  Aufi»atz  spftter  zurfickgenommen  hat. 


Druckfehler  im  Isten  Qeft  des  ISten 


Seite  86  in  den  Gleichungen  (40)   statt  x,  y,  x  soll  stehen  a,  b,  c. 

„    9i,  in  der  Note,   Zeile  1,   statt..,,  Winkel  läppen''    soll 
stehen  „Winkeifasser*'. 


Itt  dem  Aafsatse  XIV.  tind  leider  wegen  Undeutlichkeit  des  Msno- 
•cripta  wahrtAheinlich  einige  Druckfehler  stehen  geblieben.  Ich  bitte 
Herrn  Doctor  Bierene  de  Haan  nach  sorgfältiger  Dnrchtiobt ^  des 
Anfsatse«  mir  die  in  demselben  etwa  stehen  gebOebenen  Fehler  anr 
Anaelge  Im  Archiv  r  e  ch  t  bald  mitsntheiien.  G* 
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I  ' 


Heller  Mormal-Curven  und  IVornial- 

Flftchen* 

Von 

Herrn  Brenner, 

Lehrer  in  TntCl Ingen  im  Königreich   Wnrteinherg* 


A.  Gleitet  eine  Gerade  a  mit  einem  ihrer  Endpunkte  Aber 
eine  ebene  Curre  auf  solche  Weise  htn^  das«  sie  derselben  stets 
normal  bleibt ,  so  beschreibt  der  andere  Endpunkt  eine  neue  Curve» 
die  wir  Norroalciirve  heisseo»  während  wir  der  Erzengiings- 
Carre  den  JNamen  Urcurve  beilegen.  Die  Gerade  a  heissen  wir 
Erzeugungslinie  und  ihre  beiden  E^ndpunkte,  beziehlich  ihrer 
Laee  in  beiden  Curven»  corres|)(uidirende  Punkte.  Hieraus 
ist  Elar^  dass  jeder  in  a  angenommene  Punkt  eine  Normalcurve 
beschreibt. 

Es  sei  (Taf.  IILFig.l.)die  CurveL^mit  der  Abscissenaxe^X> 
während  deren  Coordinaten  durch  x  und  v  bezeichnet  sein  mögen. 
Eia  beliebiger  Punkt  in   derselben  sei  iv,    in  welchem  Blf^u 
normal  steht,  so  bildet  die  Verlängerung  TV C  die  Normale,  welche 

gleich  ist  y  V  I  +  dyt^.  Ziehe  ich  BD  und  NE  senkrecht  auf 
AX\  so  wie  ND  parallel  mit  AX^  so  ist  EC  die  Subnormale 
zzsjfotfx,  und  die  Dreiecke  BDN  und  NEC  sjnd  einander  ähnlich.. 
Bezeichne  ich  die  Coordinaten  des  Punktes  B  mit  ac'  and  y,  so 
hat  man  folgende  zwei  Proportionen: 

$yi  +  bifs^:yssa:y'—y   und  y VI  +  ^yJ^iydy,  =  a : x'  — ;r, 
woraus  sich  ergibt: 

und 

Theil  XIII  15 
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2)  (x'-x)  V 1  +  a.v,*  4-  «a^,=  0. 

Verbindet  man  hiermit  noch  die  Gleichung  det*  Urcnrre 

3)  Jf=f(^) 

und  eliniinirt  aus  allen  dreien  v  und  x^  so  restirt  eine  Gleichuiig 
zwischen  x*  und  y,  welches  die  Gleichung  der  Normalcorre  ist. 

Will  ich  auf  die  Norinalcorve  abernial  eine  Normalcmre 
bauen,  und  zwar  mit  dergleichen  Crzeugungslinie  a,  jedoch  rück- 
wärts nach  der  Richtung  BC  genommen,  und  stelle  ich  deren 
Coordinaten  mit  x"  und  y**  vor ,  so  darf  ich  in  den  Gleichungen  1) 
und  2)  dem  a  nut*  das  entgegeogesetste  Zeichen  geben,  x  durch 
X* y  y  durch  v' ,  x*  durch  x"  und  y*  durch  ^  ersetzen.  Ver- 
weclisle  ich  hierauf  noch  alle  Zeichen;   so  habe  ich, 


3)  (^--y'O  V^l+e/r*  -«==0, 

4)  ■     (x'-r-x")  Vl+^V«  +  «SyV =0 . 
Eliminiren  «vir  auB  1)  und  2)  dy«,  8o  kemmt 

I 

und  nehmen   wir  oieTon  das  Differential,    indem  wir  einen  neuen 

fanz    beliebigen     unabhängigen     Veränderlichen     annehmen,     so 
ommt 


5) 


(»'-*)  (ay'-ay)+(«'--a:>(8a;'-&t)=0. 


Eliminirt  man  jedoch  wa/t  1)  und  2)  V^i-f^^r"»  so  folgt  unter  der 
selben  Voraussetzung,   ans  der  man  5)  er&alten  hat: 

« 

und  durch  Subtraction  von  5) 

(y'-y)Sy+(*'-*)ö*'=0. 

Die  Division  der  beiden  letztem  gibt 
und  folglich  auch 


Zieht  man  endlich  noch  l)  mvl\  3),  so  wie  2)  ond  4)  von  einander 
ab,  so  kommt ^ 

y^=^y"  und  x^^^" . 
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»     » 


Hieraus  folgt»  dass  die  nach  angegebener  l^eise  auf  die  Nor- 
malcurye, gebaute  zweite  Normaicurve  mit  der  Urcurve  xusamnien- 
ftilt  and  daas  demnach  von  einer  Ur-  und  Normal  -  Curve  jede 
als  die  Normaicurve  der  andern  betrachtet  werden  kann.  Auch 
fallen  die  Normalen  und  Krammungshaibmesser  beider  ffir  corre- 
spondirende  Punkte  zusammen. 

Während  man  nun  f3r  die  Urcurve  hat: 

Tangente  ^^Vl  +  ftr,«, 
>  Subtangente  =  yBsy » 

Normale  =  V^l+Sy^^*,  > 

Subnormale  ==ydy«; 

80  ist  für  correspondirende  Punkte  der  Normaicurve:  ^ 

-  Tangente  =  8ar,(a + y  V^l  f  öy**) , 
Subtangente  =  Bxy  (y  +  — ;r=====^  , 

Noqnale  =sa+y  V 1  +  dyj,  ^ 

Sabnormale  ==  ^,  (y+  ^^^^^^i) ' 

Beide-  Curven  haben  dieselbe  Abgewickelte^   und  der  Krüm 
mungshalbmesser  der  Noiniaicurve  ist  für  correspondirende  Punkte 
Btt  «  grisser,  als  der  der  Drcuiye. 

Als  Beispiel  fär  den  Uebergane  von  einer  Urcurve  zur  Nor- 
maicurve mOgen  die. Kegelschnitte  dienen.  Ihre  allgemeine  Glei- 
chung ist 

y*=2par  +  9.T*. 

Daraus  ergibt  sich: 

, . «  ,_5[£^ä±£)+^£(l±lHp" 

I 

Diess  in  l)  und  2)  sübstituirt,  gibt 


und 


\ 
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Die  ElimiDatioD  von  x  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen 
fuhrt  zu  einer  sehr  combinirten  Gleichung  zwischeB  y  und  a:'. 

Nehmen  »wir  aber  die  Gleichung  des  Kreises  ^*-{-x^^^t'*,  so 
hat  man : 


^'"^^y  ""^  *+%'^y2- 


Dadurch  gehen  1)  und  2)  über  in: 


y  (Sf'-^) — fl  =0 ,    r  (o:'— or)  —  ff  o:  =xO ; 


und  diess  gibt: 


TU*  rx* 

a  +  r  «+r 


Substituirt  man  diese  Werthe  in^die  Gleichung: 

y«  +  a:2r=r«,    so  kommt  y^+ar'»=(a+r)« 

Die  Norroalcurve  des  Kreises  ist  demnach  wieder  ein  Kreis, 
folglich  beide  einander  ähnlich.  Diese  Bemerkung  föhrt  zur  fol- 
genden  Untersuchung : 

B.    Beschäftigen  wir  uns  mit  der  Frage: 

Welche  Curven  liefern  Norraalcurven ,  die  ihnen  ähnlich  sind? 

Zum  Behuf  dieser  Untersuchung  darf  man  nur  In  den  Glei- 
chungen 1)  und  2)  y'^^cy  und  x*=:cx  setzen ^  so  hat  man: 

(r?  — l)y^l+öy,«-a=«  und 

(r  - 1)^  V  1  +8y,H«%*=0 . 

Die  Integrale  dieser  beiden  Gleichungen ,' so  wie  die  Elimination 
von  hy»  aus  beiden  liefern  nach  einander: 

*  ^"^       c-l      (c— 1)«' 

^  '(c — !)• 

wo  C  und  C  aus  den  Integrationen  hervorgegangene  Cdnstanten 
sind. 

Alle  drei  Gleichungen  aber  geben  den  Kreis. 
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Noch  untersuchen  mr,  ob'  nicht  die  obigen  zwei  Differential- 
ffleichunffen  durch  siVif^lare  Werthe  befriedigt  werden.  Belcannt- 
lieh  ergiDt  sich '  der  einer  Differentialsleichung  zulcommende  sin- 
ffutäre  Werth  am  Kflrzeftten  dadurch ,  &ss'  man  deren  altgemeinee 
integral  in  Beziehung  auf  die  Constante  differentiirt,  und  zwiechen 
dem  Intepal  und  diesem  Differential  die  Conatante  selbst  elimi- 
nirt  Befriedigt  der  aus  der  Eliminationsgleichung  gezogene  Werth 
fflr  ff  (oder  x)  die  Differentialgleichung ,  hingegen  das  Integral 
nicht,  so  hat  man  einen  singulftren  Werth.  Auf  solche  Weise 
erhftlt  man: 


C=x(c^l)  und  C=y(c— 1), 
und  ferner  aU  wiriciiche  siagulSre  Wertfae: 

Wofern  man  das  positive  Zeichen  för  y  und  das  negative  fKr  x 
nimmt  Beide  Gleichungen  zeigen  ab^r  die  gerade  Linie  an. 
Daraus  zieht  man  den  Schluss,  dass  es,  ausser  dem  Kreis  und 
der  geraden  Linie ,  keine  Curven  gibt,  denen  ihre  Normalcurven 
fihnlich  wären. 

C.  Obschon  die  Gleichungen  der  Normalcurven  meist  von 
sehr  combioirter  Natur  sind,  so  bietet  deren  Rectiication  und 
Quadratur  dennoch  keine  grösseren  Schwierigkeiten  dar,  als  die- 
jenigen der  Crcurven. 

Stellen  wir  uns  zwei  einander  unendlich  nahe  liegende  Krfim* 
mungshalbmesser  in  beiden  Curven  vor,  welche  paarweise  einan- 
der decken ,  so  ist  der  Krümmungshalbmesser  der  Urcurve  gleich 

a.« 

und  der  correspondirende  der  Normalcurve 

8«» 

wo  f  den  Bogeo  der  Urcurre  beieichnet  Stellen  wir  nun  durck 
m'  den  correspondirenden  Bogen  der  Normalcorve  dar,  ao  bat  man: 

woraus  sich  ergibt: 
und 
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* 

Nun  aber  ist  ^  0-  die  Tangente  des  Winkels  «0»  den  die  Nor- 
male  mit  der  Abscisseoaxe  maehtj  d.  b,  tgw3S'«»g~>   woraus   ^ 

81c  ^  dyd^x — Sar0^ 

dtf* 
Da    nun    eo8tr*  =  -#^9     so  ist 


/  ^^^j^^ti^i^, 


und  so  bat  man 

d(s'— «)=adto  und  *'-^*=aii?  +  C. 
Sl|id  die  beiden  Grensen  des  Winkels  w  gleIeK  ti/  und  «/'j  seist 

Es  ist  aber  to"  -^w'  der  von  den  fiussersten  Notmalen  eingescblos- 
sene  Winkel,  nnd  a(w'^ — «0')  ist  der  von  diesem  Winkel  einge- 
schlossene Kreisbogen»  bescbrielien  mit  dem  Radins  ii«  Hieraus 
ergibt  sieh  der  Sa&: 

Man  findet  den  Bogen  einer  Normaicurve,  wenn 
man  den  entsprechenden  Bogen  der  Ureurve  um  den- 
jenigen Krelsoogeo  vermehrt,  weicher  mit  dem  Radins 
a  in  dem  Winkel  beschrieben  wird,  dendie  fiussersten 
Normalen  mit  einander  machen. 

Es  sei  ferner  (Taf.  111.  Flg.2.)  AB  eine  beliebige  Curve^über  welche 
in  ihrem  Mittelpunkt  G  eine  Gerade  CD  normal  dahingleitet,  so 
^sei  der  Flächenraum  gesucht,  den  dfese  'Gerade  CD  in  ihrem 
Laufe  beschreibt  Ist  EF  eine  der  CD  unendlich  nahe  Lage, 
so  ist  Cr/f=c2«,  und,  weil  CEFD  eiq  Parallel trapez  ist,  indem 
die  Punkte  C  und  D  Normalcnrven*  beschreiben,  auf  denen  CD 
gleichfalls  normal  ist, 

Fläcbeogebalt  CDFE^ads» 

wenn  man  ^CD=a  setzt.  Diese  gibt  für  den  ganzen  beschriebe- 
nen Flächeoraamr 

■ 

wofern  g*  und  s"  die  äussersten  Grenzen  der  Curven  bezeichnen. 
So  haben  wir  den  andern  Satz: 

Gleitet  eine  Gerade  mit  ihrem  Mittelpunkt  norniai 
über  eine  Gurve  hin,  so  beschreibt  sie  einen  Flächen- 
raum, welcher  dem  Produkt  aus  der  Länge  der  Curve 
und  der  Geraden  gleich   ist. 
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Wenden  wir  diesen  Satz  auf.  den  zwischen  einer  Urciirve  und 
ihrer  Normalcnrve  liegenden,  rinj^rmigen  Fläeheiigehalt  u'  an, 
so  werden  wir  eine  in  der  Mitte  liegende  Normalcurve  annehmen 

mit  der  Erzeugungslinie  »  ^     Ihr  Bogen  ist 


und  folglich  der  gesuchte  Flächeninhalt: 

No.  1)  und  2)  lOsen  dict  Rectificatlöii  und  Quadratur  für  Gren- 
zen, die  in  Beziehung  auf  die  Urcurve  gegeben  sind»  oder  sich 
Fermittelst  der  Gleichung  der  Urcurve  bestinonen;  denn  to  und  5 
sind  Funktionen  von  x  (oder  aucb  von  jy),  dem  die  Werthe  von 
HO*  und  w"  und  auch  von-  9  für  bestimmte  G^enzvrerthe ,  die  wir 
durch  {xy  und  (x)"  (oder  auch  durch  ^y  und  {ff)".)  bezeichnen, 
entspr^heu.  Allein  denkt  man  sich  die  GreAzwerthe  {x'Y  und 
(o:')''  (oder  auch  (y*)'  und  {$*)")  der  Norfinalcurve  gegeben,  so  be- 
nützt man  4ie  Gleichung  A.  2) ,  nemlich  (x'—x)  V^l+^fs^  +  ^^m 

=0,  [oder  aueh  die  Gleichung  A.l),  neml.  (y'  — y)  V  1  +9y#*  -^  « 
ssOJ,  welche  Gleiebungen  in  Verbinduns^  mit  denjenigen  der  Ur- 
curve (xy  und  ix)"  [oder  auch  (ff)  und  (y)"]  in  ix')[  und  (xy 
Soder  auch --  -  . 
l. 


ann  nur 


fa  in  (yY  und  {ff')"\    bestimmen  wird,    welche  Werthe 
in  die  obigen  l)  und  2)  substituirt  werden  dürfen. 


Will  man  jedoch  den  von  der  Normalcurve,  .der  Abscissen- 
axe  und  den  beiden  Grenzordinaten  {y^)'  und  iy')"  eingeschlosse- 
nen Flächenraum    • 

u"-  ABLF  (Taf.  III.  Fig.  3.) 

bestimmen,  so  wird  man 'zuerst  den  Flächenraum  DCMG  der 
Ürcurvc 

« 

ti=:  /  ydx 

berechnen,  zwischen. den  oben  bestimmten  Grenzen,  und  hiezu 
«',  so  wie  das  Trapez  ABCD  addiren  und  das  Trapez  FLMG' 
abziehen.  . 

V 

'    Man  hat  aber«  wenn  man.  die  Subnormalen  zu  Hilfe  nimmt, 

Ersetzt  man  aber  y'  durch  den« aus  A.l)  gezogenen  Werth,  so 
könnt: 
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Eben  so  bt 


folglich  ist 


+tf'  + 


% 


fl§jr 


V^l+I^«  L^' + 2\a^ J 


wofern^  im  letzten  Posten  die  Grenze  {xf  [oder  auch  {yf\  und 
Im  uneinsietzten  die  Grenze  (x)*  [oder  anch  ^)*]  genommen  wird. 

D.  Gleitet  eine  Gerade  a  mit  einem  Ihrer  Endpunkte 
nach  allen  moelichen  Richtungen  normal  Aber  eine  FlSche  hin, 
so  beschreibt  der  andere  Encßunkt  eine  Fläche,  die  wir  Nor- 
m  a  I  n  S  ch  e  heissen »  während  die  erstere  U  r  f  I  ä  ch  e  faeissen  mag. 
Hieraus  ist  klar,  dass  anch  jeder  Punkt  in  jener  Geraden  eine 
Normalfläche  besehreibt.  Was  man  hier  Erzeuguirgslinie,  so 
wie  cerrespondirende  Punkte  heisst,  geht  aus  den  Erklä* 
ruttgen  in  A.  henror. 

Die  Gleichungen  der  Normale  einer  Fläche  sind: 

und 

wenn  x''^  y"  und  z^  die  Coordinaten  der  Normale  selbst  bezeich- 
nen. Per  Punkt,  in  dem  diese  Normale  die  Coordinalen -Ebene 
{xm)  schneidet,  findet  sich,  wenn  man  z^==Null  setzt,  und  dann 
folgt: 

'     Nun  aber  ist  die  Länge  der  Normale  [vom  Punkte  {xyx)  der 
Urläche  an  bis  euf  die  Ebene  {xy)  gerechnet] 

oder 

Normale   =2  V^J +82,*+8V' 

demnach  die  cerrespondirende  Länge  der  Normale  der  Normal- 
fläche 
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Bezeichnen  wir  nnn  die  Coerdinaten  der  NorroalflSehe  mit  af^  yf 
«nd  2^  und  stelleo  durch  xf  und  ^  die  Coordinaten  des  Punlrtee 
dar»  in  welcheni  die  Normale  die  Ebene  {sey)  «cbneidet,  so  haben 
wir 

t  V  1  +8*,«  +  84«:(a+;.  Vi  +azx«+ V)  =  (^— «*)  •  («'—«•) 

=  (y-jr'):(y-y') 

woraus  folgt 

1)  (y— a!)Vi+8«r*+a«^+«ai»=o, 

3)  (!<— «)vi+&*^+a%«— 0=0.      * 

Durch  gegenseitige  Division  leitet  man  noch  ab: 


4) 


6)  8«.=  -^;—^, 

« 

6)  3%=-jEf- 

Q^iadrirt  man  aber  1),  2)  und  3)  und  addirt,  so  heben  sich 
alle  Partialdifferentlale  w€^,  und  man  hat 

7)    ^  (^-^)«+(y'-y)«+X2'-i)«=a«. 

Von  den  Gleichu^en  4),  5)  und  Sj  ist  jede  die  Folgerung 
der  beiden  ändern.  Wul  man  daher  die  Gleichune  der  Normal- 
flfiche  herstellen,  «o  eliminire  man  aus  1),  2^  und  3)  und  der  Glei- 
chung der  Urcurve  >  oder  aus  dreien  der  4)  bis  7)  und  der  Urcurve 
ar,  jf  und  %.        ' 

Legt  man  durch  die  Eneeugungslioie  a  eine  beliebige  Ebene» 
so  schneidet  sie  die  Ur-  und  Normalfläcbe  in  zwei  Curven»  von  de- 
nen-die  erstere  als  Ur-  und  die  letztere  als  Normaicurve  zu  be- 
trachten ist;  und  da  jede  dieser  Curven  als  Normaicurve  der 
andern  angesehen  werden  kann,  so  folgt  daraus»  dass  diese Tan- 
gential-Ebenen  correspondirender  Punkte  parallel  sind»  und -dass 
demnach  von  beiden  Flächen  jede  die  Normalflüche  der  andern  ist 

Die  Gleichungen  der  Normalflächen  stellen  sich  in  der  Regel 
in  sehr  combinirter  Form  hin.  Jedoch  weisen  die  ansegebenen 
Eliminationen  von  x^  y  und  i  ftir  die  Ebene»  die  Kogel»  den  ge< 
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meinen  Cylinder  und  Kegel»  bezieUicb  dieselbe  FIScbe  nach.  Die 
^*  *'  als  bloss  öbnilche,  als  a     '     ' 

50,   während  alle  Kuec.   

Ferner  sind   awar  gemeine  Cylinder  nur  ^ann  &bnlich,    w^nn  Ihre 


Ebenen  können  sowohl  als  bloss  öhnllche ,  als  auch  als  congruente 
Flächen   betrachtet   werden,   während  alle  Kugeln   ähnlich  sind. 


Hohen  Ihren  Durchmessern  proportional  sind;  allein,  da  die  Glel* 
chung  eines  Cylinders  dessen  Hohe  keine  Beschränkung  gibt»  so 
mQssen  wir  bei  gegenwärtiger  Betrachtung  Ur-  und  Normalcylin- 
der  als  ähnlich  betrachten.  Cm  aber  das  Verhalten  des  Neroial- 
kegeis  zum  zugehörigen  gemeinen  Urkegel  auszumittelo,  stellen 
wir  dessen  einfachste  Gleichung  dar  durch: 

Hieraus  hat  man: 

z        ^  1 

wodurch  sich  die  Gleichungen  1),  2),  3)  umwandeln  in: 

*  (:r'-:r)V*r+:ai+^=o, 

(y*-y)VTqha«  +  ^=0. 

(»'  —  »)  V"r-M«"—a=0. 
Aus  Avr  letztern  ist 

VTT3* 

und  wenn  man  z  aus  den  zwei  etstvru  eiimhiirt: . 


-»'t 


«'Vf+l*- 


a 


SetBt  man  diese  drei  Werthe,  In  die  Gleiebang 

so  komnit 

wenn  man  setzt: 

Demnach  ist  der  Normalkegel  dem  Urkegel  congruent. 
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Bu  Wie  bei  den  Nermafcurren»  deren  Rectification  und  Quar 
dratnr  TermitteUt  der  Gleichungen  ihrer  Ureurven  durehgefübfl 
werden  konntev  eo  lässt  eich  für  die  Normalflächen  deren  Qua- 
dratur und  Cubatur  mit  Hilfe  der  Gleichungen  ihrer  Urfläche  er- 
mitteln. 

Denkt  man  sich  durch  zivei  einander  schneidende-und  unend- 
lich uaEe  liegende  Normalen  der  Urfläche,  und  daher  auch  durch 
die  denselben  correspondirenden  und  mit  ihnen  zusammenfallenden 
Normalen  der  Norroalfläche  eine  Eb«ne  gelegt,  ^o  schneidet  sie 
beide  Flächen  in  zwei'  Curyen.  Von  diesen  Curven  stellen  wir  das 
zwischen  beiden  Normalen  liegende  Element  der  Urcutve  durch 
dt  und  das  der  Normaicurve  durch  dsff  so  wie  die  respectiven 
^  Krflmmungshalbmesser  durch  r  und  i^  dar,  so  bat  man  offenbar: 


rf»:iif'  =  r:r'. 


folglUb: 


\ 


r  r 

weil  1^=«+^ 

Euler  und  Monge  haben  zuerst  gesMigl»  dasa  man  von  einem 
In  einer  Oberfläche  gegebenen  Punkte  nicht  nach  beliebiger  Rich- 
tung gehen  kann,  um  zwei  skb  schneidende  Normalen  und  fol^- 
Hcb  wirkliche  Krflmmuneshalbmesser  zu  finden,  dass  es  aber  in 
der  Tbat  swei  aufeinander  senkrechte  Richtungen  gibt,  in  denen 
solches  im  Allgemeinen  der  Fall  ist,  und  zwar  sind  die  beiden 
Krümmungshalbmesser  ungleich  und  finden  sich  vermittelst  der 
Gleicbimg: 

+(i+si,H3%*)*  i 

.  Schlagen  wir  nun  efaie  auf  obige  Richtung  senkrechte  Rich- 
tung ein,  und  bezeichnen  die  neuen  Curvenelemente  und  Krüm- 
mungshalbmesser respective  mit  dc^  da',  q  und«  ^',  so  haben  wir 
ebenfalls : 

d0'zs:d^^:t:da.^^' 

Diess  gibt  ftlr  das  Flichen-EIement  der  .Normalfläche: 

V 

and  für  die  Fläebe  selbst: 


/ 
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Das  erste  Integral  ist  die  quadrirte  DrflücM,  die  sidi  bekanntlich 
vermittelst  des  Integrals 

r 

findet,  und  obscbon  d$dc  nitbt  gleich  ist 
so  ist  dennoch 

I 

wofern  beide  Integrale  zwischen  denselben  Grenzen  Kenommen 
werden.  Denn  stellen  wir  uns  in  der  Oberfläche  einen  Punkt  vor« 
um  welchen  beide  Elemente 

iirrfy.Vl  +  öz^  +  &,*  und  dida 
genommen  sind,  und  es  sei 

so  kann  man  sich  fär  dieselbe  Region  die  Funktion   — - —     die- 

selbe  Grösse  habend  Torstellen ,  indem  sie  sich  nur  um  unendlich 
kleine  Zuwachse  verändert,  wenn  man  vom  Element  did^  zum 
andern 


fibergeht,  so  dass  demnach  auch 

■ 

Also  hat  man: 

1)  u!=JTdxdy  VT+5i7+5V^ 

Der  zwischen  der  Ur-  und  Normalfläche  liegende  K5rper  bil- 
det eine  Schaale^  und  der  zwischen  den  einander  correspondiren- 
den  Flächenelementen  d%'d9*  und  dtd^  liegende  Theil  diesei 
Schaale  einen  abgestumpften  Keil,  dessen  Hohe  =a,  und  dessen 
'  die  Parallelogrammen  Grundflächen  eioschliessenden  Kanten  cb',  d^ 
und  c2«,    d^  sind. 


2S7 

Für  diesen  abeestampfken  Keil  findet  sich  aber  der  cubische 
Inhalt  , 

j 

Und  seixt  man  hier  wieder: 

dt'=d$^^^  und  dc':=dc  — -^ 

r  )j     .      . 

und  entwickelt,  so  kommt 

und  ans  denselben  Gründen,  wie  oben  bei  der  Quadratur: 
2)       t»' = aJTdrds  Vr+  8»,«  +  a*,« 

+  i««j(y*c^, Vl+^M^3,^  3£±^. 

In  diesem  Ausdrucke  ist  bemerkenswerth »  dass  das  rechte  In- 
tegral einen  nrismatischen  KCrperreprSsentirt«  dessen  Grundfläche 
gleich  der  Urfläche  und  desden  HCne  gleich  der  Ersengungslinie 
a  ist 

Um  r  und  q  durch  ihre  Fiinktionen  in  x  und  y  zu  ersetzen, 
hat  man- nicht  nothwendig,  die  obige,  rund  0  liefernde  Gleichung 
aufzulösen,  indem  sich  unmittelbar  ans  derselben  ergibt; 

/  In  ])  und  2)  kann  man  in  den  meisten  Fällen  vortheilhaft  je 
daiB  zweite  Integral  in  zwei  zerlegen,  nach  der  Zerlegung  von 


und  von 


P  +  r  +  o  .     p  +  r  .    a 


3((>-|-r)+2g.    3(Q+r)  ,  8a 

In  '  ■  ■    '  ■  ■■  -f-  — 


Fflr  den   Fall,   dass  dS2«d%— d*x«,y*  =  0   ist,    ist  einer  der 
Krümmungshalbmesser  unendlich.    Der  andere  dagegen  ist 


HS 

^ (t+^Hh^l 

'^  (l+a»,«)8%-28*,ai,3«z.^(l+V)S«x,' 

wodurch  die  beiden  Werthe  für  tc"  uifd  e'  flbergeben  ki: 

und 

Ist  aber  noch  überdies« 

(1 +ar**)8S— 2aik8i^0«^^+(l+'özy«)a«xr=O, 

60  sind  beide  Krünrmunffshaibniesser  unendlich  gross ,  was  z.  B. 
bei  der  Ebene  der  Fall  ist.  In  diesem  PaU  bleiben  von  u'  und  v' 
nur  die  ersten  Integrale.  /  Wählen  wir  als: 


].  Beispiel. 

Die  Quadratur  und  Culiatur  des  gemeinen  Normalkegels. 
Die  Gleichung  desselben  ist: 

Da  hier  d^z«d^z«— 8^Zj^y*=:0«  so  ist  der  eine  Kriimmungshalbroes 
ser  unendlich,  der  andere  aber  ist: 


Da  man  nun  hat 


so  ergibt  sich: 


i+ar^+a^Äi+ii«, 


Das  erste  Integral  ist  die  Oberfläche  des  Urkegels  und  das  let£< 
tere  gibt«  indem  man  zuerst  in  Beziehung  auf  y  Integrirt» 
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«reiche«  neck  swischen  den  Giensen 


=fr^ 


y=0  ^nd  y=Y  ^ 
za  nehmen  Ist,    wofern  A  die  Hube  des  Kegels  vorstellt.    Diess 


"'M 


dxd^ 


==  aA  j daUifSr\\  32  —  o:«  +  -3 J-^*»^  /  ^^log;r 


oder 


^uAfda^log 


P? 


-^"+J] 


Nun  setze  man  x  r=  -jsinA',  so  ist 


h 


und  nnser  Integral  gebt  nacb  und  nacb  über  in:^ 

ah  1  #/^cos JClog  (  — .    -y  ■  ) 
=  nAsip  Jnog  (^Sr^)  -^hfdX^mXd  [log(^g^] 
= ah  sin  JTlog  (—^5^--}  +  aÄ  X .       . 

Will  man  zuerst  die  halbe  Oberflftcbe  des  Normalkegels ,  so 
nirtimt  man  dieses  Integral  zwischen  den.Grenzen  a;=0  und  x^=Of 
d.  b.  zwischen  JC~0  und  A=ff,  und  verdoppelt  ^es  zuletzt  för  die 
ganze  Oberfläche.    So  findet  sich: 

2ahic. 

Fugt  man  das   erste  Integral»   oder  die  Oberfläche  des  Urkegels 
nodi  hinzu 9  so  hat  man: 

u'^n(U^  Äa+A«+2aA), 

I  A      -. 

wenn  man  den  Halbmesser  'der  Grundfläche  ~2^=-ß  setzt.    Unter 
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Benfitzang  der  obigen  Integrale  ergibt  sich   femer  der   cnbiecbe 
Inhalt  (der  Schaale) 


Wir  nehmen  als:' 


2.  Beispiel. 

Die  Quadratur  und  Cabatur  den  Normal  -  UmdrehiingsparaiKiloidea. 
Die  (Gleichung  der  UrflSche  ist: 


Hieraus  ergibt  sich: 

und  diese  Werthe  liefern: 


n  ük 


Wir  haben  uns  nun   mit  der  Entwickelnng  folgender  drei  In- 
tegrale zu  beschAftigen : 


ff. 


dxdy 


I 

'  fiSr  X  und  y  auf  Polar -Goordinaten  fibergehen, 
und  setzen  wir  den  Radius- Vektor  =:stf,  so  dass  tt*=:j:*-f  y*^  uqJ 


Hier  kSnnen  wir 


den  Winkel 9  den  derselbe  mit  der  Abscissenaxe  macht,  =o,   so 
«teilt  sich  die  Gleichung  des  Umdrehungsparaboloides  einfacher 

dar  durch  x^^jnfl. 
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I 

Da  sich  nun  das  FlächeBetemeot  dxdy  durch  ndudt  ersetz^ 
ISaat,   8o  verwandelo  sich  obige  lategrale  in:  . 

Will  man  die  Fläche  oder  den  cubischen  Inhalt  des  ganzen 
Paraboloides ,  so  -hat  man  die  Integrale  vsl  Beziehung  auf  o  zwi- 
schen den  Grenzen  v=ü  und  ü=2;r  zu  nehmen ,?una  hat : 

P      9idu 


2» 


Auf 


Die  Integrationen  vollziehen  sich  leicht,  wenn  man  setzt: 
Ist  nun  die  Buhe  des  Paraboloides  gleich  A,  so  Ist 

und  demnach  die  Grenzen  von  ti  gleich  0  und  gleich  V  -  —  • 
diese  Weise  hat  man: 

2«r|_     i "I 

Gm  die  Oti^rtfäche  zu  liaben»  mdsseu  wir  das  zweite  Integrial 
mit  pa  und  das  dritte  mit  p*a*  multipliciren  «od  hierauf  alle  drei 
addiren.    Diess  gibt  die 


Theil  XIII. 


IS 
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Oberflidw 

» 

Will  man  aber  den  eublschen  Inhalt  (der  Schaale) ,  so  ist  das 
ei^ste  Integral  mit  er»  das  ziveite  mit  ^v^    *'"^.  ^V^    dritte   mit 

x-p^d'  zu  miiltiplieirea  und  hleranf  alle  drei  zu  addiren.  So  kommt 

Cubischer  Inhal^ 

E.  \Vill  man  aber  obige  Integrale^  statt  zwischen  Grenzen 
von  X  und  v ,  zwischen  bestimmten  Grenzen  von  x*^  und  y  neh- 
men, die  wir  durch  (ar')'»  {^T'  "ud  («0',  (y'/  bezeichnen,  so  wer- 
den sich  die  Grenzen  von  x  und  y  darnaob  bestimmen. 

Setzen  wir  nun  die  Grenzen  (o:')'»  i^'Y  und  (jf')',  (y*)*  nach 
einander  beziehlich  in  die  beiden  Gleichunsen 

so  stellen  sich,  mit  Hilfe  der  Gleichung  der  Urcurve>  Selbst  wenn 
'   (yO'  in  Funktion  von  {p^  und  (y')"  >»  Funktion  von  (,«0*  gege- 
ben wären,  vier  Gleichungen  swUchen  y  und  x  dar,  und  wir  bezeich- 
nen die  daraus  hervorgehenden  Funktionen  y  von  x  mit 

a)  yrr^rix), 

b)  y^Pix); 
,   c)    y=r{x), 

d)  'y=ifHx).  ,       ^ 

Sind  (Taf.III.  Fig.  4.)  ^JT  und  J  F  die  Coordinatenaxen  der  Eben« 
^„^ ,  80  sei  die  Curve  BD  durch  die  Gleichung  a),  EC  durch  b), 
BC  durch  c)  und  DE  durch  d)  dargestellt  und  das  Viereck  BDEC 
reprSsentirt  die  Grenzen ,  zwischen  denen  die  Integrale  zu  nehmen 
sind.^  Verbindet  man  die  Gleichungen  a)  und  c)  jnit  einander ,  so 
bestimmt  sich  dadurch  der  Punkt  By  dessen  Abscisse  wir  durch 
Xx^  bezeichnen,  a)  und  d)  beistimmen  dea  Punkt  />,  dessen  Ab- 
scisse wir  =^9  setzen,  b)  und  c)  bestimmen  C,  dessen  Abscisse 
zsx^  und  endlich  bestimmen  b)  und  d)  d^n  Punkt  £,  d<V»ieR 

•      • 
Es  ist  nun  aber  Viereck 


\\s     ' 
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Nachdem  nm  eines  der  obigeiii  loiegraie  in  Besiehuog  auf  y 
geoommeji  worden  ist»  wird  man  es  mit  3^  =  0  lieginnen  lassen 
und  in  dasselbe  nach  einander  die  Funktionen 

V^fHx),  y=r(^),  y^m^).  y^fH^) 

snbstitniren »  hierauf  in  Beziehung  auf  x  integriren ,  und 

das  Iste  zwischen  den  Grenzen  x^  und  x^^ 
das  2te  «,  ,,         \»        x^  und  x^, 

das  3te  „  ,,  ,^    .    Xi  und  x^  und 

das  4te  „  „  ,,         x^  und  a?4 

nehmen,  und  dieselben  mit  den  im  zweiten  Theil   der  Gleichui^g 
e)  enthaltenen  Zeichen  additiv  zusammensetzen.    Ist  aber  a:3<Or|, 
so  muss  BDxtX^'  negativ  genommen  werden.  Gleicherweise  ftndert . 
sich  das  Zeicnen  von  CEx^x^^  wenn  x^^x^, 

HieduTch  bezwecict  sich  die  Quadratur  eines  Stücks  der  Nor- 
malfläehe»  welches  von  parallelW|Mpedaliscb  aneinandergereihten 
Ebenen»  die  mit  den  Coordlnaten*Ebpnen  {zx)  und  {ly)  parallel 
laufen,  abgeschnitten  ^ird. 

Welt  schwieriger  ist  hier  die  Ctibatuf  auf  solche  Wefse>  dass 
dadurch  ein  Korper  bestimmt  werde,  "welcher  prismatisch-  zwi- 
schen dem  abgeschnittenen  StOok  der  Normalfläche  und  der  Ebene 
{xy)  liege;  denn  obige  Integrale  geben  no«h  immer  einen  Körper- 
theil,  welcher  normal  zwischen  den  correspondirenden  Stficken 
der  Ur-  und  Normalfll^che  li^gt 

Will  man  zu  diesem  Zwecke  nicht  unmittelbar  die  Gleichung 
der  Normalfläche  bestimmen  und  benutzen,  so  handelt  es  sich  darum, 
vier  prismatische  Korperstucke  theils  zu  addiren,  theils  zu 
subtrabiren^  deren  Seitenflächen  senkrecht  auf  der  Ebene  {xy) 
stehen  und  im  Üebrigen  theils  von  der  Ebene  {xy)  und,  dieser 
gegenOber»  von  einer  dnrdi  den  Fortgang  der  Eraeugungsiinie  a 
gebildeten  krummen  Oberfläche  begrenzt  werden.  Das  erste  Ge- 
schäft ist,  diel  Gleichung  dieser  letztem  (oder  vielmehr  vier  letztern) 
au  entwickeln. 

Hieztt  dienen  die  Gleichungen  der  Normale 
und  n 

/_j,+a^(,«-z)=o.  . 

\9o  x^,  y"  und  %"  die  Ordinatenwerthe  der  Normale  bezeichnen, 
während  neide  Gleidiungen  noch  fiberdiess  .ar,  y  und  z  enthalten. 
%  clfanlnirt  sieb  vermittelst  der  gei^foenen  Gleicbunc  der  Uik:urve. 
Hierauf  Wird  «lan  nach  einander  d\e  oben  bestimmten  Funktionen 

16* 
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I 

y  ((a),  b),  c)  und  d))  statt  y  substituiren,  und  sivUebeft  bßiden 
das  noch  übrig  bleibende  x  eliminiren.  Die  Eliminfitionsgleichune 
'wird  dann  jec^smal  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  a:  ,  f^  und 
2^  jener  Oberflächen  sein. 

Die    theilweise  Coordinaten  •  Verwandluns  Im  obigen   zweiten 
Beispiel  führt  uns  zur  der  Betrachtung  im  folgenden  AufsiUtze. 


llelUer  eremlsclite  €oerdiiial«ii« 

'  Von 

Herrn  Brenner^ 

Lehrer  in  Tuttlingen  im  Königreich  Wnrtemberg.' 


Es  ist  bei  der  Behandlung  der  Kdrper,  so  wie  bei  derjenigen 
der  Vlächen  und  Curven  d^ s  Kaumes,  oft  sehr  zweickmäs&ig,  statt 
der  reinen  rechtwinkligen  oder  statt  der  reinen  Polar -Coordinaten 
ein  Gemisch  derselben  in  Anwendung  zu  bringen.  Diess  kann  ge- 
schehen ^  wenn  man  die  Axe  z  unverändert  lässt^  dagegen  statt 
X  und  y  einen  in  der  Ebene  (ory)  liegenden,  bis  an  die  Projektion 
eines  betrachteten  Punktes  gezogenen  Radius- Vektor ,  und  den 
Winkel  a  nimmt,  den  derselbe  mit  der  Axe  x  macht. 

Die  Formeln  zur  6ubatur  und  Quadratur  der  krummen  Ober- 
flächen, so  wie  zur  Rectification  der  Curven  des  Raumes  gestal- 
ten sich  für  gemischte  Coordinaten  wie  folgt. 


A.    Cubatur. 

Denkt  man  sich  im  Korper  einen  beliebigen  Punkt,  lässt  des- 
sen Radius -Vector  um  dr,   den   Winkel  a  um  dm  imd  %  um  dz 
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wachsen ,  so  bestiromeo  die  drei  auf  einander  senkrechl  stehen* 
den  Kanten  dr^  rda  und  dz  ein  Parallelepipediim,  dessen  hihalt 
rdrdzda:  fist/    .Demnächst  ist  der  cahische  Inhalt  V  des  Korpers 


=/// 


rdrdzda  • 


B.    Quadratur  der  Oberfläche. 

>. 

Es  stelle  (Taf.  HL  Fig.5.)  BCG  einten  mit  der  Ebene  {!ry)  oder  (ra) 

! parallelen  Durchschnitt  dar^  in  der  T^ntiernung  z  des  letztem  toh 
ra),  und  eben  so  C  einen  in  obigem  Durchschnitt  fixirten  Punkt. 
Auch  sei  AX'  mit  der  ursprünglichen  Axejder  x  parallel,  do  dass 
^CAX'=i€L  Nun  lasse  man  a  um  da  wachsen,  so  dass  BAC 
=zda.  Dann  wird  BE:ssdr  sein,  so  genommen,  dass  z  coiistant 
gedacht  ist,  wodurch  BE=:sdrada  wird.  Hierauf  denkt  man  sieh 
z  beliebig  um  dz  wachsend  und^  legt  durch  z  und  AC  eine  Ebene. 
Dieser  Schnitt,  so  wie  der'roit  (ra)  parallele  und  von  (ra)  um 
z-i-dz  entfernte  Schnitt  werden  sich  io  der  krummen  Oberfläche 
in  einem  Punkte  schneiden,  den  wir  />  heissen.  Ziehe  ich  nun 
von  D  ein  LotK  DD'  auf  AC,  so  stellt  OD'  das  Wachsthum  von 
r  vor,  so  genommen^  dass  nur  z  variirt,  dagegen  a  constant  bleibt. 
Demnach  ist  , 

CD^—dr^dz. 

Das  gesuchte  Elementarparallelogramm  hat  nun  als  Seiten  die 
Linien 

-     BC=daVi^T^?? 

und 

DC=dzV^ITSF?. 

Der  Cosinus  des  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkels  ^ergibt  sich 
aber  nach  der  sphärischen  Trigonometrie,  wenn  man  cosBCIV 
mit  cosDCD' maitiplicirt.    Demnach  Ist: 

,        coaDCBzsicosDCD' .'cobBCD' 

dr%  dru 


folglich 


« 
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DeauuLth  4na  Elementarparallelognuii  gelbrt 

=  BC.  DC.  BinDCB^dadz  Vf»(l+ar.«)+ari?. 
So  fiadet  sieh  also^e  kramiiie  ObeHlidie 


F^JTdadx  Vr*(J+ar.«)+ari^ . 


C.  RectificatloD  der  Lioie  des  Raaraes. 

Hier  findet  sich  nur  Eine  onabhangise  Veribiderliche«  und  wir 
nehmen  «  als  solche  an.  Die  Transversale  des  Parallelepipednms, 
dessen  Kanten  sind  rda,  Stada  und  dzada,  ist  aber  gleich 

■ 

Demnach  findet  sich  der  Bogen  unserer  Cnrve 

Ais  Anwendung  hievon  geben  wir  Folgendes: 

a).^  Eine  ebene  Cnnre  bewegt  sich  mit  sich  selbst  parallel 
nadi  einer  auf  ihrer  Ebene  senkrechten  Richtung,  während  sie 
noch  überdiess  um  eine  feste  Axe  rotirt,  so  dass  der  Rotations- 
winkel der  Erhebung  stets  proportional  ist  und  dass  eben  ysae 
Axe  auf  genannter  Ebene  senkrecht  steht  Es  soll  nun  die  Glei- 
chung der  Ton  der  Cnrve  beschriebenen  OberfiSche  dargestellt 
werden.  Es  befinde  sich  in  der  Ebene  (jcy)  (Taf.lII.Fig.6.)  die  Curve 
Ib,  för  welche  die  Gleichung  yz=zfXx)  gegeben  ist  Hat  sie  sich 
nun  auf  angegebene  Weise  um  z  über  (jry)  erhoben,  so  stelle 
LB  ihre  Projektion  auf  {xy)  vor,  so  wie  £2  und  EY  die  Pro- 
jektionen ihrer  Coordinaten-Axen,  die  mit  derCurre  rotiren,  wäh« 
rend  wir  die  Axe  x  in  die  Rotationsaxe  verlegen.  Nehme  ich  in 
LB  den  beliebigen  Punkt  C  an,  und  siehe  das  Loth  CD,  so 
ist  CD  die  Ordinate  und  ^ED  die  Abscisse  desienieea  Punktes, 
von  welchem  C  die  Projektion  ist,  und  setze  ich  £^=Jf  und 
CD=^  F,  so  findet  zwischen  X  und  F  dieselbe  Gleichung  statt, 
wie  zwischen  x  und  y,  d.  h.  man  hat 

Den  Drehungswinkel  XEx  setze  ich  :=/?,  so  bt  belauintlich : 

JC=y  sinj3 -|- 4:  cos/3 , 
Y=ycosß — XBinß. 

Aliein  da  ß  dem  z  proportional  ist,  so  setzen  wir  ß^Az  und  haben 
so  die  Gleichung: 
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y  C08  (At) — j;  810  {Az).=:f{y  sid(Az)  +  xi;oBiAz)]. 
Setzen  wir  nun 

y=r9ma 
und 

-  >  _^ 

80  oimmt  diese  Gleichung  folgende  Form  an: 

r  rfif  («— iJa;) =/[i'C08  (ff— ^2)] . 

I 

% 

'      I  .  ■ 

f 

1.  Beispiel. 

^  / 

i 

Setzen  wir  als  Erzeugungslinie  eine  Gerade,  die  durch  die 
Rotationsaxe  geht,  so  ist,  wenn  sie  Anfangs  mit  der  Absdssen- 
axe  selbst  zusammenföllt,  y=0,  d.  h.  Az^=a  die  gesuchte  Gleichung 
der  erzeugten  Oberfläche»  und  es  weist  sidi  demnach  r-yon  z 
und  a  TOilig  unabhängig  aus. 

Wollen  wir  nun  zuerst  den  von  unserer  Fläche  begrenzten 
KOrper  cubiren»  so  haben  wir 


'    Fs=i^r'i/y^rfxrf«, 


wo  r  zwischen  den  Grenzen  r=0  und  t=^t'  genommen  ist  Hier 
auf  kommt 


\f'*f<^. 


wo  das  Integral  mit  o=0  beginnt,    Die  andere  Grenze  aber  ist 
ms^AZf  und  «o  habon«  wit: 


V^\r'^Artd%=\r^i^Ay 


wo  auch  hier  das  Integral  mit  z=0  anfilngt.    Nimmt   man  eine 
volle  Umdrehung,  so  ist  z^^^,  und  man  hat 

also  gleich  der  Hälfte  eines  Cylinders»  dessen  Hohe  =;  und  Ra- 
dius =r. 

Für  die  Q|iadr«tur  der  Oberfläche  ist  die  Formel 
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F=JTdadt  Vr»a  +  S«'.')+a-«« 


1      i 


unbrauchbar,  weil  für  diesen  Zweck  nothwendig  ist,  dass  a  und 
<  von  einander  unabhängig  sind,  während  im ' vorlieeeiMen  Falle 
r  völlig  unabhäiTgig  ist»  und  zwischen  z  und  a  die  Gleichung  exi^ 
stijrt  Az=ay  eine  Bemerkung ,  die  sich  in  Beziehung  auf  die  Ga- 
batur  nicht  machen  lässt^  weil  hier  dx  im  Innern  des  Korpers 
ganz  beliebig  genommen  Ist  und  die  Abhängi^eit  Azz=a  erst 
nach  der  Integration  in  ßezi^ung  auf  a  bei  der  einen  Grenze  zum 
Vorschein  kommt.  Es  Ist  daher  notbig,  dia  Abhängigkeit  auf 
eine  andere  Veränderliche»  etwa  auf  z  zu  werfen,  so  dass  als- 
dann r  und  a  aJs  unabhängig  erscheinen.  Auf -diese  Weise  htf^ 
ben  wir 

ör.=  ^   undafa-g;j-=:-g^;;g;;:=g^. 
So  hat  man  denn: 

Nun  aber  ist  dxr=0  und  dza^-j'  folglich 

I 

Die  Integrationen  aber  geben: 

wo  C  und  C  die  beiden  eingegangenen  Constaqten  sind« 

Für  r=0  ist  auch  der  Flächengehalt  ==Null,  und  so(l  erawsli 
lur  a=0  gleich  Null  sein,  so   hat  m^n: 

F=^[r  VTMM  +  ^logM+ V'iq^i?^], 

wo  für  eine  ganze  Umdrehung  a  durch  2?^  zu  ersetzen  ist. 

Verbinden  wir  mit  der  Gleichung  Azzzia  noch  r=:c,  .wo^c 
eine  Constante  vorstellt,  so  haben  wir  die  Schraubenlinie.  Wol- 
len wir  sie  rectificiren,  so  ist 


dza  =  -j    und  dva = 0  » 


daher 
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=y:i«yc«f^=«V^c«+45 


wenn  s  mit  a=0  ao&ngen  soll.  ElimiDirt  manA  und  c,  so  kommt 

und  för  eiiie  ganze  Umdrehlipg 

w«4ch^S  die  Hvpotenuse  des  rechtwinkligen  Dreiecks  ist,   das  z, 
and  den  Umkreis  des  Cyiinders  vom  Ramus  r  zu  Catheten  hat. 


2.  Beispiel. 


Setzen  wir  dne  Gerade ,  die  nicht  durch  die  Rotationsaze  z 
t^  so  können  wir  sie  uns  Anfani 
fernung  .v  =  a  denken.    Alsdann  ist 

a 


gebt^  so  können  wir  sie  uns  Anfangs  mit  w  parallel  in  einer  Ent« 
fe  


r= 


die  Gleichung  der  Oberflfiche«  v 

Die  Cubatnr  gU>l  zuerst:*   . 

-TjJsiuia-^Ai)* 

z^^^Ttlz [C— COt(«— il2)J  , 

wo  C  die  eingegangene  Constante«  oder 

s  ^  /**[cot(«'— ^«)— cotla^-ifc)], 

wenn  man  dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  a^:«*  .und  a=a*' 
nimmt 

Nehmen  wir  nun  das  Integral  in  Beziehung  auf  x,   so  haben 
wir 

WO  C  die  Constante  ist. 


\ 


2M 


Soll  der  Cubikinhalt  tOx  zs=0-  verschwiodeK,  M  ist 
und 


wr       ®    1      P8inor8iD(or  — ifl)"l 


Diess  isi  der  cubische  Inhalt  eines  RSrpers,  der  einerseits  von 

der  krummen  Oberfläche ,  anderseits  aber  Ton  swel  paralleleii  «a 

X  von  einander  abstehenden  Ebenen,  so  wie  von  zwei  aodeni  «uf 

den    letztern   senkrecht   stehenden    und   >sich   unter  dem  Winkel 

,  tt^— «^  in  der  Rotationsaxe  schneidenden  Ebenen  eingeschlossen  Ist. 

Zar  Quadratur  der  Oberfläche  aber  hat  man,    unter  Anwen- 
dung der  Formel 

aus 


r=: 


siD(a— Jz)' 


und 


^'•"-""sln(«-i«z)« 


^      Aaco9(a^Az) 

^»-   sln(a-iz)»   • 

1 


Substituirt  man  diese  Werthe,  so  ergibt  sich: 

s=— Ä-o  /  dz cotg(cr— iii)  V  1  +  .^a*cotg(« — Az^ 

-  2]i/  «'»•og  [i<acotg(a-iiz)  +  V^l  +  2lVcotg(«  -  A)*]+  C^ 

Sucht  man  diejenige  Fläche,  die  von  einem  bestimmten  TheH 
der  Geraden  erzeugt  wird,  der  beim  Anfaiu^  der  Bewegung  zwi- 
schen den  Grenzen  a=^€if  und  as^t/'  enthalten  ist,  so  ist  obiges 
Integral  zwischen  den  Grenzen  a^sn^  +  Ax  und  aszt^-t-Az  «u 
nehmen  und  dann  kommt: 
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] 


f  =  2  «'  [cota'  Vi  +  J»a«  cot.t'«  -  cot«»  Vi  +  ^a*cot«r^l 

8^L  ^^^acotÄ*'+  Vl+2^a«col 


für  die  Grenzen  z=0  und  z:=i'. 


ÄT^J 


Wird  nun  durch  eine  gradlinige  Figor,  vermittekt  oben  be- 
schriebener Bewegung,  ein  Körper  erzeugt^  80  ist,  wenn  die 
GrondflMche  (eben  jene  Figur)  gleich  G  gesetet  wird,  dae  K5rper- 
element  desselben 

dF=zGdz,  ' 

folglich  V^=^GZf  wenn  das  Integral  mit  2=0  beginnen  soll. 

Es  folgt  hieraus,  dass  man/  um  den  enbisehen  Inhalt 
eitoes  solchen  Körpers  su  bestimmen,  nur  die  Grand- 
fläche mit  der  Hohe  multipllciren  da^f.  Zur  Best^mnng 
der  Oberfläche  jedoch  dient  obige  Eadformel  fiBr  F.  Nehmen  ww 
ab  GrK^uffungsngur  z.  B.  das  gleichseitige  Dreieck»  dessen  Seite 
^5r#  nnd  lassen  sich  dasselbe  um  seinen  Mittelponkt 
so  ist 


ai= 


2V3' 


Ninunl   man   hierauf  als   erste  Grenze  an  c/ssg-»     so   Ist   di 
zweite  «'^ss-g-*  ••  dass 

coig«'=  + VS^  nnd  oo^«*=—  VS*. 

Hieraus  ergibt  sich  fär  die  ganze  Oberfläche  des  erzeugten  Kor- 
pers nach  einigen  Reduktionen: 

F4y  VT+7T« + ^  (log4?±:^(|±^) . 

Sohsfituiren  wir  aber  dem  gleichseitigen  Dreieck  ein  Quadrat  mit 
der  Seite  g,  so  ist  <i(  =  §'4  nnd  nimmt  man  0^=  j »  so  ist  a^=-pj 
cot 0^=1   und  cotcK^:=— 1.      Diess  gibt: 


2S2 

Wollen  H'ir  aber  eine  Oberfläche  quadriren,  die  durch  die  Beile- 
gung einer  ebenen  Curve  erzeogt  wird,  so  stellen  wir  uns  die- 
selbe, Wie  diess  bei  der  Differentialrechnung  immer  ^er  Fall  iet, 
als  aus  unendlich  vielen  ^  unendlich  Ideinen*  geraden  Linien  be- 
stehend vor,  so  dass  jedes  da*  ein  Stilck  derselben  zwischen  sich 
fasst,  indem  wir  uns  die  Curve  in  der  Ebene  (ppy)  liegend  vor- 
stellen. 

Die  Formel 

F=  I  at[soW  Vl+^?a«cot»^  -  cot«''  Vl  + J*a*cota"*] 

j_/      Aacota'  -f  Vi  +A^a^  cot  a"^\ 
+  2A\^  ^acota^+V  l+^ff«cota«V 

wird  demnach  die  Oberfläche  eines  unendlich  schmalen  (gewun- 
denen) Streifens  der  Oberfläche  geben«  wenn  wir  a!'^afs=d€^ 
setzen ,  und  a  die  ^ptfernung  des  l^tracbteten  Elementes  der  Curve 
oder  dessen  Verlängerung' vom  Fusspunkte  der  Rotationsaxe  z 
darstellt. 

Setzt  man  aber  in  obieer  Gleichung  ^''^za^-^dfn^,  wo  clcir^  das 
Waehsthum  von  a'  vorstellt»  so  entwickelt  sicii  als  DMereiitlal 
der  Oberfläche,  wenn  wir  auch  von  o'  den  Apostrophen  weg^ 
lassen  > 

^    ' 

dF=  za  ^^  VTM  Vicota* . 

Will  man  hier  integriren,  so  ist  vorher  noch  der  Verärtderiiehe  u 
aus  der  Gleichung  der  Curve  in  Funktion  von  o  herzustellen..  Es 
Ist  aber  fSr  jede  ebene  Curve,  deren  GMcining  zwischen  den 
rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  gegeben  ist. 


Nehmen  wir  ab 


3.   Beispiel. 


Einen  Kreis,  der    sich   nach'  oben   angegebener  Weise    um    ^ 
einen  Punkt  in  seiner  Peripherie  bewegt^  so  ist  dessen  Gleichung    . 

und  hieraus  '         '  ^ 

a  =s— 0?  =-— r  cos  0:= — 2ÄC0S  «^, 
und  diess  gibt: 

dF=^2Rzda  cot  a«  VTR^MScösäVÖ^  • 


25S 

Mlmmt  man  das  Integral  hievon  zwischen  den  Gnensen  o=iO  Md 
cr=»9  and  verdoppeU  es,  so  hat  man  die  ganze  Oberfläche. 

Man  konnte  sich  die  Aufgabe  steUen,  Curven  zu  bestimmen, 
die  das  Integral  der  Oberfläche  in  endlicher  Form  liefern.  Hie- 
bei  dürfte  ipan  nur  a  so  bestimmen,  dass  der  Ausdruck: 

0  ^  * 

die  verlangte  Integrabilität  besässe»  wo  dann 

die  Gleicbqng  der  gesuchten  Carve  darsteilen  wurde«    Setzt-  man 
z,  ß.  a^FCota  oder  astga,  so  hat  mau 


oder 


dF=  -  2Cotad(cot«)  Vl  +  ^cot«* 


cot«     .         ' 


und^ 


j:% — y  ^ 


oder 


_53y-ry_:_y 

sind    die    Differentialgleichungen     der    zugehörigen   Erzeugungs 
Curven. 

b)  Gleich  zweckmässig  erweisen  sich  gemischte  Coerdinaten  Air 
die  Anwendung  auf  CurVen,  welche  auf  gegebenen  Oberflächen 
eine  constante  Neiguni;  haben. 

Man  stelle  sich  irgend  eine  Gu/ve  des  Raumes  vor  und  lege 
eine  beliebiee  mit  (arr/)  oder  (ra)  parallele  Ebene  T'AX'  (Taf.  111. 
Flg.7.),  wekne  dieCunre  im  Punkte |{  sehneidet,  so  istüfJügleiehdem 
Radius -Vector  r.  Denken  wir  uns»  von  R  aus  genommen*,  ein 
Element  d*  der  Cufve,  so' sei  M  die  Projektion  des  andern  End- 
punktes P  auf  die  Ebene  Y'AX\  Es  ist  alsdann  PMR  ein  recht- 
winkliges Dreieck 9  in  welchem  4^r  Winkel  PRM  die  Neigung  der 
Curve  ist    Wir  setzen  tgPRIÜ^zA. 

Da  nun  PM=:dz  und  ff^=  Vr«rfa«  +  dr«,  so  ist 

dt=:AVr^dfA+^ 
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oder 

wo  man  sich  nur  Einen   unaMiängigen  Verfin^rllchen ,'  etwa  a, 
zu  denken  hat,  weil  man  es  mit  emer  Curve  zu  tfaun  bat 

Verbindet  man  mit  dieser  Gleichung,  in  weicher  A,  fiir  con- 
stante  Neigung,  unveränderlich  Istr  die  Gleichunc^  der  krummen 
Oberfläche  9  so  ist  dadurch  die  gesuchte  Curve  völlig  bestimmt. 

r 
,  ] 

I 

l 

1.  Beispielf 

Es  stehe  ein  gemeiner  gerader  Kegel  itoil'  seiner  GraiidfliSche 
auf  der  horizontalen  Ebene  \ree),  so  isC  wenn  R  gleich  dem  Ra* 
dius  der  Grundfläche  und  h  gleich  der  Höhe,  die  Gleichung  des- 
selben 

fi(A-«)=Ar,     > 
womit  sich  noch  verbindet 

ar  =  ilVr^a«  +  ar*. 

hBr 
Diess  gibt  82= — „'  »  ^^^  eliminirt  man  dz,  so  kommt  «< 

A*8r* 


welches  gibt 

dr  ARdü 


WO  das   negative  Zeichen   genommen  ist,  weil  r  abnimmt,    wenn 
«  wächst    Die  Integration  liefert 

Nimmt  man  an»    dass  für  den  Anfang,    wo  rssA,  «r=^0,    so  ist 
C^logü  und 

oder 


fr^Re     V*^-^JP. 


wo  e  die  Basis  der  natfirlichen  Lo^riflMMD.  Da  r  mir  Rlr  a=sct 
gleich  Null  werden  kann»  so  erracM  die  Curre  die  Spitse  des' 
Kegels  nur  nach  einer  unendlichen  Anzahl  von  GSngen« 

«Die  Rectification  dieser  Carre  aber  vermittelt  sich  durch  die 
Gleichung 


^J'da  yrHör««+az««. 


Durch  Elimination  von  r,  Sra  und  8z«  entwickelt  man 


Rh  VTMi  p 


=  -4V"l735:e    V*'-^*« 


• 

Nimmt  man.  den  Anfang  4es  Bogens  ßr  a^zzO,  so  ist. 


c=:5vnri5 


und 


JBa 


Die  ganze  Gurve  ergibt  sich  fOlr  o=  oo,  nnd  dann  hat  man 


2.   ReispleL 

Substituiren  wir    dem  Kegel   ein   Umdrehupgsparaboloid ,    so 
ist  dessen  Gleiciiung 

2p(Ä-2)=r«, 
welche  verbunden  mit 

die  Gleichungen  der  Curve  liefern. 
Die  erste  giiit 


folglich 


^s=^«(r%«  +  8r«). 


wbraqs  man  ableitet 


dr 


Apdtt=-^^/i^—p*A> 


Die  Integration  bewerkstelligt  sich  bald,  wenn  man  setzt 
und  80  kommt 

Soll  filr  «=0  äach  a=0  sein,  so  Ist  r«=t2pÄ  und 


and  , 

eine   Gldcbuüg,  welcher  man  Tenntttelst  der  Formel 

tg^   tg'^-tgVi  +  w 

und  einiger  Reduktionen  foJgende  Form  geben  kann: 
tg  (V2pÄ— p«^  —  V^r«-p*^«— ^/itf) 

die  in  Verbindung  mit 

2p(Ä— 2)==r2      ' 

die  Gleichungen  der  Curve  darstellen. 

■ 
Da  r  nicht  =:Null  werden   kann,   ohne  dass  obige  Endglei- 

chung  etwas  Imaginäres  darbietet,  so  folgt  daraus,  daas  die  Curve 

den  Scheitel  gar  nicht  zu  erreichen  im  Stande  ist.    Der  kleinste 

Wertby  den  man  r  geben  kann,  ist  rs^pAl   und  diese   gibt  den 

grossten  Werth  für  z  =  A— ^P^- 
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Zum  Zweck  der  Rectificätion  hat  roan 


rrfr. 


folglich 


Will  man  «  mit  ^s=0,  «1.  h.  mit  r^ssiph  heginnen  lassen,   so 
kommt 

and  Dimmt  man  fär  r  den  möglich  kleinsten  Wer^h  pA^  so  ist 

\ 


3..  Beispiel. 

I 

I 

Wenden  wir  dieselbe  Theorie  auf  ein  Umflrehanffs  -  Eliipsoid 
an,  dessen  grosster  Kreisdurchschnitt  mit  der  Honzontalebene 
zusammenföUt 

Wir  haben  ffir  die  Gleichung  desselben^  wenn  a  und  b  die 
beiden  Halbaxen  der  erzeugenden  Ellipse  sind,  r^=6^-^-^x*9  wo- 
mit sich  verbindet 

■ 

Hieraus  leitet  man  ab: 


Setzt  man 


6«— t»  —^  ' 


SO  arbeitet  man  sich  leicht  aum  Istegral  hm: 


ir 


258 

s. 

Lfsst  man  den  Winkel  a  beginnen  mit  r=6,  so  hat' man 

^=2\ Ab V' 

uod  ivir  können  unserm  IntegritI  leicht  die  Form  geben: 


Ab 


16         tgL\  r»(aH^*)-^*6*J'"tgL\  r2(aH^«6«)-2l*64j  ' 


oder  wenn  wir  r*s=:6* »i*  setzen: 


«-■ 


Auch  hier  erreicht  die  Curve  den  Scheitel  nicht,  indem  sich  dem 
z  kein  grosserer  Werth  geben  lässt  als  z=--7===^==und  derorkein 

kleinerer  als  r=-7r= 


Für  die  Rectification  aber  haben  wir 

fff=:V*farfa«+  dr*  +  dt* 
odjBr 

^, aVTTA^        rdr 


v_ 


dessen  Integral  ist: 

Lassen  wir  t  mit  «^0  oder  r=b  beginnen,  ao  ist  C=0 
und  es  ist:  ' 

,_  fl vrrss  _^___  vT+15" 

Für  die  ganze  Curve  aber  ist: 


3S9 


~  AI  o«  + 


rr^ 


^«6»* 


Fflr  d^n  beaondern  Fall,  das«  das  Ellipsoid  io  eine  Kugel  fiber- 
geht,  deren  Radius  ^R,  hat  man  a=b=R,  und  die  beiden  Glei- 
chqpgen  der  Gurre  sind: 


t»=R*-t* 


und 


Ax 


a= 


"2      tgLir  i«-*»a+ ^) J  —  tgLV^«-t»(H-^)J 


i] 


wäbtend 


SSI 


A 


MMIt^  Sarldhf  gatae  Caiv^  ahsr,^  ivo  y  mir  Ms  tof  ts»^4uljj» 
Wachs«ii  kann ;  ist 


s  = 


A 


IT* 


. » 
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Ueber  die  Rotatictn  eines  Körpers, 
der  nur  in  Kinem,  mit  der  fixen  Ro- 
tationsaiLe  anabänderlicli  Yerl»und<s- 
nen,  aber  ausserball»  d<M«dbHen  grelc»" 
genen  Punkte,  g^eliaiten  wird* 

Von 

Herrn   Brenner, 

Lehrer  zu  Tuttlingen  im  Konigreiclr  Wurtemberg. 


Es  sei  (Taf.III.  Fig.  8.)  die  Rotationsaxe  RT,  der  mit  derselben- 
unabäiiderlich  verbutioene  Punkt   G,    so  dass  das  Loth  GTr=E 
constant  ist,  und  im  Punkte  G  werde  ein  um  RT  rotirender  Kor* 
per  gehalten.    Wir  wollen  nun  die  Lage  des  Körpers  bestimmen« 
so  wie  andere,  hieher  gehörige.  Umstände  entwickeln. 

Ich  nehme  G  als  Coordinaten-Anfong,  Kasse  die  Axe  der  x, 
nemlich  GX,  mit  dem  Lothe  GT  zusammenfallen,  ziehe  die  Axe 
der  z,  GZ,  mit  der  Rotationsaxe  RT  parallel;  dann  wird  die  Axe 
der  y  in  G  senkrecht  auf  beiden  stehen.  —  Hierauf  denke  ich 
mir  im  Korper  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  y  einen  Atom 
A,  von  dem  aus  ich  ein  Loth  AB  auf  die  Ebene  (zx)  oder  ZGX 
ziehe.  Vom  Punkte  B  ziehe  ich  noch  die  Lothe  NßO  und  BM, 
so  ist 

ßN=a:,- 

BM=s. 

Ferner  ziehe  ich  noch  durch  den  Körper  die  beliebige  tn  der 
Ebene  ZG 7.'/2,  liegende  Axe^GH,  auf  dieselbe  das  Loth  BC, 
hierauf  die  Lothe  CF  und  CJj,  und  verlängere  MB  nach  D. 


2ftl 


Hierauf  setze  ich; 

-     •  \ 

•    'AC=r, 
jiLÄCB=u>. 

«o  hat  man: 

BC=rcosw, 
AB^siraiow, 
CD=.r  cos  wsiüa, 
BD^=.  r  costo  co8tt , 
GL::^BC08a,     *    ' 
CL=^es\na; 

uud  hiemus  folgt  fiir  die  Coordinaten  des  Atoms  A\ 

a:=^e  coaa  -f  r  cos«o  sin« ,  i 

'    -  yzszrsinw, 

^   z=esina  — rcosiocosa. 


Durch  die  Rotation  entsteht  eine  von  der  Rotationsaxe  ab 
gehende  Centrifugalkraft,  und  denlcen  wir  uns  dieselbe  jedem  x\tom 
eingeprä^,  so  können  wir  den  Körper ^  wenn  und  wofern  er  eine 
gegen  die  Rotationsaxe  noabändertiche  Lage  angenommen  hat; 
als  im  Gleichgewicht  befindlich  betrachten,  indem  sich  dessen 
▼on  der  Rotation  abhängige  Lage  im  Ratinie,  wegen  der  constant 
Toraosgesetzten  Rotationsgeschwindigkeit  ^  leicht  angeben  lässt. 

Bezeichnen  wir  diese  Geschwindigkeit  mit  u,  so  ist  die  Cen- 
tnlugalkraft  des  Atoms  A 

=ZB^,AO  nach  der  Richtung  OA. 

Lasseti  wir  r  um  dr,  w  nm  dw  und  e  um  e^  wachsen^  so  kann 
man,  wenn  die  Dichtigkeit  des  Korpers  mit  q  bezeichnet  wird, 
die  Masse  des  Atoms  ausdrücken  durch 

,  i^rdrdsdto. 

Es  ist  demnach  die  Grosse  der  Bewegung  desselben  nach  der 
Richtung  OA  gleich 

Qs^rdrdfdw.AO. 

Zerlegen  wir  diese  Kraft  in  ihre  Oomposanten  nach  den  Axen 
jc,  y  und  z,  so  haben  wir 

die  parallelniit  x  wirkende  Kraft = —Qa'hdrdedw.cosA  OB 

T=:—(fi^rdrdstliv(E-^sc6su^-^rHincicosw), 


t  y 


2«    ' 

die  parallel  mit  y  wirkeBde  Kraft  =  — ^tfr^dm&dttfSiBtD» 

9$         >»   •    >f    *         f$       "*>.=*  NuH. 

Dagegen  wirkt  parallel  mit  der  Axe  der  x  die  Schwere  g,  folglich 
ist  die  mit  z  parallel  raafende  Grosse   der  Bewegung 

= — gi^drdtdwn 

Endlich  setzen  wir  noch  den  Druck»  der  io  G  auf  den  Kur« 
per  ausgeübt  wird^  parallel  mit  Xj  y  und  ;r,  deich  u,  v  und  w, 
währenadie  Coordinaten  dieses  Punktes  alle  gleich  Mull  sind. 

Somit  gestalten  sich  die  sechs  Bediiigungen   des    Gleichge- 
wichts»  wie  folgt:  s  ' 

Für  die  den  Coordinaten  parallelen  Kräfte: 

1)  u — QB^  j M I  rdrdidwiE — ecosa-— 'rsinacostD)=0, 

2)  r— ^ir»  /yy  ir»<lrdtdwslntes=sO, 

3)  w—gQ  III  Tdrdidw^=-0, 

m 

Fdr  die  Momente: 
4>       ^  f  f  I  ^drd9d'W9^Xkw{jBeim»'{'rcti»%^lAnu) 

—  Qft^  III  r2fir<2ectesin«o(£-*ecos«— rs{nacosio)=?09 

5)  g^  III  rc{rc2£c{ic?(ecosa-|-rcostosina) 

—  ^^  III  rdrdädwieaiüa^-^CQawcoun)  (£-^6cos«hr-irsinacesi9)=0> 

6)  gQ  III  r^ilrdidwmmo 

Nehmen  wir  als  einziges  Beispiel  eine  c^lindrlsche  Stange« 
de>en  Axe  mit  GH  zusammenfallt,  so  sind  die  Integrale,  wenn 
die  Länge  der  Stange  =:/  und  der  Halbmesser  ::::^l^,  in  Bezie- 
hung auf  s  zwischen  den  Grenzen  e  =  0  und  €='/,  in  BezIeJmng 
auf  r  zwischen  r:=sO  und  r^=^R,  und  in  Beziehung  auf  w  zwi- 
schen ti7=0  und  w^=9n  zu  nehmen,  so  da^s  alle  Integrationen, 
selbst  in  ihren  Grenzen»  von  ehmnder  unabhängig  sind. 
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9i«a  li«t  aber,  «wischen  den  Qrtn^Ctt  i^=0  und  io;327e: 


j  dwBi 


« 

dw  smtv  =^  —  C0S10 = 0, 


einte  cos  u>  =  — ^^  cos2t() =0 , ' 

»•^■••■1,«  • 

/  rficcostr*=jsin2w  +2'W='i^i 

Man  wird  daher  al|B  Differentiale^    in  welchen  sinus  und  co- 
sinuB  von  w  und  deren  Produkte  zujn  Voftchein  kommen»    weg-    • 
lassen  und  nur  cosu?'  beibehalten.  Mitteist  dieser  jBemarkui^g  wjrd 
man  bald  haben: 


'7) 


8) 


«  Ä  ^»*Ä*jr/{E  —  ^  /  CO»  ff) , 

wf^gQ  R^Tcl  2s  dem  Gewicht  der  Stange« 


Die  Gleichungen  4)  und  6>  aber  werden  identisch  Null»   wäfareod  * 
5)  liefert: 

9)  6^/co8ä-6£«%lna+««sinffcosa(4/a-.3/2«)=0, 

^    welche  zur  Bestimmung  Ton  a  dient 

Ftir  den   Fall,    dass  man  nur  eine  materielle  Linie  im  4^ugei' 
hat,  kann  ITlt  7)  und  8)  R  nicht  gleich  Null  sein,   weil  die  Linie 
in  diesem  Falle  die  wirklich   mathematische  Linie  wäre.     Allein 
(fR^Tt  ist  gleich  der  Masse  der  Lfingeneinheit,    die  wir  liir  die 
materielle  Linie  =:  m  setzen. 

Hingegen  muss  in  9)  wirklich  A=:0'sein,  weit  aneh  bei  der 
materiellen  Linie  R-  gegen  /  verschwindet.  8o  haben  wir  also 
för  die  miterlelle  Linie,  wenn  wir  deren  LUnge  ^sif  setzen:  ^ 


10) 

«») 

12) 


u=^nn^t(E — o^' cos  ff), 
3^cosa^3£tf*Birfa  -f  2/'  tf*sinocoi^=:::0. 


*  Betrachten  wir  aber  den  Fall ,  wo  es  sich  qm  einen  auf  einer 
steifen  mathematischen  Linie  sitzenden  Atom  m  handelt,  so  ha- 
ben wir  bloss  nuthig,  die  zwei  rechten  Seifen  tou  10)  und  11) 
in  Beziehung  auf  V  zu  differentiiren ,  und  dl'  mit  m  sich  ver- 
schmelzen  zu  lassen;  hingegen  12),    welche  bereits  mit  /'^-weg- 
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dividirt  worden  iai,  wieder  mit  f*  zu  multipliciffen ,  tmA  hierauf 
ebenfalls  in  BeziehuDs  auf  /'  zu  differentiiren.  Auf  solche  Welse 
haben  wir,  wenn  die  Llinge  der. steifen  Geraden  =?:/''  ist; 

13)  ^     ti=wis*(E^rcosa),    . 

14)  .  ft>=zmg, 

16)  ^rcosa— i-iSs^sin«  +  /"»^sina  C03a=0  • 

Die  aus  u  und  w  [13)  und  14)]  zusanimengesetzte  Resultante 
niuss  mit  der  Ai^e  x  de^  Winkel  «  machen.  In  der  That«  setzt 
Alan  ' 

so  entwickelt  sich  hieraus  15).  Diese  Bemerkung  iHsst  dch  'we- 
der für  die  zylindrische  Stange,  noch  für  die  materielle  Linie 
machen ,  denn  dort  würde  jeder  Atom  für  sich  eine  andere  Gleich- 
gewichts -  Lage  annehmen.  Jeder  Atom  stört,  wegen  des  festen 
Zusammenhanges,  den  ändern,  und  die  Gesammtwirkung  ist>  dass 
die  Axe  GH  eben  den,  durch  9)  oder  12)  bestimmten  Winkfei  u- 
mit  der  Axe  x  macht  Diess  zeigt  sich,  wenn  man  /  oder  ^-etwa 
um  dl  oder  dV  wachsen  Ulsst,  und  dabei  zusieht,  ob  dadurch  auch 
o  einen  Zuwachs  erleidet.  Differentiiren  wir  daher  9)  und  12)  in 
Beziehung  auf  a,  /  und  V^  so  haben  wir,  wenn  noch  respecliTe 
9)  und  12)  selbst  mit  den  entstandepen  Differentialgleicnungen  ^ 
verbunden  wird: 

—  //_^    sina^cos«' (4/*  +  ZB^) 
et«  -  «/^  ß^  •    ^  cos«»  +  JBir«8in«» 

und 

.2»*  sina^cosce* 


dvt—  dt 


.  3     ^cosa'  +  £«*sifna* ' 


Diese  Gleichungen  liefern  nur  dann  daz=0,  wenn  entweder 
sina=?0  oder  cosa=0.  Allein  9)  und  12)  kennen  unmöglich  diese 
Werthegeben,  wenn  nicht  einer  der  Werthe  ^,  /,  £,a  der  Null  gleich  ist. 
£s  erteidet  demnach  a  für  jeden  Werth  a,  den  die  Gieiehongeo 
9)  und  12)  darbieten,  einen  Zuwachs,  wofern  /  oder  /'  einen  sol* 
chen  erfahren. 

jSehen  wir  jetzt  jsu,  unter  welchen  Bedingungen  unsere  drei 
Fälle  gleiche  Neigungswinkel  ly  liefern.  Dividiren  wir  9)  mit  6/ 
und  Iz)  mit  3,  und  vergleichen  hierauf  die  entstandenen  uleichun- 
gen  mit  15) ,  so  geben  v) ,  12)  und  15)  denselben  Winkel  a,  wenn 
man  hat: 


4/»^3/?a     9        im 

16)     -     ^=— 6r-=i^-fT 


und 


17)  i"=p'' 

% 

Da  Dan  f  sich  kleiner  ausweist  als  /  ood  al»  /%  so  folgt  daraus, 
dass  sich  sowohl  in  der  Axe  der  cviindrischeo  Stange,  als  auch 
ia  der  materieilen  Linie  ein  Punkt  befindet,  der  von  der  Wirkung, 
der  übrigen  Atome  des  Systems,  keine  Störung  erleidet,  und  man 
.  konnte  ihn,  in  fieziehune  auf  dieses  System,  den  Rotations  -  Mit- 
telpunkt nennen.  Seine  Entfernung  vom  Punkte  G  wird  durch  die 
Gleichungen   16)  und  17)  angegeben. 

•  I 

Stellen  wir  nun  eine  Untersuchung  an  Aber  die  Anaabi  des 
Gleichgewiebttila&eli»  .iso  kst  Vorerst  zu. bemerken,  dass  man  den 
Gleichungen  9),  i2)  und  15)  folgende  Form  zu  geben  iui  Stande  ist: 

18)  p'^qtga  +  a\na=iO. 

vDa  nnn 

j  tg« 

^    .  sintt=    ^  ^      -L'^ 

V^l  +  tg«»^ 
so  entwickelt  siqh  die  Gfeichung:  ^ 

Diese  Gleichung  kann  hocbstens  vier  WerthcT-  ftir  ^a  liefern, 
und  da  jeder  WerUi.  von  tgtf  zwei  Wertbe  fär  a  darbietet,  so 
scheinen  sich,  acht  Gleichgewichtslagen  herauszustellen.  Diese 
Verdopplung  rfihrt  jedoch  von  der  Quadratur  der  Gleidiaog  18) 
her,  und  wenn  man  die  vier  Werthe  fär  tga  oder  die  ^cht  Werthe 
fSr  a  aufgefunden  hat,  wird  man  sie  jedesmal  noch  vermittelst 
der  Gleichung  18)  prfifen,  wodurch  sich  vier  als  unbrauchbar  zei- 
gen werden.  Jedoch  gibt  die  Gleichung  des  vierten  Grades  für 
tgtt  nicht  unbedingt  vier  Werthe ,  sie  kann  auch  weoiger  liefem, 
und  wir  konnten  nun  aus  derselben  die  Bedingungen  aufsucheor 
ntiler  di»nen  nur  drei»  zwei  und  vielleicht  auch  nur  eine  o<ler  gar  keine 
Gleichgewichtslage  existiren  würde.  -*  Alles  dieses  ergibt  sich 
jedoch  vollständiger  und  weit  einfacher  ans  der  unmittelbaren  Be- 
trachtung der  Gleichung  18).  Zu  diesem  Behufe  setzen  wir  die 
vordere  Seite  dieser  Gleichung  2=  w  und  unterscheiden  aber  die 
vier  F&lle,  in  denen  a  einen  Winkel  im  Umfang  des  ersten,  zwei« 
ten,  dritten  und  vierten  Quadranten  bezeichnet.  Wfr  erbalten 
somit:  4 

fflr  den  Isten  Quadranten  u  =  p — ^tga-|-sina, 

2ten  „            M=/?  h  ^tga  -f  sin«, 

3ten  „        -  u^=p  —  iy tga  — sin«, 

4ten  „           «=11  +  y  tga  — sin  o.. 


T9  93 

»9  9t 

99  J> 


Indem  wir    uns    nun  a  von  a:=0  bis  a=2;r   wachsend  denken. 
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Meilen  wir  u  für  jeden  Quadranten  in  dessen  Grenzen  dar,  und 
bezeichnen  diese  Grenzwerthe  durch 

Es  f  rgibt  sich  nun  für  den  ersten  Quadranten : 

« 

Es  geht  demnach  »•  im  ersten  Quadranten  durch  Null  und  zwar 
nur  einmah  denn  sobald  qtfti  Grosser  gewoiden  ist  als  p  +  sina, 
frächst  dasselbe  fmrtwährend  und  sehr  rasch  bis  aul^/  ^ 

Für  den  zweiten  Quadranten  ist: 

Also  geht  u  in  diesem  Quadranten  nicht  durch  Null,  weil  es  auch  im 
Zwischenraum  nie  negativ  wird. 

F6r  den  dritten  Quadranten  Ist;  « 

t£|;r= — 'OD.    - 

Demnach  geht  hier  n  durch  Null,  und  zwar,  wie  im  ersten  Qua- 
dranten, nur  einmal. 

EndliGb  ist  ffir  den  vierten  Quadranten: 


ti^n=^p 


i 

s 


Allein  hier  Ist  keine  absolute  Unmöglichkeit,  dass  imi  Zwlsoheo» 
räum  u  nicht  negativ  wflrde.  Um  diese  Frage  zu  entscheiden, 
suchen  wir  (ffir  den  4ten  Quadranten)  das  llfoximum  und  Mini* 
mum  von  u  auf.    Wir  haben: 

woraus 

* 

cosa=^. 

Soll  ein  Max.  Min.  ^tettfinden,  so  muss  demnach  nothwendig 
^<1  sein.    Setzt  man  aber  den  Werth  costt==^Mn  ?i,   so  folgt: 


s  > 

bt  Bin  dUe  Grßflm  p^(l  -^^H^  pontiv ,  #»  gebt  «  nackt  dansh 
Null;  iat  es  aJber  negativ^  so  liefert  4ie  .^etckmig  18)  zwei  ueoe 
Werthe  für  m,  Mbti  avch  fticki  «lehr  «b  «rei ,  weil  , 

nur  Eiden  Wertb  haben  kann,    tat  aber 

SO  zeigt  ,41^58  nur  Eiiiep  weitem  Wertb  für  a  an/  Fassen  wir  c)as 
Resultat  den:  ganzen  Uittersuchung  zusammen,  so  haben  wir: 

a)  dero^vst«  Quadrant  entb&lt  unbedingt  eine  dlelch- 

•  •  gewiebts4ag6') 

b)  de.r  zWeite  gar  keine; 

c)  der  dritte  unbedingt  ei^ne;    . 

d)  der  vierte  eine»  wenn  p^=(l^f1)'  und  zugleich  9<1; 

„       „       zwei,  wenn />*<(l—5rl)«   „,         „"       y<l; 

)i        n       keine,   wenn  p*>(l~f*)'>  obschon   auch 
wäre  7<1; 

jedenfalls  gar  keine»  wenn  9>1. 


>»  M 


EmetaeB  wir  p  und  q  daroh  ihre  Werthe»  so  verwandeb  sich 
die  Bedingungen 

|i»<s>(1^9l)S  und  qOl 

filr  die  Gleicliung  .       ^ 

9)    in  Sßg^P  < =>ir4[(4P-3Äa)l  -  (6£/)q  und  6£/<  >4/»-ii2«; 

'  12)    in  V<=>««[(2/0^  — (3£)ip  und  3JB<>2/'; 

15)    in.^«<=>.*[n~fJJ»  und  £<>r. 

Was  die  wirkliehe  Aufsuchung  der  Werthe  von  a  betriflt»  so 
dient  die  seitherige  Betrachtung  sehr  zur  Erleichterung»  uuif  es 
ist  vortheilhafter»  sich»  statt  der  Gleiclmog  des  vierten  .Grades 
zwischen  tga»  der  Gleichung  18)  zu  bedienen.  Da  man  weiss»  in 
wefcheii  Quadranten  diese  Werthe  zo  sacben^sind»  wird  man  liald 
einen  o^  haben»  welcher  der  18)  beinahe  genügt.  «Uiemuf^wird 
man  denselben  verbessern  .vermittelst  des  Werthes 


/p — otgtt^sino'X 

A=:C0Sa*l^    ■  ^  ^    ■      ,y J. 

V      q — cos«'*       / 


1 

Für  die  Aufsuchung  der  Werthe   dies  vierten  Quadranten  ist 
es»  wofern  sl^  leiisliren  und  wofern 

ii=:p-(l-yi)l 


N 
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siemlicb  klein  ist,  immer  vortbeilbaft,  al»  erstell  Nähenmgsivetfth 
0080.':=:  «4  ZU  nebmeii.    Denkt  man  sieb  bieraaf  fdr  o'.  ebien  Zn- 
swachs,  h,   so   wird   man   nucb    den   TajrWsdiea   Lebrsata  di« 
Gleichung 

;>  -  5ig(«'+Ä)+sin(«'+A)=0 

nach  Potenzen  von  h  eutwickeln ,  und  sunfichst  erbalten :  - 

,, -  ytg«'  +  «in«' + A(cog«'--^Jjpi)-  ^(^jJ^tT  +») sl» «'=0, 

weno  man  sich  mit  der  zw^itep  Poteoz  von  .k  begagg^u  witL 
Hier  ist  aber  der  Coeflicient  von  h  gleich  Nmll»  «od  ersetzt  man 
coso^'  durch  q,  so  kommt  ^ 


Ä=±V 


3 


p-i*Ä< 


sincv' 


Der  eine  dieser  Werthe  bietet  die  Correctlon  (Hr  den  einen  uiid 
der  andere  für  deiu  anderen  Werth  von  af  dar..  Uebrip;ens  ist  man 
im  Stande,  die  Aufgabe  durch  Constractioii,  vermittelst  «ines 
Kreises  und  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  zu  lOseo. 

Denken  wir  uns  die  Länge  der  cylindriscben  Stange  oder  der 
materiellen  Linie  von  NuH  an  wachsend.,  so  «erden  die  End-  ^ 
punkte  aller  dieser  Längen,  das  System  stets  im  Gleicbcewicfat 
gedacht,  eine  Curve  darstellen.  Das  Gleiche  wird  der  Fau  sein, 
wenn .  wir  statt  obiger  Endpunkte  die  Scbwiqgungsmittelpunkte 
nehmen.  Für  den  »Scbwinginigsmittelpunkt  gehen  aber  die  Glei- 
chungen ^)  und  t2)  in  15)  über  und  diese  ist  es,  welche  die  vofi 
allen  Scbwingunssmittelpunkten  beschriebene  Curve  darstellt,  in- 
dem r  als  Kamu8*Vector  angesehen  wird.  Gehen  wir  über  auf 
rechtwinklige  Coordinaten,  so  hab^n  wir  zu  setzen: 


'sina=^   und  coscx=w 


und  haben 


ga^ — Ea^  +  «»^y=0. 


Qeo  Coordinaten* Anfang  verlegen  wir  in  einen  andern  Paukt,  «md 
^tzen  zu  dem  Ende:  . 

wodurch  wir  erbajten: 

(ga  +  H^ab  -  öEa^)  +  (g  +  »»*)x  +  t^Ha  --  E)g  +  y^xg — 0. 
Setzen  wir  a^=:E  und 


n» 


b—S. 


SO  wird 


Eg 


welches  eine  gleichseitige  Hyperbel  anzeigt ,  deren  rechtwinklige 
('oordinaten  zugleich  ihre  Asymptoten  sind;  und  zwar  ist  die  eine 
Asymptote  die  Drehungsaxe*  RT,   wiihrend  die  andere  unterhalb 

und  parallel  jnit  GX  um  die  GiQsse  -^   liegt. 

Will  man  daher  diese  Aufgabe  durch  Constroction  losen,  mo 
wird  man  vor^srst  zwischen  den  angegebenen  Asymptoten  und  ver- 

mittelst  der  Gleichung  yx^=^-^    eine    H}7>eFbel    construiren   und 

hierauf  von  G  aus  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  beschreiben  mit 
dem  Halbmesser 

/";= g^ oder  /"=j/'. 

f  •  •     I 

Die  Punkte^  in  denen  der  Kreis  die  Hyperbelschneidet,  werden 
die  iGleicbgewlchtslagen  angeben.  —  Daraus  folgt  wieder«  dass 
es  nie  weniger  als  zwei,  und  nie  mehr  als  vier  lileich|^ew«L*hts- 
lagen  geben  Kann.  Auch  lassen  sich,  hier  noch  leicliter  die  übri'- 
gen  obigen  Folgerungen  entwickeln. 

Die  Frage  über  das  stabile  und  nicht  stabile  Gleichgewicht 
der  verschiedenen  Lagen  entscheidet  sich,  wenn  wir  die  Unter- 
suchung nur  für  d^i  Kotationsmittelpunkt  anstellen.  Ist  nun  die- 
ser Mittelpunkt,  den  wir  uns  um  einen  sehr  kleinen  Winkel  |  aus 
dem  Gi^icBgewicht  gerückt  denken,  der  Punkt  C»  so  wirkt  auf 
denselben  nach  der  Richtung  CL  die  Schwere  g  und  nach  der 
Richtung  FC  die  Centrifugal  kraft 

.».FC=i^«(E-/''cosft). 

'Zerlegen  wir  beide  KräHe  nach  der  Richttttiff  CB^  so  haben  wir 
fiir  die  :^uf  C  wirkende  Kraft   (nach  dieser  Richtung) 

gcosa  —  a^E — l^co8d)sma,  r^ 

Folglich  nach  den  Gesetzeii  der  Dynamik: 

/^'ci^j  +  ^  cos«  —  ä*  (£— /^cos«)  sin« = 0 , 

wo  das  Differential  in  Bexleliung  auf  die  Zoit  t  genommen  ist. 
Ist  nun  a'  der  fuf  das  Gleichgeivicht  gefundene  Winkel,  so  ha- 
ben wir 
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Wir  können  daher  die  obige  Gleichung  nach  Potenzen  von.  { 
entwickeln,  und  wenn  wir  annehmen,  dass  £  eine  sehr^  kleine 
Grosse  nie  liberschreitet,  alle  hohern  Potenzen  vefnachlSssigen. 
Auf  solche  Weise  haben  wir,  bedenkend  dass  nach  15) 

^cosa' — »*(£ -^  f  coB€if)Axkc^  =0, 

»  • 

V'd^l  +  i  [^'»*  (cos«'^  -  sine/«)  -  JEir«cosa^ — ^inft"]  s=0 ; 

a 

und,  wenn  wir  vermittelst  15)  Vh^  ellminiren  und 

ffco8c^^-f  £»^sinfl/?_   . 
""        Tsino'cos«'       ""^  ' 

setzeuv 

% 

wovon  das  Integral  ist: 

« 

1=  Csin  {iSTÄ)  +  <\  cos  (t  yfA) . 

Da  §  der  Voraussetzung  gemSss  sehr  klein  ist  und  bleibt,  so 
mfissen  es  auch  C  und  C^  sein.  Diese  Voraussetzung  rechtfer- 
tigt sich  nicht,  und  |  kanp*zu  einer  bedeutenden  Grosse  anwach- 
sen, d.  h.  das  Gleichgewicht  ist  nicht  stabil,  wenn  A  eine  nega- 
tive Grosse  repräsentirt,  weil  in  diesem  Falle  die  trigonometrischen 
Grossen  in  Exponentialgr5ssen  fibergehen.' 

Die  Gleichung 

.  ocosft'*-fJBÄ*siwa'* 

r'sina'cosa' 

zeigt  aber  ftlr  den  ersten 'Quadranten  eine  negative  Gt^^sse,  folg- 
Ken  ist  hier  keine  Stabilität  anzutreffen.  Hingegen  ist  A  fflr  den 
dritten  Quadranten  positiv,  woselbst  ^so  eine  stabile  Lage  ist. 
Im  vierten  Quadranten  aber  hat  man 

A     Ä'cosa''  — £ir*8ina" 

^j  ]^**"  "  *  I   *  * '    '        — ■*  ■ « 

r^sincv^cosa' 
Stabilität  ist  demnach  i^prhanden,  wenn 

Verwandeln  wir  nun  15)  in 


Ä+*s«'-^vf.«^-o 
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und  eliminiren  aus  dieaer  und  aus 


^«'•tj^<0 


\      1 


die  igti',  80  führt  uns  diess  auf 

f 

und  gerade  diess  ist  die  Bedingung,  unter- welcher' für  den  vierten 
Quadranten  zwei  Gleicheewichtslagen  existiren.  Daraus  folgt«  dass 
beide  dieser  Lagen   stabil  stnA 

Da  Bim  die  oben  davgestellte  Hyperbel  Ihre  convezo  Seite 
der  Ümdrehungsaxe  zuwendet,  so  folgt  daraus,  dass  sich  die 
untem.  TheMt  itt  rofit^AileA  Staag»  vo»  ikreT  eigeneo  Gleich- 
gewichtslage so  entfernt  haben,  dass  sie  von  der  Axe  abgewen- 
det sind,'  Da  ferner  z.*B.  ini  ersten  Quadranten  kein  stabiles 
Gleichgewicht  «tlKtt  fiadet»  #o  tebeo.  je»e  Tb^ile  das  Bestreben, 
eich  von  der  Axe  noch  mehr  zu  entfernen,  woraus  sich  das  eigen-, 
thümliche  Gemhl  erklärt,  das  die  Kunstreiter  in  ihren  Füssen  ha- J 
ben ,  deren  Muskeln  von  einer  Kraft  nach  Aussen  gezogen  werden. 
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Klementare  HarsteUuns  ^cr  wlehtf^- 
iMen  Eil|ir<»scliafiteii  der  ^emeiiien  , 

dydoide. 

(Reotification  und  Qäeriratar  derselben). 

Herrn  Plrofessor  Dr.  Scfaulz-S^trasznitzki 

am  k.  k.  polytedinUclien  Institut  so  Wien. 


Denken  wir  uns  in  Taf.  III.  Fig.  9.  das  regelmfissige  Zwulfeck 
OABCDEF^k^lQ^  O  auf  der  Geraden  OQ^  sevrfilzt,  so  dass  die 
Punkte  2,  3,  4,  5,  F  nach  und  nach  in  die  Lage  Q^Q^^^Q^  Q^ 
kommen.  Betrachten  wir  während  dieser  Bewegung  die  aufein- 
,  anderfolgenden  Oerter,  die  der  Punkt  O  einnimmt,  nemlich  die 
Punkte  MtM^M^Mxl^^^  verhinden  wir  diese  Punkte  durch  die  Ge-> 
raden  OMi,  Mtln^f  M^^M^  u.  s.  w.,  denken  wir  uns  zligleich 
ein  zweites  regelmässigem  Zwölfeck  congrueiit  ipit  ersterm,  nem- 
lich OQtNiJ,  denken  wir  uns  diese^  auf  der  Geraden  JN^  \\  OQ» 
fortgewälzt,  so  wird  bei  dieser  Bewegung  der  Punkt  iV^  nach  und 
nach  in  die  Lagen iV2Z^jy4/Vi|  kommen;  denken  wir  uns  auch  diese 
Punkte  durch  gerade  Linien  verbunden.  Wenn  wir  uns  statt  die« 
ser  Zwolfecke  zwei  24Ccke,  48Ecke,  06Ecke  u.  s.  w.  denken,  so 
wird  sowohl  die  {gebrochene  Linie  OMiM^M^I^^JUf^  als  die 
ONi^^N^JV^N^  sich  immer  mehr  und  mehr  der  Cycloide  nähern. 
Bezeicnnen  wir  n|in  die  Seite  des  ZwOlfecks  durch  si ;  die  Sehne 
2    ,      „    .         ,   .        ^    ^..   ,      ,  ,.     ^  .  3 


vonT»  des  Kreises  d.  i.  z.  B.  BO  durch  s^;  die  Sehne  von 
des  Kreises  z.  B.  CO  durch  ^3  u.  s.  w. ;  so  hat  qian : 


12 
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Jf jJVb=  2^  J  /tf4Ai  ==  »4  +  4,  . 

Es  steht  sich  nun  leicht  ein,  dass,  je  mehr  Seiten ~ das  sich 
wälzende  Vieleck  hat^  um  so  mehr  nähern  sich  ON^  und  MiNi; 
MtN^  und  ^iV^;  JU%N^  und  M^^^  "•  s.  w.,  woraus  ¥on  selbst 
folgt  9  dass  (fie  Krämmunffsmittelpunkte  der  oberen  Gycloide  eine 
▼erkebrt  stehende  unlere  Cyclolde  bilden,  dass  ferner  die  KrQm* 
muDgshalbiDesser  der  oberu  Tangenten  der  untern  sind. 

Es  lässt  sich  ferner  leicht  zeigen,  dass  die  Figur 
OJiV.i^iV.iV^iV.  O  mit  M.Q^OHS.M^M^M^M^  und  eben  so 
OQjS^Jt^N^N^O  mit  M^EOJfiiM^M^M^M^  congruent  ist. 

,  Da  nun   Oöi=/10=*i,     Q^Nx=^ABz=z$^,    ONi=BO=s^ 

ist;  80  folgt  ^OQiNi^^ABO; 

Q^Q^zzBC,   0«iVi=ÄO;    QiN^=:CO;     A0iÖfA^2^ AÄOC 

Q^Q^=DE,  Q^N^=DO;  Q^N^=zEO;     ^Q^Q^^r^^^DOE 
Q^Q^^EF,   Q^N^=EO;    Q^N^:=FO;     ^Q^QiN^^^EOF. 

Die  Addition  der  letzten  Gleichungen  giebt: 

OQiNf,NJSf9Df^NiO=OABCDEF=hsL\bem  Polygone.' 

Da  nun  diese  Betrachtungen  gelten,  das  Polygon  mag' noch 
so  viele  Seiten  haben ,  so  gelten  sie  auch  fär  den  Kreis.  Wird  also 
ON^  eine  Cycloide^  so  ist  OQ^iV^  gleich  dem  halben  Erzeugungs- 
kreise, dann  wird  OQ5  gleich  dem  halben  .Umfang  des  Erzeu- 
gungskreises,  mit  dem   0^0^    unendlich   klein  wird,    daher  das 

Rechteck  Ot/Q5iV5=2facheni  Erzeugungskreise,   daher  OJN^^z, 
des  Erzeugungskreises. 

Wir  haben  ferner: 

^;^i=©.^i-Q.2v,  =«4-*, 

iV,iV4=e,A4~Ö,iV,  =«4-*, 

^4^4 = e4^»  -  Ö4^i  =*•-»• 


OiVi  +2ViiV;+iV;iiV3+iViiV4+A'4iV;=44+,4-<, 


daher. 


d»  h.  die  'gebrochene.  Linie  ON^^OF-\-  OE--AOt=  Durchmes- 
ser des  umschriebenen,  mehr  Durchmesser  des  eingeschriebenen 
Kreises,  weniger  einer  Seite  des  Vielecks.  Da  nun  diese  Be- 
trachtungen geltet^,  (das  Vieleck  mag  Seiten  haben  in  was  immer 
fOr  einer  ^^zahl,  so  gilt  das  Vorhergehende  auch  flQr  den  Kreis. 
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Hier  werden  aber  Durchmesser  des  eingeschriebenen  und  des 
umgeschriebenen  Kreises  einander  gleich,  und  die  Seite  ver^ 
schwindend  klein,  daher  die  Länge  von  OiVj  oder  die  halbe  Cy- 
cloide  ==  doppellero  Durchmesser  =  4racfaera  Halbmesser  des  Er- 
zeugungskreises. 

Ich  glaube  das  Vorhergehende  kann  mit  als  Beweis  dienen, 
dass  so  viele  Wahrheiten  der  hnherfi  Mathematik  auf  entspre- 
chende Art  einem  grosseren  Publikum  zngftngflieh  gemacht  wer- 
den können.  Die  Anforderungen  det  Gegenwart  an  die  Lehrer 
der  Mathematik  an  technischen  Anstalten  geben  derlei  üntersu- 
chnni;en  einen  Werth. 


Uelber  die  Transformutton  rechtwink- 
liger Coordlnaten  im  Baume» 

Von 

Herrn  R.  Wolf, 

Lehrer  der  Mathematik   xa   Bern. 


Bekanntlich  isi  die  Transformation  rechtwinkliger  Coordina- 
ten  im  Räume  auf  andere  rechtwinklige  Coordinaten  desselben 
Anfangspunktes  von  vielfacher  Anwendung^,  und  die  entsprechen- 
den Formeln  finden  daher  in  .jedem  Werke  über  analytiscne  Geo- 
metrie mit  drei  Dimensionen  ihre  Ableitung.  FOr  denjenigen  Fall» 
wo  der  Winkel  der  Ebenen  JfFund  die  Winkel  der  Azea  Xmit 
ihrer  Knotenlinie  in  die  Rechnung  eingeführt  werden  sollen,  wer- 
den dabei  entweder  die  Beziehungen  am  Raumdreieckf  zu  Hülfe 
gerufefo,  oder  dann  wird  das  eine  Coordinatensystem  durch  ter« 
schiißdene  aufeinander  folgende  Drehun^n  um  die  Axen  nach  und 
nach  in  das  andere  Coordinatensystem  übergeführt.  Die  folgende 
Ableitung  scheint  mir  beiden  angeführten  Weisen  und  nameuttich 
der  am  häufigsten  angewandten  zweiten  AbleitungBinethode  ihrer 
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•  / 

\ 

fproBsem  Cebersichtlichkeit  wegen  TorzuziebeD.  Ans  Taf«  IV. 
Fig.  1.«  welche  'wohl  keiner  weitem  Erläuterung  bedflrfeD  wird, 
lassen  sich  nomittelbar  die  Beziehungen 


i's^Cosd-f.fSind, 
ti  szx  CosV'-f  ^Sini/; , 


y'sszu  Sin^ — t  Cosqt 
/    t  =z8ine  —sCoad 
s  szyCos'^ — ^Sin^ 


abschreiben,  und  aus  diesen  folgen  durch  Elimination  von  $,  t,  u 
sofort  die  verlangten  Transformationsformeln: 

;     a/ = (Cosg>  Cos*^  +  Sin^  Sin-^^  Cos0)  je 

^     -f  (Sin^Cos9>-CosiffSf«^Ges^)y-hSiD^SiD9\ 

jf'  ^=  (Cosi^Siagp — Sm%f  Cos^p  CqbO)  x 

-f  (SinigpSiQ^ -|- Cosqp  Cqs^Cos^)  j^— SindCos^.  2:, 
z'  5= — Sin^  Sine .  x  +  Cds^  Sind .  y  +  Cosö .  i ; 

—  I  •  ^^ 

\ 

aus  denen  akh  fh^Vs  nsanittelter,  Ibetts  durch  VergMdmng  mit 
den  aus  der  Projectionslehre  hervorgehenden,  die  neun  Winkel  der 
Axen  enthaltenden  Transformationsformeln ,  die  bekannten  Bedeu- 
tungen und  Eigenschaften  der  nenn  Coöffizi^nten  auf  die  leichteste 
Weise  ergeben. 
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Heber  die  Relation  zwischen  den  nenn 

Cosinus,  flurcli  welelie  die  ^egrenseHlffe 

üa^e  zweier  reciitwinlfcHger  Coordi- 

nuten-lSystenie  Ibestiinnit  wird. 

• 

Von 

Herrn  iL.  S^chläfli, 

Privatdocenten  der  Mathematik  zu  Bern. 


Wenn  wir  die  Goordinaten  eines  beliebigen  Punktes  P  in  Be- 
ziehung auf  das  erste  System  mit  x^  y,  i  und  in  Beziehung  auf 
das  zweite  mit  x\  y*  ^  i'  bezeichnen  und  yorerst  nur  die  Ebenen 
xy  und  x'y' y  deren  Durchschtiitt  oder  die  Knotenlinie  und  die 
Lage  der  positiven  Hälften  der  Axen  der  x  und  x*  in  der  An- 
schauung behalten ,  so  sehen  wir  sogleich  ein ,  dass  die  Lage  des 
zweiten  Systems  gegen  das  erste  durch  drei  Grössen  vollstän- 
dig bestimmt  wird.  Diese  sind  1^.  der  Winkel  zwischen  der  Axe 
der  X  und  der  Linie  des  aufsteigenden  Knotens  oder  die  Länge 
des  aufsteigenden  Knotens  in  der  Ebene  xy\  2^.  die  Neigung  der 
Ebene  x'y*  gegen  die '  Ebene  xy ;  3®.  der  Winkel  zwischen  der 
Knotenlinie  und  der  Axe  der  x*.  Mittelst  dieser  drei'  Grossen 
klinnen  die  Cosinus  der  neun  Winkef,  unter  denen  die  Axen  des 
zweiten  Systems  gegen  diejenigen  des  ersten  geneigt  sind,  trigo- 
nometrisch angegeben  werden;  und  ans  diesen  trigonometrischen 
Ausdrücken  ergeben  sich  sodann  durch  einfache  Rechnung  die 
bekannten  21  Relationen  zwischen  den  neun  Cosinus.  Mein  Freund, 
Herr  Wolf,  der  bei  seinem  Verfahren  der  Transformation  der 
Coordiuaten  diesen  Weg  eingeschlagen  hat  und  ohne  successiver 
Operationen  zu  bedürfen  an  einer  einzigen  Figur  alle  drei  Trans- 
forroationsformeln  nachweist,  bat  mir  nun  durch  Mittheilung  seiner 
Methode  Veranlassung  gegeben,  denselben  Gegenstand  auch  von 
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4er  rein  analytiaebeo  Seite,  wo  er  mit  der  Theorie  der  Eiiniina- 
tion  bei  linearen  GleicbuDgen  im  Zuaamm^nbange^stelit«  darza«* 
stellen. 

Wenn  närolicb  die  triironometriscbe  Behandlung  den  Vortheil 
gewährt»  dass  bei  derselben .  gerade  nar  so  viele'  Grossen  'ge- 
Draucht  werden  als  ,die  Natur  des  Gegenstandes  erfordert»  so 
thut  sie  dieses  nur  auf  Kosten  der  Symmetrie,  insofern  es  ihr 
nicht  gelinet,  drei  unter'  sich  unabhängige  Grossen  aufzuflnden, 
durch  welche  die  oft  erwähnten  neun  Cosinus  sich  sämmtlich  ^auf 
ffleichmässige  Weise  ausdrucken  liessen.  ^Vm  diesen  Cebelstand' 
fühlbar  zu  machen,  brauche  ich  nur  darauf  hinzuweisen,  dass  die 
Axen  der  z  und  z'  anders  als  die  übrigen  Axen  behandelt  wer- 
den. Will  man  dagegen  die  Symmetrie  nicht  verlieren,  so  muss 
man  es  aufgeben,  m  (len  Formeln  die  drei  unabhängigen  Grössen 
•xplidte  vor  sich  zu  haben. 

Ich  setze  folgende  zwei  Sätze   als  bekannt  voraus: 

1^.  ^enn  a^  h,  c  die  Cosinus  der  drei  Winkel  sind,  welche 
irgend  eine  Gerade  mit  den  drei  Coordinatenaxen  bildet,  so  ist 

^,  Wenn  zwei  Gerade  mit  den  Coordinatenaxen  resp.-^  Win- 
kel bilden,  deren  Cosinus  a,  6,  c;  a^  //,  c'  sind,  so  ist  der  Co; 
sinus  des  von  beiden  Geraden  eingeschlossenen  Winkels 

.  Nun  seien  a,  b,  c  die  Cosinus  der  drei  Wiokel,  welche  die 
Axe  der  x*  mit«  den  Axen  der^^,  y,  z  bildet,  und  ebenso  seien 
die  Richtungen  der  Axen  der  v',  z'  in  Beziehung  auf  die  Axen 
des  ersten  l^stems  durch  die  Cosinus  a\  b' ,  c*;  a"  ^  6",  c"  be* 
stimmt,  so  aass  man  durch  Projection  der  aus  den  neuen  Coor- 
dinaten  o:',  y,  z'  zusammengesetzten  gebrochenen  Linie  auf  die 
drei  ursprünglichen  Coordinatenaxen  die  Transformationsformeln 


z=car'-fcy +  £?"«' 


(1) 


erhält.    Vermöge  des  existen  vorhin  angeführten  Sa{zes  hat  man 
dann  die  drei  Gleichungen 

a'«  +  6'«+c'«r=l,[     (2) 


/  *)  Von  eheq  so  häufiger  Anwendung  aU  dicte  beiden  Sätze  ist  die- 
ser dritte:  Wenn  X^  p,  S;  X*,  p*,  »'  die  Projectiönen  zweier  l>egränzten 
Gerden  sind,  so  sind  yV-^'»,  »a?'  — Var,  xp'-^X'p  die  Projeclionen 
des  von  denselben  gebildeten  Parallelugtamms  auf  die  drei  Coordiaatcn- 
ebenoB. 
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nnA  vetnAge  des  zweiten;   da  die  drei  Azeo  der  x',  y',  s' 
rechtwiaklig  sehtielden  sollen» 

a"a  +6"6+c"c=0,  {     (3) 
^    aa'   +66'  +  ce'  =^0; 


also  Im  Ganzen  6  Bedlnenngsgleicbiingen  zwischen  9  Grössen. 
Wenn  nun  keine  dieser  d  ^^leichnngen  eine  nothwendige  Folge 
der  fibrigen  ist,  so  bleiben  nur  drei  unabbän^ge  Grossen»  und 
sechs  von  den  neun  Cosinus  sind  Jeweilen  durch  die  drei  .fibrlgen 
bestimmt.  ^ 

Da  das  erste  Coordinatensystem  ebenso  auf  das  zweite  be* 
zogen  werden  kann»  wie  dieses  auf  jenes,  so  ist  klar,  dasA  die 
angefahrten  6  Bedineongsgleicbungen  noch  die  6  folgenden  zur 
nothwendigen  Folge  nahen  müssen : 


a«+a'«+a"«=l,  etc. 


6c+6V+6"c"=0,  etc. 


Es  entsteht  daher  die  Aufgabe,  dieses,  was  geometrisch  a  priori 
eingesehen  wird ,  noch  analytisch  nachzuweisen. 


Wenn  hnan  -die  drei  Gleichungen  (1)  der  Reihe  nach  mit  a, 
6,  e  mnliinlieirt  mid  addirt,  so  ergiebt  sich  unter  Berdcksichti- 
gung  der  Relationen  (2)  und  (3) 

jt':^aar+bg  +  €z^  etc. 

Durch  das  gewöhnliche  EllminationsTerikbren  ergiebt  sich 

6V'— 6"c'     ,&a"^e"a'    .a'6"  — o"6' 
«'= T ar+ A-^— y+ X *'  •*«• 


wo 


^  =  a6  V  +  o'6"c  +  a"b&  ^  a6' V — af  bc"  -  a"6'c 

die  unter  dem  Namen  der  Determinante  bekannte  Function  der 
neun  Cosinus  a,  6,  e»  er'  etc.  ist,  welche  die  Eigenschaft  hat, 
durch  jede  Permutation  zweier  Buchstaben  (oder  auch  zweier 
Accente)  in  ihren  entgegengesetzten  Werth  fiberzugehen.  Man 
hat  also 

6"c  -  6c"  =  a'A»  c"«  -co"=6'A,  a"6  — a6"=c'A.  [   (4) 
6c'  -  6'c  =  a" A»   ca'  -da=  6"A »  «*'—  «'6  =  c"A  •  ' 

Qvadrirt  man  die  beiden  Seiten  jeder  in  der  ersten  Horisoiital- 
reihe  enthaltenen  Gleichung  und  addirt,  so  en^ebt  sich  mit  Rück* 
sieht  auf  die  identische  Gleichung  '  ^ 
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v«nnuge  der  Relationen  (2)  und  (3) 

« 

1=A*  .  (5) 

Also  ist  *  entweder  4=^1  oder  A=-l.  Nimmt  man  an,  das 
zweite  Coordioatensystem  sei  so  beschaffen»  das&»  wenn  die  po- 
sitiven Axen  der  :r,  y  mit  den  positiven  Axen  der  a:,  y  resp. 
zur  Coincidenz  gebracht  werden,  dann  auch  die  positive  Axe  der 
t'  mit  der  positiven  Ax9  der  z  und  nicht  mit  der  negativen  zu- 
sammenfalle, so  dass  gleichzeitig  a  =  6i'  =  &'=l  wird,  während 
die  sechs  übrigen  Cosinus  verschwinden,  so  wird  ^=1. 

Wenn  wir  nun  die  in  der  ersten  Verticalreihe  (4)  enthaltenen 
Gleichungen  resp.  mit  a,  af,  a"  multipliciren  und  addiren,  so -be- 
kommen wir:  ^  =  (a*  +  a'*+a"*)4,  also 

fl*+a'»+a''«=l,  etc.  (6) 

Multipliciren  wir  dagegen  dieselben  Gleichungen  mit  6,  b*y  V*  und 
addiren,  «o  ergiebt  sich  0=(aÄ  +  a'6'  hii"6")A»  a*«o 

a6  +  a'ft'+ö"6^'==0,  etc.  (7) 

ilieiAit  sind  .diese  sechs  neuen  Relationen  (6)  und  (7)  als  tioth- 
wendige  Folge  der  ursprünglichen  (2)  und  (3)  nachgewiesen. 


Merkwürdiger  Weise  kommen,  unbeschadet  der  Symmetrie» 
drei  unäbhftngige  Grossen  ungezwungen  zum  Vorschein;  sobald 
man  die  Differentialieu  der. neun  Cosinus  a,  A,  c,  a\  etc.  be- 
trachtet 

Die  CUeichungep  (6)  und  (7)  differentiirt  geben 

iid!a+a'rfa'+a"rfa"=:0,  etc.^ 

adh + o^rfÄ' + af'di^^  —  (6da + ^da*  +  l^dc^') ,  etc. 

Man  darf  daher  setzen  ^ 

pdi^bdc\VddWdd*=--  (crfi+c'dÄ'  +  c"«»")  \ 
qdi=ieda't-c'da'^&'da"='-iade'\-4l'd&+a''d€'')  >    (8), 
rdt=adb  +  a'd6'+ aW'='— (Ma  +  b'da'+b''da")  ) 

wo  di  das  Zeitelement  und  p,  q,  r  die  drei  neu  eingeführten  Un- 
abhängigen beaseichnen.    Aus  den  drei  Gleichungen 
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ädu+  a'da*  +.a"rfa"=0, 
bda  +  b'daf  +  b"  da*'  =  ^Tdt, 
cda  +  &da'  +  &'da*'=:'gdt 

ergiebt  sich  durch  Elimination 

da        *     .       da  .,    da 

db 
ebeofio     57=«^ — cp,  etc.  )   (9) 


Denkt  man  sich  nun  einen  Punict  P,  der  seine  Lage  gegen 
das  zweite  Coordinatensysteni  nicht  ändert ,  fiir  den  also  x*,  ff",  if 
constant  bleiben,  während  dieses  zweite  Coordinatensysteni  selbst 
sich  beliebig  um  seinen  festen  Ursprung  herumdreht  und  dadurch 
seine  Lage  gegen  das  feststehende  erste  Coordinatensystem  fort* 
während  verändert,  und  betrachtet  dann  di6  momentane  Bewe- 
gung des  Punktes  P  In  Beziehung  auf  dieses  erste  Coordinaten- 
system, so  geben  die  differentiirten  Gleichungen  (i),  wenn  darin 
flir  da^  da*  etc.  obige  Ausdrücke  substituirt, werden: 

dw  dy  dz   '  .--.. 

Diese  Gleichungen  zeigen  1^,  dass  die  Gerade,  deren  Projectio* 
nen  auf  die  festen  Coordinaienaxen  c/j:,  dy^  dz  sind,  d.h.  das  vom 
Punkte  P  durchlaufene  Weselement,  auf  den  beiden  Geraden, 
deren  Projectionen  auf  diesefnen  festen  Axen  res^.pdt,  qdt,  rdi 
und  Xy  y,  z  sind,  senkrecht  steht  und  zwar  so,  dass  dte  Ricb- 
tungen  (j^di,  qdt,  rät),  {x,  y,  z\,  (dx,  dy,  dz)  In  der  Ordnung 
der  Axen,  x,  y,  z  aufeinander  folgen;  2^.  dass  aas  genannte  Weg- 
element an  Grösse  gleich  ist  dem  Parallelogramm,  welches  die 
Geraden  {pdt,  qdt,  rdf)  und  (x,  y,  z)  zu  Seiten  hat.  ^ 


Denken  wir  uns  nun  die  von  der  Lage  des  Punktes  P  uiiab- 
hängige  Gerade  (pdt,qdi,  rdt)  als  vom  Ursprung  ausgehend  und 
nehmen  dieselbe  als  Cfrundlinie  des  Parallelogramms  an,  so  ist 
dessen  H5he  zugleich  die  Entfernung  des  Punktes  P  von  der 
.  verlängerten  Geraden  (pdt,  qdt,  rdt).  Folglich  ist  das  v(«m  Punkt 
P  durchlaufene  Wegefemeot  P.  senkrecht  zu  der.  durch  P  und 
die  Gerade  (pdt,  qdt,  rdt)  gelegten  Ebene;  2^.  ist  dasselbe  an 
Grosse  gleich  dem  Producte  seiner  Entfernung  von  der  zuletzt 
genannten  Geraden  und  einer  von  der  Lage  ^s  Punktes  P  un«^ 
abhängigen  Grösse«  der  Grundlinie  (j)dt,  qdU  rdt)  jenes  Paralle- 
glogrammi.  D.  h.  diese  Grandtlnie  stellt  ihrer  Richtung  niacb  die 
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momentane  Drehnngsaxe  .und  ihrer  Gruiu^  nach  die  mo- 
mentane Drehuner  des  zweiten  Coordinatensystems  dar.  Die 
drei  in  obigen  Diiferentialgleiehungen  auftretenden  unabhän- 
gigen Grossen  p,  q,  r  zeigen  also»  ,als  Projeetionen  .einer 
vom  Ursprung  ausgehenden  Geraden  aufgefasst»  die  Rich- 
tung der  momentanen  Drehongsaxe  an,  w&hrend  die  zuletzt  ge- 
nannte Gerade  selbst  an  Grosse  der  momentanen  Winkel- 
geschwindigkeit gleich  ist.  In  Betreff  des  Sinns  dieser  letz- 
tem ist  zu  merken,  dass  wenn  p  positiv  ist  und  q,  r  verschwin- 
den»  so  dass  die  momentane  Drehungsaxe  mit  der  positiven  Axe 
der  or  zusammen  lallt«  dann  die  Drehung  von  der  Axe  der  y  gegen 
diejeni^^e  der  z  hin  erfolgt»  was  aus  den  Gleichungen  (10)  zu  er- 
sehen ist. 

(Man  ve^leiche  die  hier  am  Ende  gegebene  Darstellung  mit 
derjenigen  in  Foissons  Mechanik  Nr.  406  und  mit  Littrows 
Astronomie  III.  S.^6-90.).  ^ 


Veber  die Jftesf immiinir  toh  ^^'^^(ar)  unter 
einer  liestimmten  ToraussetKungr«  Be- 
weis des  Satzes  9  dass 

£(vo  +  tti  -f-  <^  "f  •••*  in  inf.).=  2uf^  -f-  ^Ui  + ....  in  Inf. 

Von  dem 

,  ^       _ 

Herrn  Doctor   J.   Dienger, 

Voritilnd  der  hohem  Burgerschule  so  Ettenheim« 


Sei  qp(jr)  eine  Funktion  von  x  so  beschaffen«  dass 

9j(a?  +  A)  =  9(ar),  (1) 

entweder  in  Folge  der  Form  der  Funktion   (pix),    oder  des  be- 
sondern Werthes  von  k,  so  iSsst  sich  die  Grosse 

2{ß)ip(x),  ' 
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worin  2J  das  Zeichen  der  endlichen  Integration  ist»    attsdrdcken, 
weiin  h  die  Differenz  bedeatet. 

Um   diesen   Ausdruclc   ableiten  zu  können,    WDÜen  wir  zuerst 
an  einige  andere  Sfitze  erinnern.    Man  findet  nämlich 

(g?  — a)(j? — a — A)  ....  (j?  —  c — rA) 
"^  1.2.3....(r  +  l)Ä'^+^ 

{x\h — gJCj?'— fl)....  {x — q— r-»-lA)      (j? — fl)(ar — q— A)...(x-— <i— rA) 

—  1.2....(r+l)A'^+i  "^  1.2...(r+l)A«'+» 

(a?— a)(a: — a — A) (a:— a— r— lA) 


1.2 rÄT 


also 


^(ar — o)(j? — g  —  A) (or  —  q— r — lA) 

^  1.2 rhF 


(j?-~q)(j?~q — A) {x — q—rA) 

"""""      i.2.....(r+l)A'^+i  ' 

Unter  Voraussetzung  der  Gleichung  (1)  ist: 

X — q  x-V-h — q     -       -.     X  —  q 

^-j-9(ar)  = j g)(ar+A) j— 9(«) 


(2) 


also  Ist 


^9<*)=c;)  +  'V^^(«).  (3) 


worin  Co  und  a  willkührlich  sind.    Hieraus  kann  man  leicht  wei 
ter  schliessen.    Es  Ist  nfimlich,  unter  der  Yoraussetzung  (I): 

I 

.  (o? — a)(a>-q— A) ......  (o: — q— rA^     ..        * 

^ 1.2......(n+l)A'+i '*<*) 


(üp — a)  (o:^ — q — A) (i— q— r— 1 A) 

>   1.2 rA' 


also 


_  (a?  — q)  (a: — q— A) (a? — q— r— 1A)     . . . 

^ 1.2 rAr ^W 

1.2 ^r+l)Ar+5 = 9>(*>-  W 

Wendet  pian  diesen  Satz  auf  (3)  an»  so  erhfilt  man: 


28a 


—  M  +  M) — J r OA* 9W- 


Hieraus  wieder: 


x...K.)=.c;+qq^tCi'-fn.     ' 


+- rrsp ''(*>' 


nod  allgenieiD: 


Z?(w)y(j-)=C«-i  +  CV-a  — j—  +  CW-8 i72J3 *" "" 


••% 


+  1^  O (m-l)A«-i 


+  ^ J.2l.>ii»A~ 9>(^).  (5) 

D«  a  sowohl^  alci  Qt  Q9.*.Ch*i  willlciibrlich  sind,  so  hat  man 
offenbar : 


2:(-)9(a:)-. :^ ].3.....fiiA"* ^^^ 

worin  a,  a^f  a^, Om.i  vulliii;  wilikOhrlicb  sind. 

Eine  Funktion ,  welche  der  Gleichung  (1)  genflgt,  ist  z    B. 


oder  allgetnwier 


Abo  ist 


3ff^  ^^3tX 

g)(a:)=ssin— T-  oder  cos-^ 


y(a:)=s^(sin— T-,  cos-j-). 


2?{«)  ^  (sin  — T-  9  cos  — T-) 


» 


/ 


(x—a){x — a-^) (ar— a— «i— lA  .  ,  ,   2nx  27tx. 


l.Z WIÄ""  ^  "*  Ä  A 
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Eine  Funktion^  die  der  Gleichang  (1)  genügt ,  ist  ferner 

q>(x)=^a\nx  oder  cosor, 

t 

allgemeiner 

q>(x):=zilf(a\na:,  coso:), 

fQr  A=2r9r,  worin  r  eine  ganze  Zahl  ist.    Demnach  hat  man,  für 
die  Differenz  2r9r:  '  • 


+  «0+«!^+;. +  a«-ia:"— S     (8)    (Ä=a^) 

U.   8.    t. 

Für  6*^1  ist  ebenfalls  e*  eine  solche  Funktion. 

Mit  Hülfe  der  vorstehenden  Resultate  kann  man  leicht  einen 
wichtigen  Satz  beweii^en.  Ist  nämlich  die  ins  Unendliche  fort- 
laufende Reihe  / 

konvergent,  so  ist 

£f(x)=£(ao+aia:i^a^'^+ ) =00-2:1+01  Zip +aa2?a*+ ......    (10) 

Man  braucht  offenbar  nur  zu  beweisen,  dass  die  Gleichung 

£(ao  +  aixi-....'^amit^)=zao£l  +  aiZx  + +  <i„2;ar*-,     (tl) 

die  fiSr  jedes  endliche  m  gilt,  auch  ßir  ein  ins  Unendliche  wach- 
sendes m  gilt. 

Es  ist  offenbar 

(12) 
'2?(flo+«i^+«-*'+am^K*+«iii+i^«J~+*  +  a«+ia:~+*+ ) 

wie  gross  auch  m  sei.    Kann  man  nun  beweisen,  dass,  unter  der 
Voraussetzung,  die  Reihe  (9)  sei  konvergent, 

-S(ö»+i«'*^*  +  Of«K^^i?rt*  +  ....  in  Inf.) 

sich  der  Null  unbegrftnzt  mit  wachsendem  m  nfihere,   so  ist  der 
Satz  bewiesen. 

N,un  ist,  für  ein  grosses  m,   weil  (I)  konvergent  ist, 

flm+ia!*+*+am+,ar'»+*+-..  in  inf.  c=^(a?)* 

kleiner,   als  jede  angebbare  Grosse.    Liegt  nun  x'+h  innerhalb 
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der  GrSnzen,    zwischen   denen  die  Reibe  (9)  konvergent  ist,  so 
wird  offenbar 

zu  setzen  sein.    Nach  Fonnel  (6)   erhält  man  aber   unter  dieser 
Voraussetzung : 


£i>(x)=^^i>(x), 


(13) 


wenn  man  die  willkAirlicbe  Konstante ^  die  ohnehin  in  (12)  znge- 
fllgt  wird  9  wegiftsst.  Da  aber  ^(x)  unbegränzt  sich  der  Null  nä- 
hert» so  folgt  aus  V  (13),  dass 

/      £rl,(x)r=:0  (14) 

sei  t  d.  h.  dass  unter  Voraussetzung  der  Konvergenz  der  Reihe  (9) 

£(ao+aiX  + in  inf.)=ao2?l+ai-S«+aa2:a:«+....  in  inf.  (15) 

Eben  so  beweist  .man  folgenden  allgemeinen  Satz : 

Sind  Uq,  tf|',  tf^,  Funktionen  von  x;  ist  Gerner  die  unend- 

liehe  Reihe 

X 

.  - 

»^9  Uly  Us, in  inf. 

konvergent   innerhalb  gewisser  Gränzen  fär  a:;    liegen  endlich  x 

sowohl  als  x-{-k  innerhalb  derselben  Grfinzen,  so  ist 

« 

^(uo+Ui+U2+ \nmQ=i£uo  +  £ui^Su^+..:..  in  Inf.    (16) 

Offenbar  hat  man/  unter  denselben  Voraussetzungen: 
X(«)  (u^+tii  +U9  + ...  in  inf.)  =  ^")tto  +  -S(«)iii  +  -SWu,  + ...  in  inf.  (17) 


m   " 
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s  • 


•  / 


AMeltnng  einiger  bestimmten  Doppel« 

lntein*ale4 

Vok  dem 

X 

H^rm  Doctor  J.  Dienger, 

toTMUmi  der  hohern  Bnrgentbvle  sa  EiCenlieiin. 


Hftile  tnao  io  Thail  XIL  Nr«  VI.  S-  1-  des  Archiv«  folgende 
Koordinaten  eingeführt: 


a;=:ra^co8a,  y^rbHinacosß ,  z=rc^  ama Binß; 


so  wäre 


y  (a*cos*«-f  fr*sln*«cos*/3  +  c*sin*asin*/J) 

,  A , 

"*"  V(a*cos«a  +.Ä*sin«a  cos«/?  +  c*sin*a sin«/?) ' 


Zugleich  ftnde  man  für  den  Kubikinhalt: 


n        n 


I  aH^i^f*r\^  dadßsma . 


Entwickelt  man  dieses  Resultat  und  vergleicht  es  mit  dem  dort 
gefundenen,  so  erh&lt  man: 
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n 

9 


/*/ 


7t_ 

2 


n       n 


ff 


[ 


(1) 


[[a«cos««+ 6Vin«aco8«/S  +  c«Äin*tt«inVJ  "1 

X  [«*co8«a  +  6*8in*«co8«/J  +  c*8iD^8in«/?]i       .1 


it 


a*  co8«a  +  6*8iDaaco8«i5  +  c^in««8in«/J] 
a«cos«a  +  6a8in«aco8«i3  +  cVm«a8in«j5]* 


2a6«c 


Vi«:^c« 


J 


worin  cosf=  — 

a 


Führt  mani^agegen  folgende  Koordinaten  ein: 
.T=r  8ina  V  1  --m*8in>i3,  y=rco8aco8jS,  2=r8in/5  Vi— ««  sin«a, 

so  ist: 


a6c 


Vl6*c«slnMl-»»*si«*W  +«*c«co8«aco6»/J+<i»Ä«8in»/J(l  -n  Vin»a)J 
nndiler  Kubikinhalt: 


+A 


7E 


8    /»»/»«  r»(  1  — »Vin*«  -  m*8in*P)  ^^^  - 
3./   J     Vr-^n*8in»«  Vl-m«8in^ 

0      o 


Hieraus  folgt  durch  Vergieichung : 
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'/•, 


Wir  vroUen  das  bestimmte  Integral 


•  1 


u 

o        o 


n       n 


(a«6«cos*9  +  n^cHitfltptöü'^'tp  +  ^»c%lnV  sm^-V^)"' 


worin  w  eine  ganze  positive  Zahl  ist^  zu  bestimmen  suchen. 
Setzt  man 

80  ist  das  obige  Integral 


ff 


o      o 

Zuerst  bestimmen  wir  nun 


1 


(«•cos^ + /3*sin  V)" 


/  <- 


•in . 


Man  findet  leicht,  dass 

2».i?»t,n=-..(^-|-^).  (6) 

Da  aber  bekanntlich 


»  I   « 


J    _iM      1 


«  * 


so  ergiebt  sich  aus  der  Formel  (6) : 


I.  - 


( I     I 


^♦-2  ■  2.4.6  L«»^/}  "*"  ^  +  a»|S»  +  «»/J»  J 


1» 
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Das  allgemeine  Gesetz  sch^t  za  seio: 


n  1  r     ^*     X      *^      I        ■  ^--i1  /6^ 


. ;' 


worin  0|,  03» ^itii— 1  gewisse  noch   zu  bestimmende  Koeinzien- 

ten  sind. 

Wendet  man   die  Fonnel  (5)  an  und  setzt: 

«4-1  • 

a|=(ai-l)«,, 

n-l-l  «        « 

«3  =  (2ll— 3)  «3  +  Ol  , 

ii4  =  (2«-5)a^+3i,  (7) 

ay=(2n— 7)fl7+5a5,  .  , 


so  erhält  man: 


»4-  «+i  «4-1 

Ä..   — -        ^       r     "^      J-      ^«        i        ■    «g'^^il 

^^*^-i'"2  •  2.4...2«  L««"+^/3'*'  ««"-^/J»"*"  •"  ^  ai5«"+Ü  ' 


;c 


i.  .• 


i!   i 


t!     I-X: 


was  die  Richtigkeit  der  Formel  (6)  beweist. 

Nun  ist  «1  =  1 9  also  aus  (7) : 

« 

Ol  :=  1 . 3  •  5 .7 ....  (^-—3)  • 

Femer  ist: 

a  1 

woraus  vermittelst  der  zweiten 'Gleichung  (7): 

•  .,  •  i    ••  •••  j    . 

^=l*.3.5....(2ii— 8).  (n-1). 
Fährt  man  so  fort,  so  wird  man  auf  <^  folgende  fieBetzgeföhrt: 

•    \    •     - 
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Dadarch  oan  ist  die  Bestimmiinff  des  vorgelegten  Integrals 
auf  die  BestimmuDg  von  Integralen  der  Form 


7t 


J     a««+J|3Wi""^  ^^ 


zuriiekgeffihrtr 
Man  setz«; 


80  ist 


Die-jGräDzen  voo  ifi  sind  e  und  0,  wo  e  die  obige  Bedeutung 
bat;  als^wird  das  Integral  (10),  da 

^  sinycos*^'  '^        o*— c* 

bt: 

8t^ .  p .  cos*'"+*i/;  ♦  cos^^+^if^ 


«•»+1 


cosX6c)«H-i(ac)*"+Hl— »?*sm*^)     * 


Die  Bestimmung  ides  Integrales  (10)  ist  somit  auf  die  des 
Integrals  .1 

•    <1 -l-:i?«sin*Tf;)    « 
zurfickgefährt.    Allein,  wenn  1 — q^=i}^,  so  Ut: 

1— ««siD>— »j'«         ...     (1— ij«8in«*— »J^" 

C08V  = ^ 4^''^»   008*»^= S» 


ij«  '  "'"'    "^-  12*» 


=  i  [(1  -  »j'sinV)»  -  ^  n'*-  (l-ijViDa»f.)"-» 


+  ^2^  i,'*(l-i,>8in«,|;)»-«- (-l)».i?'*l 


39S: 


Dadurch  wird: 


•     (l-«?*s»n«if;)    «  <»     (1  — ijasin^tl;)    « 


•«; 


—51^ 


Die  hier  vorkommenden  Integrale  haben  nun  noch  die  Formen : 


•  •  .  i  i  >  >  .  k  •  .'  >  .    • 


Fflr  diese  Integrale  bestehen  aber  folgende  Rekursionsformfeln : 

(14) 

-f  ?/^sin£cos£  (1— iy*8in*£)    •    , 
= (2y-2)  (1  +  ij'*)Ö2 j-i  -  (2?  -  3)  <?M-8 ' ^-ä5=-|  ' 


*»♦ 


•."Cl"— ..•*l»Bin^)  *    :!.../ 


während 

(15) 

P, = £  (.,1,) ,  P, = ^^  £  (5,ij)  -  ^  f  («,i?) 

iy^BiD£C0S6  V  1— iy*8in*c 
+  3  ' 

O-Fr.«^     O-^-EM)^      iy«sinscos^_ 

ist.  Vermöge  (14)  und  (15)  bestimmt  man  die  Integrale  (Vi),  da- 
durch das  Integral  (11),  und  dadurch  endlich  das  vorgelegte  In* 
tegral- 


29<L 

Sei 
die  Crleichnng  einer  Fliehe,  und  man  «etze 

so  erhält  man  als  Formel  fflr  den  KabUdiklialt: 
1  2.    2L 

5      ^  J     [a»6«co8»9)+aVsinV5os**+WAin»g>8iii«^]»+«" 


Setzte  mao  aber 

80  einleite  man  für  denselben  KubiUnbalt: 

n       n 


8 

Also  ist: 


8  /••  /*•  g«-fi 

3"/    /    [a*cos*9+6Hm«9C08*^+c*8in*g5sin*^]    •    sin^d^d^ 


n      n 


O  4> 

9      9r 


^^aoc)'^j  j     [aWco8«g)+a%«8inVo«>+6*c«8inV!nV]^*' 

Q  O 

wodurch  das  erste  Integral  ebenfalls  bestimmt  ist. 


) 
I 


a»7 


I 


t 


K       .  < 


.1 


■  i  :         !»      . 


ITelber  den  Helber. 

VonPiem 

Herrn  Doctor  J.  Dieuger, 

Vorftead  der  hohem  Bürgoisdinle  sv  E-ttenheim. 


In  den  Comptes  rendus  vom  26.  Septbr.  1848  säet  Per- 
»o h 9 'idase  ein  überall  gleich  dicker  Heber ,  dessen  vertikale  Arme 
die  Läneen  a,  c  und  dessen  horizontaler  Arm  die  Länge  b  habe^ 
und  in  aem  man  nur  den  längern  Arm  c  mit  Flüssigkeit  gefflUt 
habe,  dann  fortfliesae,  wenn  man  dicße  F)9^s>S'^®>^  ^^^  selbst 
ansfliessen  lasse»  wenn 


c>a  + 


a+fft 


<i 


I .  I 


1— 


a 


worin  H  die  H5he  der  FlQssigkeit  bedeutet,  die  dem  atmosphä- 
rischen Drucke  das  Gleichgewicht  hält  Zugleich  will  er  dadurch 
die  Formel  Pt^c^pt's  .     .         , 


)  - 


c>2a  +  6     V  . 


entkräften.    Trotzdem  ist  die  letztere  doch  richtig  und  die  erste 
falsch,  wie  man  sogleich  Sje|^en,wird.. 


.«     II    . 


Nehmen  wir  nämlich  an,  die  Flüssigkeit  fliesse  aus  der  Röhre 
CD(^c)  (Taf.  IV.  Fiff.  2.),  so  i^ird,  da  die  in  AB  +  BC  ent- 
haltene Jiuft  sich  ausdehnt,  die  Flüssigkeit  in  AB  steigen. ,  j^o^ 
sie  über  B  steigen,  so  muss  vor  Allem 


H>a 


\    -  • 


(1) 


sein.    Diese  Bedfegknff  vorausgesetzt  nun,  wollen  wir  annehmen, 
die  Flüssigkeit  habe,  bis  CD  leer  sei,  in  ihrem  Steigen  die  Ruh- 


29S 

reD  a,  b  nicht  nur  durchlaufen,  sondern  sei  noch  in  CD  bis  zur 
Tiefe  CK=zx  sesunisen,  so  dass  also  im  Augenblick,  als  in  Z> 
die  letzte  Schichte  abfliesst,  die  gestiegene  Flüssigkeit  den  Raum 
a-\'b-\-x  erfüllt.    Suchen  wir  nun  x  zu  bestimmen. 

Die  im  Heber  befindliche  Luft»    die  ursprünglich  den  Raum 
a'{-b  einnahm,  befindet  sich  Im  Räume  KD=c^x;  ihre  Dichte 

ist   also     _      ihrer   anfänglichen  Dichte.     Heisst  8   der   Quer- 

schnitt  des  Hebers,  b  das  Gewicht  der  Einheit  der  Flüssigkeit,  P 
der  Druck  der  atmosphärischen  Luft  auf  den  Querschnitt  des  He- 
bers, so  ist 

,    mf==J^    .     (2) 

und  die  in  KD  befindlifhe  Luft ^drik^kt  .nur  mit  der  Kraft 

a+b  -^     a  +  ft  „, 

c— a;         c — X 


*  f       • 


Da  D  in  dem  betrachteten  Augenblick  durch  die  letzte  abflies- 
sende  Schfctite  noch  geschlossen  Ist,  so  wirkt  atif  die  fai  AB  CK 
befindliche  Masse  einerseits  der  Druck 

Höe — xSe , 

c — X 

*  •        •   *•  t 

sode^eito  dßt;  Drude  21  J6rHi0r;  deiMiob  ntufi««  fSa.  gleidiAriiiig» 

C—X  ■  I    ,;.    -'       '••   •  .; 

d.h. 

U'^a^ — X 

c  —  x 

sein.    BierauB  foT^t:    '  ,    ..       / 

a«+;r(ff-«— c)=— Ä(o+6-c)-rtc,  '•  '      • 
H-a-c 


i<  t* 


»= 2 


±  V  -g(o4Hc)-V^-;-"^'. 


Soll  nun  der  Heber  fortfliessen,  so  mnss 

«;  h.  '■ 


I 


V 


-^(a+6— c)— ac+-- — jr >  a+ g 


>j^+a'— c 
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/  ^4iy(o+6,-c)~4flc+/PWi»B//+a^'^3Jjfa+a«c+c« 

I 


•      • 


Q*'.  j^  .  .  " (».    ;   i        .  •    1-   :.  •  j»    •  «.•      ' 


f. 


Min,  was  eben?  die  Bediiifpsiig  to».P^oL«I  ist. : 


'  ■ 


» 


'    '    V      '  ::  .    '*■'        .     •.'.}• 


«         • 


MHiillHM 


t  . 


I ' 


^  i.i  "f{' 


i   : 


»'. :» 


»      » 


r  • 


> 


ireA»er  eine  ilviNblt  zerstrevtes  lUlcb« 
iNswirlEte  Inl^rferenisersclieliiiEitK. 

HämiiL.  SohiSfii,    • 

^rifalHocetiten.  der  raath^niatik  su  bern. 


""      j;-   ; 


'».»  •     ..  . 

•      8  »j 

.  '  rti\ — ;  ■ .  .    , 


fication  eines  scKoq  yöh  Newton  angestellten  InterferenzversucDs, 
den  Radlcke.}^>)sei&e9i  Ha^dbveh  d^ir  Optik  (Tb^^it  II., 
^•■5l)al^  besqbi^ibtc  <  ...  "'.  .n   ■  ■•  '  .    •••.•.;•; 

„lifMiihan  durcft'elne  iii'^Tn'em  wetäseii'  8t;li^di  befia^Kebe 
kleine  kreisförmige  Oeffnung  anf  die  Afitie  eines  spnSrisciieir Phob- 
ien Gla9sspie^els>  dessen  erbabene  Rückseite  belegt  ist,  einen 
Licbtbündel  fallc^n,  '^o '  erblickt;  indri  [mi  defniscliinn  rings  um  die 
Oeffnung-  'Fiirb^tiringe*,  wenn'  ^iesdb^  tni'MltteU)unkte  dier  Spie-' 
gelkfSi^tnig  Keet.  Die  Farben  werdein  «rcbwädber  mit  der  Ettt- 
f^mtlhg  des  ScbTrni^  aus  dieser  hkge  mtd  Verschwinden  'eiiiilit(( 
ganz:^      ^  .'      •  -  .      * 

Qerjöftgere  Hersebel  hat  ifiesen  Versaqb  aiis  der  loterrerep« 
de^H  m  ifit  Vordei^eite  des  Spiegels  ji^fitfeste»  und  w  der: 
Riiip|aieit(»^^«i!iSdlgew^feQeQ  Lichto  mit  deiH;  zuomt  w  der  Rücksejite 
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zurückgeworfenen  nnd  dann  an  der  Vorderseite  zerstreuten  Lidtd* 
erklärt;  diese  Erkl&rung  wurde  durch  die  Uebereinstimmung  zwi- 
schen  den  kerbchneten  Ifingdurclnnessdft]  und  den  gemessenen 
bestätigt.  .,...:, 

Eine  ähnliche  Erscheinung  kann  nun  auch  mit  einem  gewöhn- 
lichen ebenen ,  mit  Stanniol  belegten  Glassspiegel  und  ohne  ScIiAtbI 
hervorgebracht  werden,  wenn  man  die  zerstreuende  Eiffenschaft 
der  Vorderseite  des  SJTiegels  durbh  Anhauchen  oder  Bestäuben 
erhöht.  Der  beim  Newton'ilebea'  «Versuch  angewandte  Schirm 
wird  hier  durch  die  Netzhaut  des  Auges  ersetzt.  Bringt  man  näm- 
lich das  Auge  so  ^wische»  de«  Spiegel  und  «einec  Ltclitflamme^ 
dass  man  die  Bilder  des  Auges  und  der  Flamme  nahe  bei  einan- 
der siebte  so  erblickt  man  auf  dem  Spiegel  eine  Menge  concen- 
trischer  und  farbiger  Kreisbogen ,  die  nur  darum  nicht  vollständige 
Kreise  sind,  weil  sie  theilwei^e  durch  den  Schatten  des  Kopfs 
verdeckt  werden.  Man  braucht  nur  das  Auge  ein  wenig  zu  heben 
oder  zu  senken ,  um  zu  bemerkenj  im^  diirsf  farbigen  Kreisbogen 
die  Gerade^  welche  die  Bilder  des  Auges  und  der  Flamme  ver- 
bindet, senkrecht  durchschneiden,  und  also  ihren  Mittelpunkt  auf 
dieser  Geraden  haben  mtlssen.  Ist  die  Flamme  viel  weiter  vom 
Spiegel  entfernt  als  das  Auge,  so  scheinen  die  farbigen  Kreise 
das  Bild  des  Auges  selbst  zum  Mittelpunkt  zu  haben.  Hält  man 
die  Flamme  nahe  neben  das  Auge,  so  siebt  man  parallele  gerade 
Streifen,  deren  Richtung 'äiff  de>  VeHüiiidungslinie  der  Bilder  des 
Auges  und  der  Flamml  senkrecht 'ste^.  ^  filält  man  endlich  die 
dämme  zwischen  den  .i;$|rieeel^  und  das  Auge  ^^  90  ■  ^^rflmmen  sieb 
die  paraHelen  farbigen  Stirei(eb  nacli  deren^egenge^^tzten  Seittf^' 
und  «echeiaen  nun  49«to  mehr  d^  -BM  -der  «Fkmm^  |^'  ikfem 
Mittefpurikt  zu  haben,  ie  mehr  die  flntfemiing  des  Auges  vom 
Spiegel  diejenige  der  Flamme  ilbevtriflt 

Benutzt  man  die^  Sonne  'al4t;l4ldb^iielk»  so  haben  die  farbi- 
gen Ringe  das,  Bild  äes. Auges.  ziin](Mittelpun|ct  und  werden  d 
erösser  und  breitier,  je  weiter  man  das  Auge  vom  Spiegel  ent- 
fernt. Ist  diese  Entfernung  gross  genug ,  so  vermag  der  Schatten 
des  Kopfs  nicht  mehr  die  Ulnge  zur  Hälfte  zu  verdecken,  und 
man  sieht  daher  die  äussersten  Ringe  als  fast  ganze  Kreise.  Um 
vo.m  Sonnenbild  nicht  geblendet  .zu  w:erden,  kann  man  den,. Spie- 
gel so'  stelf^n^   dass  a^t  Schäften  d^^' Kopfs  dasselbe  yerdeckt. 

•  Obe^hon  die.  folgende  ErkllMng  durch  keliie 'Mesisifeng  der 
Durchmesser  der  farbigen  Ringe  bestätigt  Wurd^,  so  licigtdbch 
im:  Allgemeinen  in  der  so  eben  bescbriebepenJE^rsc^e^iuegen  nichts, 
was  dieseir  :Etklärung  widerspräche. 

Aus  dem ;. leuchtenden  Pun|ct  <S  werde  auf,  die  Vorderfläche 
deis.  Planglases  die  Senkrechte.  S4  gefällt,!  so  ist^  ^enn  n.  den 
Breehiuigsindex  des  Glases  bezeichnet,  und  TA=n,SA  gema<£t 
wird,  3r  der- Divergenzpunkt  der  ins  Glas  gebrochenen  Strahlen* 
Nimmt  man  nun  den  Augenblick,  in  welchem  das  Licht  von  5 
ausgeht,  als  Anfanespnnkt  der  Zeit,  und  die  Zeit,  welche  das 
Licht  braucht^  um  die  Längeneinheit  In  der  Luft  zurückzulegen, 
als  Emheü  deii  ZeitmaaiBseB  an,  so  druckt  SA--H.TA  die  Zell 
atts,  -zu  wislcher  das  im  Glase  sieh  bewegende  Licht  von  jenem 


1M1 

ÜDS^rfto :  P ttttUte .  !FrlUBgagßm^ßm^.  B9in  isAfüte^  wenn  es  ^tfujiß  ip 
vdteselben 'durcb^ieHtig^.  Sledhim  fehliehen.  yv^xe,  ßi^ .y^xi^'^ 
gerte  Senkrechte  TA  treffe  die  Hinterfläche  des  Gla|eß:iqr  i^^.und 
man  mache  auf  der  entgegengesetzten  Verlängerung  I)Q=:TD, 
so  ist  Q  der  Diveigenzpunlct  der  an  der  .Hinterfläche  des  Glases 
zorückgeworfeneil  iS^rählen,  so  lange  nsielsich  öoch  innerhalb  des 
Glases' bewegen,  und  diese  zurückgeworfenen  Strahlen  verbalten 
sich  gerade  so,  wie  wenn  sie  znr  selben  Zeit  SA—n.  TA  von  Q 
ausgegajQffen.  i^ären»  vHe  wir  ntis  "Üii-  elnmaf  geBioHieiie^  Strah- 
len voll  7*' ausgehend  gedacht  haben.    Folglich  wird 

SA'-'n*TA  +  n.QM=  &A^S^.AD  +  niQM/i-  QA) 

die.  Zeit  bezeichnen,  zi^  der  das  zurückgeworfene  Licht  in  icgend 
einem  nicht  zu  weit  von  A  entrernten  Pfinkte'Jf  der  Vorderiiäcbe 
anlangen  wird,  um  von  da  aus  durch  Zerstreuung  in  die  Luft 
aberzugehen  und  ins  Auge  zu  gelangten.  Derselbe  Funkt  .^  wird 
aber  auch  von  der  Lichtquelle  S'^Ibst  znr  Zeit  SM  direkt  er- 
leuchtet werden,  und  das  empfangene  Licht  ins  Glas  hinein  zer- 
streuen. Man  ziehe  MC  senkrecht  auf  die  Hinterfläche  des  Gla- 
ses und  mache  die  Verlängerung  CN=zMC,  so  wird  das  zurück- 
geworfene Licht  sich  verhalten,  als  wenn  es  gleichzeitig  von  ^N 
ausgegangen  wäre,  wie  das  zerstreute,  emfallende  von  M.  An 
der  Vorderfläche  angelangt,  wird  es  indi^  Luft  gebrochen  wer- 
den und  einen  auf  der  Geraden  MN  liegenden  Punkt  P  zum  Di- 
vergenzpunkt haben,     dessen  "Lag^    durch   die   Gleichung    MP 

==  —  \MN  bestimmt  ist;  •  und  die  dem  Punkt  P  entsprechende 
Zeit  wird 

SM^n.MN-^PM 

sein.  Also  ist  der  Zeitunterschied,  um  den  wir  den  Punkt  M 
spftter  v^  Q  au$  erleuchtet  uns.  depken  müssen  aki  daj»  Licht 
vellk  P«u9gebed  kann,  .  .,  '     »//    .    .n. 

=^(SM'-'SA)  +  n(QM'-QA)  +  PJU. 

f. 
Befindet  sich  nun  das  Auj^^-Cf  weder  zu  nahe  am  Spiegel, 
noch  zu  schief  vor  demselben ,  so  erblickt  es  die  beiden  Punkte 
M  jp^dPy.nenü  das  Glas  dünn  genug  tat,  in.  s^l^er  ,]>j[äb^^  dasj 
aflii;eii  Bfldec  auf  der  .Netzhaut  sich  interferireB. .  Wir'  öf^rSin  apc*^ 
dessKalb/äiiß  yipn  ilf  uitd  ^,jns  Auge  gel^genden  Straf^Ien  als 
parallel  an^et^en,.  und  wenn  wir  4^n  Winkel,  um  welchen.'diesel- 
niqn  TOB  der  senl^rechten  Kicbtung  abweichen , .  mit  to.  beze^cbheOji 
e^j  ist  der.  ^eg  von  P  aus. ins  Auge  ü^.Pilf.cos^  länger  als  der* 
j^nige  viMÜEfajis  eb^nd^hin.  Demnach  mi^  der  Zeitunterschied^* 
um  den  das  Lipbt  von  M  aus  später  ins  Auge,  gelangt,  "als  yo^ 
P.  ausj 


li  (QJU---  QA) — (SM-^  SA) +PM(t  ^  cösw) 


•  ( 


ill-  l;'  '..1  1  ,,  •<  .. 


beiragen.'  Man  errichte  nuii  aus  O  die.Seiik^eöhle.  Qi?  daf.  den 
Siegel»  aetz^  SA=;^.a^  KXBszb,  AMi=jxiBMi:^^,:Al>csdjmd, 


betrathttf  p,  q  als  kMM  GrOsdm  «rarler  OrAiufig  in  Berielnuii^ 
auf  •«  xoA  0,  00  t^,  weoii'iBan^^i^  tferteoiiFoteiiae»  von  ^  uad*^ 
audscnr  Atfat  JiBst,  •  1  t.  .      < 


<  I ' 


•   •  .        I       .    •  II». 

M  .^  OM—OB.    l  o« 


•  >  « 


Wird  der  pbice  Zeitdoterscbiedinit  i  bezeicbnet.  60  ereiebt 
•ICQ  hieraifs  >,  .    • 


••        f 


«  * 


oder 


'       r      * 


V*»  !   ,  .  2d,  y-' 


cider  endlich,    wenn  inan  'die  Dicke  d  im  Vergleich  mit  «i  <ver- 
nachUssigt, 

Setsi  man  hier  f  eonstant«  «10  hat  man  die  Gleielniflg  iHr 
CuTve,  welcher  alle  diejenigen  Punkte  M  aneeh^ren,  die  Ae* 
selbe  Interferenz  hervorbringen.    Für  t=0  erhält  man: 


• «         '      .  •    • .        i    " .   f  .    I :  • 


d.  h.  ^e  voii  A  und  fi  fiach  Jlf  geherideh  F^hr^traUfen  hab<^n  t\x 
eioandet  dasselbe  Vethälthiss ;  >ie  die  Afosrtäfade  a  nnd  b 'iti 
Flamme  und  des  A^tges^  vom  Spiegel.    !Züfo]ge  eitiesbekantiteti 

feometriscben  Satzes  liegt'  alsb  der  Pnnkt  M  aiif  einem  KreisCi 
^ssön  Mittelpunkt  sieb  in  der  .VetlSngerang '  det  G^ra4^  AB 
befindet 9  und' ^elcbef  dhp^e  Gerade ^if  innerhalb  tind  au^sefftatli 
im  VerhSItniss  ai6'fircbtieidet  Hiet^us  ist  feidit  's(U  etsehen,  dässi 
das  Auge  in  der 'Richtung  eines  dieser  beidi^n  Dutcnschtritts^ 
punkte  die  Flamme  erblickt^  und  dass  der  andere  in  der  G^radeA 
liegt,  weiche  Auge  und  Flamme  verbindet  Für  ein  beliebises  t 
nehme  man  AB  als  Abscissenaie  an,  und  drücke  p*  und  9^ durch 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punkts  M  aus,  so  wird  die- 
ses auf  rktionafe  Welse  geschehen,  und  mas  wird  eine  Gl^chitaf 
iweiten  Grades  ^haften.    Wenn  aber  ehie  solche  Gleichsiq;  fito 


einen  gewissen  Werth  des  constanten  Gliedes  einen  Kreis  dar- 
stellt, so  wird  sie  för  alle  andern  Werthe  dieses  constanten  Glie- 
des laater  concentrlsche  Kreise  darstelleu.  Setzt  man  AB^^c 
nnd  nimmt 

als  Abscissen  der  Punkte  A,  B  nn,  so  wird  die  Gleichung  der 
Curve 

Ist  der  leuchtende  Punkt  tintfsdiich  weit  entfernt,    so  drflckt 

—  die  Tangmte  des. Winkelte  ^  auft»^ni.49^eicbeD  die  einialienden 

Strahlen  von  der  normalen  Richtung  abweichen,  und  dami  wird 
die  Gleichung  der  Curve 


x«+y*  =  62(^J  +  tang»«); 


der  Mittelpunkt  fiUlt  mit  der  Projection  B  des  Auges  zusammen. 

2um  l^chlusse  will  ich  noch  bemerken,  dass  es  gar  picht 
nofhwe^djg- ist,  dass  das  Plaoglas,  mit  Stanniol  belebt  ,^ei;  j^d^ 
schmnizlge  oder  staubige  oder  schwac^.aogelaürene  f^epster6cbeil}ft 
zeigt  daher  die  beschriebene  Interferenzerschelniiog,  hur  verzerrt, 
weu  die  f  IScbeu  d^s  Fenster,gif|i¥e$,  e^w^hn^ch  picht  ebon  sind. 
Die  StannioibeÜegmig.  erhuht  ip^^lis^^  die.  Intensität  der  InterferfB^tf 

bild^.    .,  •»...''  •  '.  •^-  ••.  ■  .i 

l>er  helle  Kreii  '  welchen  nyani  diircb  das  fiild  der  Planntie 
gellen  sieht,  soll  iräch  def  vorigen  EvkHlrüng  d^ir  erste  sehi,^we)l 
er  dem  Phaseauntetechted  Pt ölt -entspiicht ;  *  und  die  folgenden 
Ringe  sollen  von  diesem  an  sowohl  nach  innen  als  nach  aussen 

SciiäRlt  wefdeii.  .Wirklich  zeigt  dieser  Khiis  last  keitie  Farben- 
Smne,  wfcl^fiÄhd  die  .übrigen  Kreise  demsdlbeh  ih^e  ViuUtte  Seite 
zuwenden  ijnd  die- rothe  von  ifrm  abwenden.  Die  iftn^m  ^r^se 
sind  also  gegen  den  gemeinschaftrijchen  Mittelpunkt  hin  rotn  ge- 
sSumt,  die  äussern  dageeen  nach  aussen.  Dreses  sthnmt  ganz 
damit  übetein,  dass  die  Wellenlängen  ffir  rotfces  Lfchtam  gross« 
ten  nnd  f&r  violettes  am  kleinsteii  sind.  ' 

«f ' 

•  •  •  '   * 


.  I 
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.     f.    » 


Velber  eine  geometrfsclie  Aiifl^lie. 


Von 


^em  Herausgeber. 


Di6  Auflebe»  mit  deren  Auflösung  auf  analvtiscbem  Wege 
ivir  uns  in  otesem  Aufsatze  beschäftigen  vrolten^  isf  die  folgende 
Ui  TW.  LS.  )(B.  vorgelegte  Aufgabe: 

'Es  is^t  ein  kreis  und  in  dessen  Ebene  sind  zivei 
Piknkte  gegeben;  man  soll  durch  diese  beiden  gegebe- 
nen Punlcte  einen  Kreis  dergestalt  beschreiben,  dass 
seine  beiden  Durchschnittspuukte  mit  dem  gegebenen 
ICreise  und  der  MIttelpnpkt  dieses  letzteren  KreUes 
ijk  einer  and  derselben  geraden  Linie  liegen.. 

Da  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises  notnwe^dig.in  der 
fij^ex^,  hme  lioien  ma^»  welche  auf  der  die  bei4en  g^ebeneo 
Wkte  mit  einanoer  verbindenden  geraden  Linie,  in  deren  Jdittel- 
puokle  senkrecht  stehtj  .  so  wird  es  am  zweckmfissigsten  seiuj, 
diese  geristde  Linie  als  Axe  der  o:  eines  rechtwinkligen  Coordina- 
teuaystems  der  a^  anzunehmen,  dessen  Axe  der  y  wir  zugleicb 
der  Einfachheit  wegen  durch  den  Mittelpunkt  des  gegebenen  Krei- 
ses hindurch  legen  wollen.  Bezeichnen  wir  dann  die  Coordinaten 
des  Mittelpunkts  des  gegebenen  Kreises  durch  0,  b  und  seinen 
Halbmesser  durch  r,  wo  natarllch  6  und  r  gegebene  Grossen 
sind;  so  Ist  die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises 


g 


1) 


^*+(y— *)*=r*. 


Bezeichnen  wir  femer  die  Coordinaten  des  in  der  Axe  der  x  lie- 
genden Mittelpunkts  des  gesuchten  Kreises  durch  p,  0  und  sei- 
nen Halbmesser  durch  q;  so  ist  die  Gleichung  aes  gesuchten 
Kreises 


u 
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=2)     .,        («-!»)•+»•=#•. 


.     i     "  ' ' 

Zaerst  wird  es  nun  darauf  ankommen ,  die  Coordinaten  der 
lMl<fen.'Diireli«chDittepunkte  des  gegebenen  and  •  des  gesuchten 
Kccdl800  SU  bestimiüen,  welche  man  erhält»  wenn  man  ar,  y  aus 
den  beiden  Gleichungen 

oder  aus  den  beiden  Gleichungen 


«      s 


mittelst  eew5hnlicher  algebraischer  Elimination  bestfckimt.  Zu  dem 
Ende  suotrahire  man  zuerst  die  zweite  der  beiden.  Torbergehen- 
den  Gleichungen  von  der  ersten ,  so  erhält  man  die  Gleichung 

5)  2pa?— 26y=r»-6»-p«+P* 

I 

oder 

I       «.  ■     « 

-  »i 

also 


')  »-: — :^ r"2g        r~ 

Führt  man  jdiesen  Wertb  von  g  in  die  zweite  der  Gleichun- 
gfii  3)  ein»  00  wird  dieselbe  nach  einer  leichten  Reduetion 

•  • 

8)  4(6«+p«){a:-p)«— 4p(r»— *«— ^«-^«)(a:-p) 

oder»  wie  man  durch  Zerlegung  der  Grosse  auf  der  rechtet  Seite 
des  Gleichlieitszeichens  in  zwei  Factoren  auf  bekannte  Weise 
leicht  findet»  ^ 

9)  4(6*-+p«)(a'-/i)«— 4p(r«— 6*— ^«— p2)(^_^) 

oder  auch»  wenn  man  das  Product  auf  der  '  rechten  Seite  de» 
Gleichheitszeichens  gehurig  entwickelt: 

10)  4(6Hp*)  («—!>)*  -  4/1  (r>-6«-  ?«-/>»)  (or-p) 
Aus  der  Gleichung  8)  ergiebt  sieb : 

20 


S06 


^2  +  p«  V-— p;  —  4  (ft«  ^p2) 


abo»  wi^o  mail  diese  GJeicbon»  in  Bezug  auf  x-^p  als  «blM- 
kannte .  Grosse  wie  eihe  gewöhnliche  qaadmtiscbb  Gleieliiiiig 
auflöst: 


d.  i.  .  •        » 

y(r»-6«-g«-^a),,     &'t4p«(»a-H»«)-r(r»-g«)-(6«-H>«)]«| 
'       P  2(6«+/>«)      '-■  4(A»+p»)» 

als«, :  «^ie  i^^M  Jii$r«tts  leicht  fiodet: 

(a— p—       2(6« +p*)         '  ~  4(6» +p»)*  ' 

folglich  ' 

'^     P—  2(6»  +  p*) 

Führt  man  aber  diesen  Ausdruck  von  x — p  in  den  Ansdnick  7) 
von  jf  ein,  so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung 

y-  2(A«+p«)  ,        ' 

und  för  die  Coördinateo';B,  y  dar  Dorchschmttspunlcle  der  beidtM 
Kreise  hat  man  also  die  folgenden  Formeln: 


11)  f     ^""  -i(^"+/>") 

y  ^(6Hrf)  .        ^ 

wo  man  auch  noch  bemerken  kann,  dass 

12)  4r V  -  (6Hp«-r«-^)»=  ^  |4a4.p«_(y^^)a|  {6a^.p«-.(,^.^)a, 
ist    Setzt  man  aber  der  Kürze  wegen 

p_  r«— 6«— p»— pg 
2(6«+p«)      ' 

^-  2(AHy*)  ' 


wr 


so  ist,«  :-.{  ■' 


V       • 


wo  natflrliGh  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  immer  auf  einan 
der  bOiiiebenj  ... 

Bezeichnen  wir  nun  aber  den  einen  Durchschnittcrpunkt  d^ 
beiden  Kreise  durch  {x'y*)»,  den  andern  di|rch  (ps^y^),  ffo  ist 


16) 


und 


16)         K-''=  p''-'^'^' 


oder 


iL  Ul'=P    />(l+iP)+*Ö, 


^ 


^'=  p{\^P)^bQ, 


Die  Gleichung  der  dütch  die  Dtafch^ebnittispunkte  der  beideri 
Kreise  der  Lage  nach  bestimmten  geraden  JUInie  sei  jetzt 

so  haben  wir,  da  in  dieser  geraden  Linie  nach  den  Bedingaocte 
der  Aufgabe  auch  der  Mittemunkt  des  gegebenen  Kreises,  des- 
sen Coordinaie^  nach  dem  Obigen  0,,  6  sind»  liegen  soll,  die 
Gleichungen      .        .  .  .  .    s 

b==B;, 


also 


oder 


y'^zAx'^b,.  ^"^BiAas^  +  b; 


y-*=4ir^,  y-^b^Aa^;  o.I 


folglich 
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und,   weno  man  in  diese  Gleichung  die  obigen  Ansdrficice-  von 
x',  y'  und  x",  y"  einfBhrt: 

^''^  p(X-\.P)-\.bQ-p(\^P)-bQ'   .,     . 


*   ? 


• . 


welche  Gleichung  oach  einigen  leichten  Reductionea-  sc^Ieidh  211 
dpr  Gleichong       ;    .  .  ,    ,  .  .,  ; 

föhrt,  die  also  die  BealngungsgleicKting  -ist,  dass.die  beiden 
Durcjbschnittspunkte  der  beiiden  Kreise  und  der  Mittelpunkt  des 
gegebenen  Kreises  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen. 

Diese  Gleichung  zerföllt  ii;^  die  drei  Gleichungen: 
21)  6a+p«=:ibr'il  +  P=^ö,    /i=0; 

von  denen  aber  die  erste  offenbar  auf  reelle  Weise  Im  Allgemei- 
nen nicht  zu  erfüllen,  Mmd  daUei*  <au  vövwerfen  ist,  indem  man 
zugleich  übersieht,  dass  für  6^-|^;^^^^rdie- Ausdrucke  11)  Hir  die 
Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der'  beiden  Kreise  unbe- 
stimmt werden  würden.  Daher  behalten  wir  nur  die  beiden  Glalh 
chungen 

22)  1  +  P?=0,     Ö=0; 

* 

Yf^h^  ni|ch..l3),soglem^.zu  dea  beid^^i  plekhui^gen 


.  Bezeichnen  wir  nun  diia  Coordinaten  des  eihep  *ner  *  beiden 
gegebenen  '  Punkte  durcb'  ä,  5;  60'  sind  in  Bezug  at/f  das  ange- 
nommene Coordinatensystem  nie  Coordinaten  des  andeth  dbf  bei- 
den gegebenen  Punkte  offenbar  durch  «*  *— 19  zn  bezeichnen,  und 
da  nun  der  gesuchte  Kreis  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte 
hindurch  gehen  soll,  so  erholtet  wir  nä<rfi  2)  offenbar  die  Gleichung 

24)  («-p)*  +  /J«=^*. 


•'  j 


Verbinden  wir  nun  mit  dieser  Gleichung  die  erste  der  beiden 
Gleichungen  23),  nämlich  die  C^eicbubg 

2  (6«  +  />«)  +  (r«-6«—p«— ;?«)  =  0, 

welche  man-  sogleicfi  duf  die  einfache-  Form 

^«— p«  =  6«  +  r*  ! 

bringt;  so  haben    wir   zur  Bestimmung   der  beiden  unbekannten 
Grossen  p,  q  die  beiden  Gleichungen 


309; 

d.  L  die  beiden  GieichuDgen  :   !  ini  *.:<  i 

ans  denen  sicii  aofßniA     V    r-.!/'-     •••;.  ..\;-  j  li«  ..-  ';  •  (!  u  um-' " 
also  -'■  ••'•■•     -'J     ■'«-     ■ 


•        .     -  :  t 


eigiebt    Führt  man  diesen  IVerth  von  p  in  die  Gleichung       ,  j,„ 
ein,  so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung  .;  ,1  |, . 


Q=±  ^— -gjj -^, 

WO  man  das  VorzeicheD 'steUt  sa^asa  nbimeti  liat«  daeM^-^-poeiiär 
wird 9  wie  es  seiner  Natur  nach  sein  muss.  Also  haben  wir  zur 
Bestimmung  von  p  nnfl  ^  dfi»>  beilen^vt^'tisdrücfceL:. 


—      I 


25) 


welche  für  p  und  q  offenbar  stets  reelle  Werthe  liefern;  jedoch 
bildet  der  Fall  tf=0  augenscheinlich  einen  AusndhmbfalL'!  Wie 
das  Vorzeichen  indem  Ausdrucke  von  q  zu  nehmen  ist,  ist  schon 
vorher  erwfifant  worden. '{Jebrigens  l^ann  hinti  ^  aäch^  i^uf  folgende 
Art  ausdrOekeai  '. 


•         ^ 


•  .^     •    !■'.,        V 


Verbinden^  wir  ferner  mit  der  Gtächungt.^4).  die  zweite  d«r 
Gleichungen  23)  J  so  laben  wir  zur  Bestimmung  von  p  und  q  die 
beiden  (äeichungen  i,-.,^^ 

(«-p)«  +  /J«=^S  4r«p^a^,^V:^t_^«)i^0. 

Aus  der  zweiten  Gleichung  ergiebt  sich 

(6i+pa_r»-9»)«=:4r»^«,      '  ' 

also 
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und  folglicb 

Demnach  haben  wir  jetzt  die  beiden  Gleicftangen    >     - 

woraus  durch  Subtractiop 

oder  .  > 

-  o« + /S«-  »+f*t=^(]p.-H»)  T2rv, 
folglich  •       • 

«loh  «fglehi    Abo  Ist  «ach  dem  OUgon 


■     I'.' 


4r« 


'■    •  < 


woraus  sich  zur  Bestimmung  von  pr^a  leicht  die   quadratische 
Gleichung 

•«ler  die  Oielohong 

^P-«r + pz^ 0»-«)  = 4(«»_^  • , 

ergi^.,    LSlit  man  diese  GMchMfig  ^^f»  sa  erhält  man 


also 

^  P"- : :    .3(«*-r»)  ^ 

oder,  wie  man  leicht  findet ^e. 


SU 


'••It 


ffff 

— g(c^-|jH-6«-r»)J:rV  l(««-r«)+(/3-&)»|  K«a-r«)-t-(/?+6)«> 
—  2(o»— r») 

Führt  man  diesen  Ansdnick  von  p— «  in  die  Formel  27)  ein, 
so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung: 


oder 

31)  ..... 

9—^^  2(tt«-r«) 

wo  das  Vorzeichen  in  der  Parentbeae'  steU  so  zu  ne|iin«n  Ut, 
dass  ^  positiv  wird,  was  es  seiner  Natur  nach  sein  muss.  Die 
Möglichkeit  dieser  Auflösung  erfordert,  dass  die  Grossen 

•  (a«-r«)+(/J-fi)«  und  (a«-..^r»)  +  Ü?+*)*,     ' 

gleiche  Vorzeichen  haben.    Auch  ist  nach  28)  und  29) 


32)      p  =  — i(«»-r«). 

oder  .  , 

33) 

«  («^  +  g«-fe*-^  dfcr  V{(g'^r«)-K<g-6)«|  K«'-r^-f(l»+ft)"* 

i 

Der  Fall  a* — r*=0,  d.  i.  a=±r«  bildet  einen  Ausnahmefall. 

Eine  Construcfion  unserer  Aufgabe  aus  den  Torhereeheiiden 
Formeln  abzuleiten»  überlasse  ich  den  Lesern«  indem  dies  jetzt 
nicht  mein  Zweck  ist,  und  bemerke  darüber  in  der  KCIrze  nur 
Folgendes. 

ZuVSrderst  erhellet  auf  der  Stelle,*  däss  es  bloss  darauf  an- 
kommt, p  zu  construiren,  weit  sich  dann  offenbar  der  gesuchte 
Kreis  beschreiben  lässt,  da  sein  Mittelpunkt  und  zwei  Punkte, 
durch  welchi^  er  geheff.sott*  gegebev  sisio. ,. 

Der  Ausdruck 

^= fe 

in  25)  kann  abec  ^eht  construirt  werden,  inden  man  bloss 


ai2 

zu  setzen,   und  die  GrSssen  m  nnd  n  mittelst  des  pythagorSi- 
schen  Lehrsatzes  zu  construireo  braucht.    Di^nn  ist 

tti^^^n*  _  (m — n)  (m+n) 


also 

wo  nun  p  mittelst  der  Aufgabe,  zu  drei  gegebenen  Linien  die 
vierte  Proportionallinie  zu  finden,  leicht  durch  Construction  erhal- 
ten werdeo  kann. 

F^emer  Hvollien  wir  die  beiden  Werthe,   weldbe  der  Ausdruck 


in  29)  fär  /)  liefert,  vorausgesetzt,  dass  diese  Wertbe  reell  sind, 
durch  jp' und  p''.  bezeichnen.    Dann  Ist 


P  -«= 2(«>L-^) ^  • 

also 

...         .   I       ._      .  ..  , 

f.  •     .  ..!        ,      *  ---** 

(^ — a) — (o''— i.a)=     r  — *-      '         ^  lä    Li^' '  ''^  "'''^ ''■'■' ■■» 
.  I. 


» •  * » t 


^   ....    ,  V{«''-i^(j>-fi)'n«*-f*-f^)»4-^)*i 


Aas  der  ersten  Gleichung  folgt: 


/g*-*»       08-6)  (ß+fe) 


Setst  man  nun 


aois: 


''•'•  •    ■••    -"    ''.'•-      !\).-!-.'     \ 


SO  ist 


a — riß — b==a:f. 


folgUch 


I     ■  • I  •> 


..,. 


€i+r:ß  +  b=f:p'+p"—a. 


\-\  .'i 


womm  matt  sMbtrda^s  idtto  p^-|-j»''— a  bloe«  mit  Hfllfe  40r<Anf- 

{^äbe,  «liif  li#<»(  gegebeoeki  geraden  Linitfndte, vierte»  Pf opbvtiODal^ 
inie  zu  finden«  coostrdii^en  kann;     •  ««t:       -  •         '  •-'  •:' 

"Die  Grosso'  ,'-.•■'  .'.  '   "'     '*'"  '  =" '     '  ■  •'*  • ' 

«   /     >i^^f^^(/S-4f)«    inid>  'ii»w^r»4^(P+?6)»      :  i 


•  i  i 


kann  man  mit  Hfilfe  des  pytbagoräiscben  Lehrsatzes  leicbt  con- 
stmiren.    Setzen  wir  nun  .     -V'- 


t^a^r^+C^  -  6)«|  {«•-r«+4/5i+6)^)=3^W,. 


•  1     I 


was  yerstattet  ist,  da  das  P^edu^t;  ^df^er  linken  Seite  des  Gleich- 
beitszdchens  bekanntlich  positiv  sein  muss,  wenn  die  Auflösung 
nidgiich-sein  äoll^s^i  isinäeb^-ddin  ObigöU'    : 


(I  - 


Pr^  -'««^»*-'  («-r)(a+r) 


^d  also      'l^    "■  ■  ''•  •'''    ••^^••'"'^ '  •'  '-  ■•'-   '•'■■• 

1— r  » 

a — r 

n&nlieh 

> 


gesetzt«  so  ist 


also 


l^-^"=*^r' 


a+r :  hi^iiff — p". 


so  dass  folgUch  auch  ff — p"  ohne  Schwierigkeit  construirt  wer- 
den kann. 


3U 


Aus  p'-l-p"— «  und  p^'-pf  ergeben  sich  nun  aber  p'  ondp" 
mittelst  der  Formelo: 

und  können  also  auch  leicht,  dnrck  Cönstruction  gefunden  werden» 
so  dass  also  jetzt  die  Aufgabe  als  aufgelöst  zu  ibetrachten  ist. 

Das  Vorhergehende  ist  nur  als  Andeutung  zur  Aofflndiiog 
einer  zweckmässigen  Auflösung  unserer  Aufgabe  durch  Cönstruc- 
tion zu  betrachten. 


rigen».  erhellet  aus  de«  Obigen  von  )}e|b#t«  ^»m  es  im 
Allgemeineii  innier  eliie .  reelle  ijiflosung  unserer.  Au%abe  giebt» 
aber  auch  drei  solche  Auflosungen. g^bept  kwupu 

Weitere  Betrachtungen  überlassen  wir  dem  [^eser,,  vn4  ^ol« 
len  nur  noch  bemerken,  dass,  wenn  die  beiden  angegebenen 
Punkte  in  der  Retipherie  des  gegebenen  Kceifes  liegen ,  wo  also 
nach  dem  Obigen 

«■+05— 6)*=r«  ... 

und  offenbar.  ^S9ft,  folg^i<^h  !    i  '  v     - 

ist,  sowohi  die  Formein  SS6)»  abl' a««Jk' di«  F^nqiiaa  ä3).uiid  3Ü)ii 

p=0,    ^«»r 

liefern,  welche  AuÄosung  einem  mit  dfem  gegebenen  Kreise  zu- 
sammenfallenden Kreise  entspricht,  der  in  gewissem  Sinne  f^ud^ 
als  Auflösung  unserer  Aufgabe  betrachtet  werden  kann. 


■  •  .>    .1 


\  .   ) 


9%eorte  des  Condensators- 

Herrn  A.  Weis«, 


^).  Ipi^  ütWstMid  ^des  Gleiobgewicbts  TQrhrc;itet  si<A  di«  Electri- 
^tfit  «twr  die  Oketflächen  < 
St^ritt;  fntw  der  Art  und  ( 
HiefifHCi  folgt,  dau  im  A 
eiaM.jKürpe»»  iw»ählig  t 
ToilkorameneH  KugelUSche  j 
wir  nun  dpch  iQ  der  Fols 

KBrpef  hritemlen  BleeMclw,t frechen,  ao"*«rtUk*n  wir  d*run- 
tey  depr  Qn«;tient«n  ans  derMeoke  der  vm  KOrp«r  bsilendeD  Blee- 
trlcHtt  dividirt-  durch  i\e  ObemäGhe  desseibäit  •  Es  ist  di«sM 
tftS^BiM  dt«  iQHtfere  IntenwWt,  von  d«f  mim  sieb  dadsroh  •■■•■ 
Begriff  nafcben  'kl^mi,  dass  man  sie  steh  adf - ^se  Ku^  wm 
|lele|iei' PUche  gebracht  denkt. - 

2))S^b^d  eich  irgeod  zwel'Kuiper  bergen,  ändern  sich  ffle 
elaetnftfwQ  Zu»@nde  derselben.  Hat  d«r  eine  Küiper  die  FlSche 
«i  and  W  caittlcK  iDteneitSt  *  und  der  andere  die  Fläche  o^ 
nnd  die  mittlet'e  Intensität  On  uno  .bezetcbnet  man  die  mittlere  In- 
tensität Aetf  ersteig  Kürpera  nach'der  Berühruag  durch  j:^,  die 
4eis  ^#eiteo  'dif  <3h  'x^,-  so  wird  man  immer  setMn  kOMea 

i'Mo.i.,  ,    ,;,-.„i   ,     -   .-jK^-Bc«,,'    ■    .  ;.  ';,..,   d}[\ 

■  Üa  die  Gesaaütatiacu»  der  Üectitioita  doreh  dW  BvObnag 
Bicht  {lefiodert  nitd,  so 'gm.  faraer  noeh  difl  Gkidn^:  < 
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In  letztere  Gleichung  den  Wertfa  von  ^  aus  (1)  gesetit  f^bt 
hieraas  folgt  aber 

Die  Zahl  c  ist  =^  and    drOcLt   also   das   VeriiXltsiM   der 

mittleren  Intensitfiten  derlenigcn  ElectricitStsmengea  aua,  die  sich 
in  den  beiden  Küipern  das  Gleichgewicht  halten;  wir  wollen  sie 
in  der  Folge  den  Gleichgewichts  -  CoefScienten  nennen.  Gewithn- 
lich  wird  dieser  Temaälfissigi  od9f=l  angenommen.  Wann 
diess  jedoch  richtig  Ist,  od«  »elchi^D  Werth  die  CoefBcienten  in 
jedem  speciellen  Fall  haben,  muss  zuvor  anf  anderm  Wege  ent- 
schieden  werdfa  sein.  Im  Ailg^^n«^  bSrigt ,  diescrq|Wertb  von 
der  Gestalt  der  zwei  Körper  ab,  welche  mit  einander  in  Verbin- 
dung stehen.  Zu  seiner  Bestimmung  mfissen  dieselben  Mittel, 
wie  zu  der  Bestimmung  der  mittleren  Intensität  bei  einem  einzi- 
gen KSrper  in  Bewegang  gesetzt-wei'dea/ 

'  3)  Ut  eine  der. beiden  Obetfitefaen'k^'  B.'io,=Mii  tmdi'deMM 
InlensHSttT^ai,  so  ist,  wie  sna  2)  bervoi^cbt,  i  "  ' 

^I  =  «l.  X,=COiJ 

d.  H.  dte  Intensität  des   itnenfdliklh    gro^^' "Kürpe^ii  wird' ilich^ 

xelndert.  '-' 

ieiden  VCSrpCr:  die  Elg«ViitctlaA  stets"tJi^elbe 
I  in  sich  ztr  ernsten',  z.B.  d»  «rtite^'^b' 
li-  Ein  solliiher*»T|H!r  kann  s.6niteU  iH^Bfr 
e  ein  KOrper  von  uiiändlich  grosseTTHtclie 
Ir  sagen  Ton  eln'ein  solcheta,  K9ii»ei'  e^j^-' 

6)  Wenn  man  ttvea  iaolirtei 
sirten  oder  neutralen .  Zustande 
K&rn^s  bringt,  so,,  das«  eiqe 
b«dfln  liegt,, s»  trennen  «iehiinri 
llengM  von  biaha  »euttausüten 
die  der  Quelle  entgegen  gesetzl 
npd  .die  mit  der  Quelle  gleich« 
lliei]}  letztere  ist  frei,  erster^ 
verlassen  und  heiest  deshalb  gel 
wird  aber  auch  ein  gewisser  Tlic 
eben  freiejn  Eleclrlcltät  ebenfalls  genanaen. 

6)  BfltBbrt  ein  dritter  K<>rD<er  einen  >on  ^QD.sw.eiea,  welch« 
verlheilend  auf  einander  einwirken,  so  wird  das  nach  2)  erhaltene 
^•'freien  Electricititen  in  dpn -.beiden  sich  herflhrenden  KSrpem 
angehende  Resultat  nicht  geSndert,  indem  nSmIicb  die  gennn- 
denen  BlectrieitHten  so  anf^efaast  werden^  dass-die  freien'  für 
steh  im  Gl^ehgewichrt  sind..'  ftUn  : luom '  aSddioh  ; die  gebv*- 
dene  ElectricitKt  eines  Kfirpers  immer  in  dem  Sinne  nehmen, 
dlass  es  die  sri,  derea  Wbknog  auf  'die  flbrige  in  denuelhea 
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]M}»0r*-'eifth8lt0ne  und' nitt  ddini:WaiB«ii'*fcr.fr«teii'beaBtiidiiiete 
Siectrieität  durch  di^  laAüem  des  andern  liindeiid^iJäir^enLlgaitt 
btld  ttarsofeeltofteir  iwifdi  Dann- amssiioffenbär  die  ifr^ei'filaetrlv 
dltdt>  im  erBwuiKftrperlfir  aioh  und  alsogatis  so  im'GMbhgewicht 
beiti.  als  o(k  11^  Lesern  Körper  keine  ffelMnydene  filectricitftt  ¥br- 
battoen  wäre.  Itte:  Reditmässigkeii  dieMr  VeratctUwDmweise  ka^ 
i^Mgetebcrida  iLeinemiZ^eil«!  lintecUegen , .  wo  ivle  Sei  den  Gon-) 
deiieialorwirkuiiffeil-  dle^  frei^  fifeciricttät  (immer  nar  «gleichsalu  ein 
versetminileiidvlileiDer  Tbeihdev/GeidammtelectrioiÜt  ki.  i 

f^  :;^7);Sina,(iiV;^i^^^^^^  eine  gegeni^ettige  Bin- 

dqng'vftatt  findet,  ^bene  Plattöti  Von  congruenten  Grundfläcbeh, 
una^sp.^^^gepeinanäer  gesteUt^  dass  'ersten^  die  Grundtläcbeii  par 
r^Il,el,,9ind[f,/)sweitens  oeren  entä^recb^nde  Punkte  sich  jedesmal 
in  eiii^^'ailf  ihnen  senkrechten  Geraden,  befinden,  so  bangt. di^ 
Menge  der  gebunaeYien  Elecf ricitäten  in  jedem  erstens  voi  der  Ge- 
stalt des  andern  Korpers'  und  de'r  in  Ihm  enthalteoeo  Elecirtcitfit, 
2^eite)tei  Tüii  der'Diekeder  xncbt  leitenden  Schiebt  ab;  bleibt  die 
Chestalt  der 'KSrper.'Und'die  Dicke 'der  .sie  Toa  eifiander  trdmraii*' 
den  Schicht  opnstant,  so'M  die  Mengb -.der  gebnndeneb  Electric 
eitftt  in  der  eineök  Platte  der  Erfaimog):  su  Folgessn^fp,  wenn 
ap\'A\<g  Menge' der *m'ider  andern. E^itej-beindliäea  Electricittlt^* 
p  dtd 'Platteniläche  selbst  bedeutet;  da  die  ^ebondene  Electricität 
diki  der  bindenden  entgegengesezte  Q^aKtHt  bat,  so»  kann,  weäb 
unter  ap  die  Menge  und  Qualität  der  bindenden  Electtic^t  be«' 

griffen  ivird,  mit  ^^nap  die  Menge  und  Qualität  der  gebundenen 
ezeicbnet  werden.  Die  Zabl.n  heilet  Bindungsvermuffen,  sie  ist 
stets  ein  poaitiver  eigen tliclier  ßruch,  welcher  der  Zahl  1  um  so 
näher  kömmt,  je  dünner  die  nicht'  leltebde  Schicht  ist. 

8)  Ein  Instrument,  das  aus  zwei  leitenden  congruenteii  Platten: 
bestent,  deren  Grundflächen  möglichst  eben  und  anrch  eine  sehr 
diinne  nicht  leitende  Schicht  getrennt -sind,  und  noch  die  Ein- 
richtung besitzen,  dass  man  sie  isolLrt  .trennen  kann,  heisst  Con- 
densator  ^Verdichter)  und  dient  zur  Nach  Weisung  von  Electricitä* 
ttf Ott -^veb^,. geringe  Inteosititfiep  b^s^t^eii«.  Ueber  die  Wirkung 
wii4»(i1»iiUlgemeh)en  Folgendes  benieiki;:.  W.ennqmn  nMt  den  Pli^tK 
ten)4i0EleetrißUätequeilen  in  V^bindnng:  setzt,  ^o  wird  die.Piattci 
ElbcIvMi^tät  aitfoebmen  nnd.zwsMr  so  Ung^  bis  die  freie  j^leoirioität. 
deisQiben  der  nocb.  übrigen  .ftfeien  Eeecjtricität  der  QueVe.da^ 
Gieißbg^iebt  häl^.:  Die  m  der  Platte  befindli^^b^^l^ctricM^t  be^ 
stebl:;  fm^:  «iner.  g^vrfsf^en  M^enge  freier  und  einer:  gewissien  Merif^ 
gebund^er  Eleetrieität^  werdet^  später  die  Platten  getreopt^i  so 
Wird  die  vorher  gebundene  Electricität  aucbfrei  u|id  es  äi^ser^ 
sich  nun  alle  in  die  Platte  gegangene  Electricität,  welche  bei 
einer  wahrhaß  condensatoriscMn  Wfrfciing  immer  viel  grösser  ist, 
als  die  Electricität,  die  sich  in  ibeen  angesammelt  hätte,  wenn 
dieselben  bei  sonst  gleichen  Ümstäbdeb  getrennt  gewesen  wären. 

IL    Nähere  Betrachtung  der  Condensatorwirkung* 

1)  Ist  die  Obe^ilMche-  einer  jeden  voll;  deri.  beiden  Platten 
eines  Condensa^orsis^sp^  das.  zwischen  dea  Plaitea  herrschende 
Bindungs vermögen  =:n,  und  wird  mit  der  einen  Platte  ein  Kör- 
per von  d«^  CMbeifiliche  o  und  der  electiischen  Idtensität  .<ti  mit 
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der  ändwn  Plsfte  ^Id  KSroer  tod  der  Oberliche  nr  uild.  dereko- 
trbcben  Inteosität  a  in  Verbiodung  ^ebradity.so  ^^crden,  tmdbf- 
dem»  der  Condensator  eeioe  Wirkanff  Tottendel  hai,  treoa  u  tind 
t;  die  mittlerd  Intensitfiten  de^  m  Sie  cAie  and  andere  Condeo* 
saterülatte  gekommenen  CtesarnntteleotridtiAen  bedeuten ,  up  und 
vp  die  Gesammtmeiieen  der  in  diesen  Ptetien  enthaltenen  JElec^ 
tridtäten  vorstellen»  •  Ueselehneii  b  und  ß  die  mltllernn  loteneitfi* 
ten  der  nach  dem  Uebergange  in  den  Oberfl&ohen  o  nnd  ko 
noch  zurfickgeUiebenen  Blectrieltiten,  so  gebeniA  ned.»!^  die 
Mengen  dieser  Electricitäten  zu  erlcc^onen»  sowie  nach  I.  6)  bcp 
und  ßyp  die  in  den  beiden  Condensatorplatten  vorhabdeuen  freien 
Electncitatsmengen «  wenn  c  und  y  oie  in  I.'  3)  bei^prochenen 
GieicbgewIcbtscoelBcienten  zwischen  der  ersten  oder  SEweiteti'Coii- 
densatorplatte  nnd  der  .Oberfläche  o  oder  m  bezeichnen.  In  den 
nächsten  Paragraphen  wird  angegeben  werden,  wie  sich  die  Gros- 
sen u  und  V,  0  und  ß  bestimmen  lassen. 

i^)  Wenn,  wie  angenommen,  in  der  einto  Platte  die  Cr0- 
ssrnrntmenge  tcp,  in  der  andern  die  Gesämnitmeoge  ti^  ist^  4# 
ist  nach  I.  7)  tu  der  ersteren  von  der  Alengt  up  die  Meng!8 
<^si«p  nnd  in  der  zweiten  «en  der  Menge  vp  die  Menge  «r  nwsp 
gebunden,  folgfich  ist  in  der  einen  nur  notih  die-  Mebge  Up-^ 
{^^nvp)  frei  nnd  in  der  andern  vp>— (-^ntcfi).  Die  freie  Eleetri» 
cllSt  in  der  einen  Ist  aber  ötp.  In  der  anaern  ßfp,  folgKeb  ba* 
ben  wir  die  Gleichungen  t 


hieraus  folgt 


up+nvpzitbcp, 
vp+nup=^ßYp; 


bo^nßf  ßY--nb 


S)  Durch  das  Berahren  der  Plaffen  mit  den  Körpern  ^  sowie 
durch  das  NSbern  oder  Trennen  wird  offenbar  niehts  an  der  Menge 
der  auf  ihnen  und  der  auf  den  mit  ihnen  in  Berübrung  stebeodeti 
Körpern  sitzenden  Electricitftt  geändert.  Die  6esammtmefi|;e  der 
in  Betracht  kommenden  Eiectncität  war  abef^  da  sieb  vor  de» 
Berührung  der  KSrper  mit  den  Platten  in  letztern  keine  Eleetrict* 
tSt  befand.  In  dem  einen  Thefl  do,  in  dem  andern  uro«  Die  Menge 
nach  der  Berährung  ist  im  ersten  Thell  up-^bo  Im  a»dem  vp 
-fßfOi  also  haben  wir: 

oder  für  u  und  v  aus  der  vorigen  Nummer  ihre  Werthe  gesezt,  gibt: 

bcp'-^nßfp-{'bo{\'rv?)^=:'V.o{\-*'n^\, 
ßyp'^nbcp+ßm(l'^ffl)s=iu€»{l—n^. 

Hleraos  erhalten  wir  fOr  b  und  ß  nachstehende  WMhe: 
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4)  Setzt  man  diese  Wetthet  \a  die  (Qr  u  und  t;  m  2)  enthal- 
tene Gleichang'»  so  liaben  wir: 

aco(yp  +  iD)— ngyoip  '  «iPy(cp-|-o)— »g^oo 

5)  Ans  den  allgemeitien  Formeln  in  3)  und  4)  wollen  wir 
nnn  einige  speciefle  F&ile  aufsiidieD. 

a)  An  der  zweiten  Platte  sei  kein  Leiter. 
Hier  ist:  cr=(o  =  0. 

-         ao  ^ nato      , 

^o  +  cp*    ^~y{o^cp)  ' 

aoc  ' 

II— — vcsQ  . 

o  +  <5P 

Vorstehende  Resultate  lassen  steh  leicht  aus  1.  2)  herleiten. 
Diese  Formeln  haben  aber  hier  Göltigkeit»  da  nach  I.  6)  die  ee- 
bundenen  Electricitäten  keinen  Einfluss  auf  die  Vertheilang  der 
freien  haben.  Setzt  man  aber  in  I.  2)  die  nnserm  Falle  entspre- 
chenden Daten  9  als: 

©1  =  0,  «1  =  «,  c^=ic\ 

'   '  Oä— P»  «»==0; 

dann     ist    ari  =  6  =  — r'-—  te  freie  ElectricitSt  des  mit  der  einen 

*  o-^cp 

Platte  in   Verbindnng  stehenden  KOrpers,  und  a?-=c6  =  ----5 

•  O     T"   Cp 

=  u  =  Ladung  dieser  Platte.  Durch  x^  wird  aber  in  der  zweiten 
I^aitle^nai^rs:— --7 — gebunden^  folglich  bleibt,  so  lange  die  Plat- 
ten siebt  getrennt  werden,  +  ZTZ^^ßY  '^®*>  ^"^  hierans  /Js* 
9  wie  auch  oben. 


«   ■    ■  ■i«H 


io  +  cp)y 

h)  An  der  zweiten  Platte  ist  ein  Leiter  Yen  der  Fikche 
0»  und  idoE  iMtensiUlt  0,  also  üaBso»,  fl»s0;. 

, ao(yji  +  (p(i— n*)) nacop 

ow(l— «•)+p(yo+c(D)-|-p*cy''^'^<n>(l— n^  +  p(yo-|-  cm)+ft^c/ 


aaeLyp  +  a)  ^viacot^ 

oa>(I — it')+/?(yo+cco)-|-p*cy       o a  (1 — n*)  +p  (yo  +  c»)  -^p■cy 


l  •    \  • ,    •  • .    • 


c)VRi  der  «#ei*en  Plttt^  «tAt  ^^e^  Q«ele  von  con* 
«tanterlnteBftit&t  ü^  in  Verbindavg^;  aleio  «=«,  i9,s=<30  • 

"         o(l-n«)+pc     '    r      0(1— »•)+pr' 
aoc — ntiov  ay(cp  +  o)—naoc 

d)  Mit  der  zweiten  Platte  steht  eine  Quelle  von  constan- 

, ,.  terlj^^i^ität  a3=0  lQ.Veibindunji^..f^^==^v9  c»:=?0D;da8 
Wäre,  wenn  die  zweitß  Platte  mit. (ler  Erde  in ; leiten? 
der  Verbindung  steht. 

«oi  __      —  ao«c 

^-o(l-n^+pc'    **— o(l-n«)+pc' 

e)  Mit  beiden  Platten  stehen  Electricit&tsquellen  von  con- 
stan^erlntensität  in  VerbiiiduBg ;  a^^^»  cr=ayiQz=:(o=  oo  ; 

/)  Die  eine  der  cotistanten  Intensität  a=0,  also  die  eine 
Platte  mit  der  Erde  verbunden. 


!.    \\ 


ac .  nac 


l-n«*     ^— 1_„2- 


. '  ß)  .Sehrt  Ifeieht  ist  '^s  sich  auf  andern  Wegen  von  der  Rkhtie- 
keit  der  Formeln  zu  überzeugen^  wie  es  z.  B.  bei  denen  vom  Falle 
a)  ^escb^h*  Pie  Fpripelo  e)  und  /)  sind  die  in:denL4ehrbflcheni  allein 
aufgestellten.  Wir  bemerken  'schliesslhrh  noch,  dass  pcb  und 
pyp  die  in  den  Platten  während  ihres  Beis^ipmenseins  vorhande- 
nen freien  Electricitätsmengen  sind.  '         ;    .'    '  ^ 

'  '  •?)' Wib  w»MeB»miB  mr  Bereehdotig  von  demiFaUe  flbergehen» 
wo  era  CondleoBator  schon  die  Laümgea  »'«nd:«  hat  und  nach 
Entfernung  der  diese  Ladungen  bewirkenden  Quellen  neue  Quellen 
mit  den  Platzten,  verbunden  werden.  ^        i    ^   ^^ 

,  Es  siod  'die  neuen,  LaiSuiigen  ic'  und  v'.,  ;  D^e  neuen  Qbnellen 
haben  die  Flächen  *o'  und  m'  mit  den  Intensitäten  a*  und  af;  fer- 
ner seien  c'  und  y  die  GleichgewichtscoefBcienten^  p^  und  n  und 
i^ii^ttd  ß'  haben  mit  d^m  Vorigen  gleiche  und  ähnliche  Be4euttuig 

Nach  deinsetben  Räsonnement»  wie  im  IL  3)  findet  man: 
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u' 


Um  6'  und  /!^zll  Jicstimmen ,  mApheo  wir  eine  ähnliehe  Be 
trachtuDg  wie  in  U.  3). 

Es  ist  nämlich  die  jetzt  in  der  einen  .Platte  befindliche  £lec- 
irldtätsmenge  ii'h,  and!  die  noch.  Im  iS^brner  vorhandene  o'b'. 
offenbar  so  gross,,  als  die  vorüäi*  io  dek*  PTatte  und  im  KOtper 
gewesene»  also 

u'p  +  /©'  6'  Ä 1^  -f  o'  a',  ebenso 

Hieva«  findet  man  aber: 

o'  c»'(l— »«)  +p(o'y'+(»'cO  +|i*c'y' 

^"*       o'(»'(i-if«)+^(oY+i«)'«')-»-p*«V 


und  femer: 


( 


•  I. 


"  *=    o'«'(i--»»)+/»(<»y+«»'«')+p"c'y' 

8)  Es  .ist  leicht  einzusehen»  dass,  wenn  nun  noch  wei- 
tere Ladungen  bewerlcstelligt  würden»  die  betreffenden  Grossen 
auf  gleiche  Weise  durch  diese  ReCursions  -  Formeln  gefunden 
würden. 

So  weitläufig  diese  Formeln  ihrer,  grossen  Allgemeinheit  we- 
gen auch  erscheinen«  sq  ein&ch  werden  sie  In  den  meisten  spe* 
ciellen  Fällen.  Im  folgenden  Paragraphen  wollen  wir»  als  Beleg 
hiefiSr»  die  Wirkung  des  sogenannten  doppelten  Condensators  von 
Cuthbertson»  4^s8en  näl^r^  Einrichtung  in  Gilberts  Anna- 
len  XIII.  oder  Gehler's  physikalischem  Wörterbuch  II. 
beschrieben  ist»  berechnen. 

10)  Im  Wesentlichen  ist  die  Einrichtung  folgende:  Zwei.Con 
densatoren  mit  den  Plattenflächen  p^  und  ^^  und  den  Bindungs- 
vermogen  n^  und  n^  werdeb  durch  ihre  einen  Platten  mit  einer 
Quelle  von  der  constanten  Intensität  a»  durch  ihre  andern  Platten 
mit  der  Ih'de  verbtondeh.  Die  hieKör  gehörigen  Gleichgewfchts- 
CoefBclenten  srnd  i^i  und  t^.  Die  t^e\  Condensatoren  erh4lte)[^ 
dadurch  die  Ladungen: 


Tlieil  Xm  21 


322 

der  erst«-:  der  cwipite: 

Nui)^  trennt  man  die  Platten  des  ei'sten  Condensators  und 
bringt  die  eine  von  ihnen ^  welche  die  Ladung  Ui  besitzt,  mit. .der 
Platte  des  zweiten,  welche  u^  als  Ladung  hat, .tn  Berührung« 
während  die  andere  Platte  des  zweiten  Condensatoris  mit  der  Erde 
verbunden  bleibt.  Der  zweite  Condensator  erhSit  hiedurch  die 
Ladungen  « ^  und  v'^l  c'^  sei  der  zur,  Verbindung  der  zwei  Plat- 
ten gehurige  GleichgewichtscoetBeient. 

Die  Werthe  6'«,  ß'«,  u',,  v'^  findet  man  aus  cle>n  Fö^ineln  IL 
7),  wenn  man  dort  die  dein  jetzigen  Falle  angen(ie|9Si|ei^en  Substitu- 
tionen macht,  nähiliph:  .     '  v. 

o':=zpiy  a  =  tt,  c'=;c'ai  t£=tfa,  pczji^,  h=n^,  «'=0,   cö'=qo  ; 

^*-    Pi(l-nl)+;,2c',  '     ^•-"' 

11)  In  Gehlers  physikalischem  Worterbuche  steht  eine 
Formel  für  den  FalK  dted.4ie  Pbtt^rdes  ersteig  Condensators  m mal 
grosser  sind ,  als  die  de^  zweitfji ;  ferner  •  ^ss  die  BindungsTer- 
mögen  einander  gleich,  una  ^ie  Gleichgewichts -CoefBcienten  zu 
vemachlässisren  sind.    Wir  setzen  also:  , 


.ir 


Dann  ist: 


,  (»n+l)«ip     '  (re--f'l)g 

In  dem  Gehlerschen  Worterbuche  steht  lur  u'^  der  Werth 

tna         .  , 

I 

So  lange  nt  nicht  gar  ^oss  wird^  w^iclip^j  ,di^  zwei  Werthe, 
da  l^n^  gewuhnlicb  sehr  kleior  ist,  lyenig  vop  leiuaiider  ab.  So* 
bald  a))er  m  gross  wird,  gehen   sie  *  aus  einander.  .  Nach  unserer 

Formel  ist  z.  B,  ftlr  7ii=:qo  ,  tij'  ein  Maximum  =:  .^ ^v^  » wäb- 


■  I  • 


838 

rend  oach  der  andern  Formel  h%  4ttrcb  ein  in*8  Unbestimmte  fort- 

Sdieodee  Steigen  von  m  selbst  über  alle  Gränzen  steigt»  welchem 
esiiltate  aber  schon  die  Erfahrung  widerspricht 

12)  Die  Formeln  des'  §.  10.  lassen  sich  leicht  filr  den  Fall» 
dass  mehrere  OoMenSatoMft«  hintM  einander  ih  Wirksamkeit  tre- 
ten» ausdehnen.    Es  sind  fe.-^fi;  r  CüMidensatoren  gegeben; 

)t|   n^  9ta  •  •  •  •  Y'r 9     Pi  p%  Pz  *"' pr»     C|    C^  C^  ,.,,  Crt 

,       ^%    ^8    c'4  •  •  •  •  C'r 

haben  analoge  Bedeutung  mit  den  ini  $•  10.  gebrauchten  gleiclien 
Buchstaben. 

Die  Condensatoren  werden  dur^b  ihre,  ein^nr Platten  mit  einer 
Quelle  Ton  constanter  Intensität,  a»  dur^h :  i|ire  anderen  Platten 
mit  der  Erde  in  Verbindung  gesetzt 


I   I 


Dadurch  laden  sie  sich  und  es  ist: 
Ladung  des  IstenCondensators»  d^s  2^en»  i^*  s.  f.    .  des  rten. 

C|  a  '  __    ift^ki  cra 

Nun  trennt  man  die  Platten  ^es  ersten'  Condensätörs  »die  mit 
der  Ladung  Ui  wird  mit  der  Platte,  des  zjveiten  Condensators, 
welche  die  Ladung  u«  besitzt»  verbunden;  wodurch  #ese  Platte 
die  Ladung  u^  erhält  Hierauf  wird  «udi  der  zweite  Condensator 
getrennt»  die  Platte  mit  der  Ladung  vf^  wird  in  Verbinduuff  ge- 
setzt mit  der  Platte  des  dritten  CoAdendMörs,  welcheir  df^  Ladung 
«3  hat,  wodurch  leztere  sich  mit  u'^  ladet.  So  führt  man  fort, 
bis  man  zuletzt  zum  rten  Condensator  gelangt»  dessen  eine  Platte 
die  Ladung  «V  hat  .Die  Werthe  ti'«,  «'^  «nd  kV  Werd^ 


ganz  sowie  u'%  in  §.  iO.  gesnbht' itnd  man 'findet  tC|  und  u'%    wie 


ferner 


^  -1     g jifa  s;?t -I- "aP^ 
u.  8.  f.;  endlich 

Pr^iX-r^y-i-Crpr  ' 

13)  Sind  die  BindunesvermSgen  aller  Condensatoren  =n  und 
die  Gleichgewichts -Coemcienten  =:1 ,  haben  femer  die  PlattenflS« 
chen  folgende  Werthe : 

Pi  =  m^-^p , 


i=;f«*'-*j» 


üV 


9U 

Pr=p; 

d,  fa.  bit  der  Mgßni^  Candenmtor  ia^vier  mmnl  Ueiiiei«  Platten 
flächen,  ^a  def  vbrliergalieiMte,  90  ist: 

a 


•^*^  a-M")  (m(l-n«)  + 1) ' 
,       •(«(w»+l)  +  I+m  (!-«•)) 

«4* (l-«*)(l  +  m(t--n«))» '^^"^ 

■ 

_    m«(CT+l)+m(l+m(l-n«))+(l-H»t(l-n«))» 
-"  (l*-n«)(l+m(l-n«))»  ' 


(m'-«(m+l)-Hii'^(l+«i(l--^*))H-i«^t-Hn(l'-»*))H.-(l+»i«(l-«*)y-^ 

(1— «^(l+m(l— M*))»^-» 


^^— ^w» 


Wäre  daa. n  beinalM  1>  aa.bätt*  mtn 
at^  l^duv«  fiii  de^  ki^tn^t««  und  leizteo  Condevaatov* 


m.    Wirknog  b«i  mebrereii  pftäichMitig  im  Thätigkevt 

geaetstett  Ccsiiaevaatora'ii» 

1)  Ein  Körper  von  der  Ob^rflä/che  o  und  der  Intensität  a 
wird  mit  den  einen  Platten  toH  t  üendensatoren  verbunden  und 
ein  zweiter  Körper  vonderOberUehe  v  und  der  Intensität  a  mit 
den  andern.  * 

Die  Oberflächen  der  Condensatorplatten   sind: 
Die  Bindongsvermogieft: 

«1   Wjj  Ws    Ilr  1 

Die  Gleichgewichtscoefficionten: 

» 


^5 

1d  die  Platten  wird  so  lange  Electricität  gehen«  bis  die  in 
jeder  befindlichen  freie  Electricität  und  die  noch  übrige  in  den 
Körpern  sich  gegenseitig  im  Gleichgewicht  halten.  Haben  die 
Körper  am  Ende  noch  dw  freien  Electricitäten  6  und  ß,   so  sind: 

kl  ß  Iftß  h^  ß         krß 

m 

die  freien  Electricitäten  in  den  Platten. 

2)  Sehr  leicht  ist  es  niin,  die  Rich^gl^eit  nachstehender  Glei- 
chungen einzusehen: 

Urfr'i-nrVrpr^'CTbthf 
VrPfH-nr  Urfr = fr  ßpr  l 

WO  ur  und  vr  die  Ladungen  der  Platte  jdits  rten  Condensators  be- 
deuten.   Hieraus  bestimmet  sieh  ur  una  Pr'' 


Ur 


3)    Eben  so  leicht  springt  die  Richtigkeit  folgender  Gleichun- 
gen in  die  Augen:  '   ^'2^ 

Siutpt)-t-bo=taaf  r 

» 

woraus  mit  Bezugnahme  ä^lll.  2):       "^f^ 


^  ^-  .-^ 


x 


.'     %. 
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4)  Wenn  man  diese  Werthe  in  die  Glelchangen  des  §.  2. 
eetzt»  80  ist  ur  und  vr  bestimmt« 

5)  SchiiessliGh  wollen  wir  noch  den  Fall  in  Betracht  ziehen^ 
wo  die  r  Condensatoren  schon  Ladungen  besitzen  und  nun  mit 
zwei  neuen  Quellen,  wie  vorhin,  in  Verbindung  gesetzt  werden. 


Es  sind: 


tfl   »s  1%  .  • *   .    •   ttr 


die  alten  Ladungen; 

c'iY'i    c^yV^  ..  .  .  rrV.  cVy'r 

die  GleichgeiFichtscoeficient^n; 

o'  und   m'  sind  die   Fliehen,  af  und'a'   die  Intensitäten  der 
neuen  Quellen; 

tt'i  a'a  le's  ..........  «VI 

v\  vj  v'y^«'.  .  /.r. v'r! 

sind  die  neuen  Ladungen;  -^  ^ 

6'  und  ß^  die  freien  Elecffioitäten  der  Quellen  nach  den  neuen 
Ladungen.  v ^ 

6)    Nun  ist  ganz  wie  früher     . .        ' 

Vrpr  -ffn^'rPr^  ß* itpr  \ 

hieraus : 


7)    Ebenso  ist  ^^m^frilGShi  analog: 

S{v.'tPt)  +  O'A'  =  d'i'  +  «S(Kr/»r), 

hieraus  folgt: 


W  .  I 


t  •     .  'J 


'<•♦  M 


II 


c/> 


I 


+ 


Od 


■m 


8 

T 


i 


O)' 


I 


•9 


? 

+ 


05 


II 


i 


+" 


'    I 


•Od 


?.|9     i^^ 


+ 


+ 
5 

1 


?-  •■  J 


.> 


+ 


?- 


s 


-^         Gr> 


r" 


c^     r 


SS 


■I»» 


?- 


s 

■« 

?> 


»    < 


r 


f 
•« 


+ 

'8 


ii 


Od 
? 

+ 

8 


Od 


\J. 


w 


^ 

"« 


*  I 


)    : 


'   \ 


i  . 


f  1 


1.  ..: 


1'     :.    i 


!'•;   ij'  / 


I« 


I  •  i , 


329 

.     Dtesb.Werthe^ttrdieGleichtiii^  filr  vt  undv'feBetzt,  geben 
diäte  in  Javier  bekknoten  ttrSesen:  aasgedrAckti- 

•  »     i  ■  .  ;  .  ... 

.  ^X  -Wir  WoUao  nun  noch  ein  Betoiel  ftfar  die  lotiten  Fl^roMk 
iiMMhdD.  Ee  MieorCnndeneatoren  onildbt.dier  einen.  Platten  mit 
ainctr  ^netnnten  Quelle  «  in  VerUndung»  durch  die  andern  Plair 
ten.nbef.  mil  der  £rde«  Ferner  .weUen  wit  laUe  Gleichgencichte* 
coefBcienten  =1  setzen.  Ebenso  alle.  BindinsBVeraiugeB  ^xn» 
Der  Anoahme  nach  ist  o=(o=qd,  a^=^ai  0=0; 

somit    ftssn, 
Nun  ist: 


'  '.  '. 


aus  den  Formeln  I)  .und  2)  dieses  Abschnitts. 

Wir  entfernen  nun  die  Qnelle  und  den  rten'CoU<)f^nsatW>(reh- 
nen  die  Platten  des  letztera  und  setzen  die  Ladung  u  mit  den 
Platten,  welche  dieselbe  Ladung  schon  besitzen »  als  neue  Quelle 
in  Verbindung.  Um  nup-die  neiu^n  , Ladungen  ^  erhalten,  setzen 
wir  in  den  Formeln  6)  una  7): 


•u  •    ^^ 


Dann  ist  aus  7);  .      i   ,   i 

^,        upr+ÖKUf-iPf^l)      _  UÖ(pr)  ^^       _ 


oder  fijr.  •»  «einen  Wert|i  gpsetzt,  g^lrt  endtf<)hf .  .  n^  t  i . 


tt'  = 


aSlpr) 


'  '  'iSfer  Ist  woM  zu  bemerken,  dass  uf  dieLdduhg  lii'!^en  iiDinen 
Platten  aller  nun  no^h  in  Wirksamkeit  stehenden  Condensätbren 
ist;  da  einer  getrennt  wurde,  so  sind  ihrer  nur  ndch  r-^1. 
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'  Wir  eotlviieii  nun  den  (r-^l)len  CmdensaMr  oM  benlitsen» 
Bo  wie  vorhin,  dito'  Ludvng  den  rten,  mln>'die<OLMhHur  ndinsen» 
d.  h.  wir  trennen  die  Platten  des  eben  entfernten  (r— Qten  Con» 
denaators»  «etsen  die  von  ihnen/  irelchei  dicht  nrft  der  Erde  ver- 
bünden; war,  ^in  VevbiAduiig  mit  denjeDieeo  Platten  der  flbd)g«tt 
t-^2  €oBd6n8aiiorbn,:weiohe'<eb6nfall6  nicht  mit  der  iMki*^flMia- 
den  waren.  Diene'  Platten  efhalten  dadurch  eine  wie  dieendere 
die  hadmg  iU^i^nad'mß' latt  • '    «»'*•>  -t'  i  -u   i.  •  .  •)  ..u  .m> 


tt"  = 


n'  S  (pr^) 


S  (pr^^il—n*)p 


r-1 


I.' 


Entfernen  wir  nun  den  (r— 2)ten  Condensator  und  machen  es 

wie  vorhin  5  so  ist  die  Ladung  der  übrigen  r— 3  Condensatoren: 

. .  — . ,/       .  . 

Endlich  entfernen  wir  'den  ften  Coüdeiisatc^,  so  hat  der  erste 
noch  4i^  Xiadung):  .     ^  .„,•,  •..  ,.  .,i|.,„t\  -AI,  .i-.i  *jjrir.:h.  >    :v 


Aus  diesen  Formeln  tat  die  tt'  erhalten  wir  endlich: 


f  \ 


j.--tU  .       ...    ^.«v  rr  ,•;    .  .'    -   f 


tf     = 


{Pi+Pa>  iPl+P%+P9) {Pl+Pt'"+Pr\ 


{\    ^x  •.    •;        W' 


lpi+a-n«)^)lpi4fii+(l--n«)/^|..|pi4Ä-.Pr-i+|ir(r^^^   '  l-n« " 

^  Setzen  wir«  wie  oben  im  Abschnitt  H.  $.  13.:  \     ~ 

'    ^        ^'^  '   1...  .  I             ••'.  i    .   «  •     1,^..  : 
pr=m''"*p,  |^^-i=m''-«p,  pr-«=m'-»p, 

so  erhalten  wir:         /'       '' ...    ;   i,      .f. 


t      k   ; .  • 


"  ~  a-««Kl+«(l-»»*)lll+««+w*(l-«^|.U+iii..m'-«+w'^Kl-«^*' 


*\ 


.• 


-     .  ...  ^ 

Die  Art  der  Ladan|an^  \yieiivir  sie' jetzt  haben»  unterscheidet 
sich  von  der  im  Abschnitt  IL  nur  dadurch,  dass  bei  den  auf  ein- 
ander ffdef^pden  Ladungen  .hier  ijnmer  ifehrcfr^.  .Cfind^imtoren 
gleichRdtig. wirke^,  es. Ihrer  a|»er  immer  vveniger>erdw;, ,)?ip.^^ 
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letzt  npr  der  Ueiimttt  allän  noch  geladen  wird;  im  IL  Abschnitt 
ging  die  Ladung  anch  zuletzt  allein  auf  den  kleinsten  Condensator 
Aber»  aber  bei  den  auf  einander  folgenden  Ladungen  war  stets 
nur  ein  Condensator  thätig;  die  Resultate  sind,  wie  wir  sehen, 
verschieden;  wenn  jedoch  die  Condensatoren  recht  gut  sind,  also 
n  beinahe  =1»  so  Ist: 


""(l-m)(l-n«)^ 


und  wir  erhalten  demnach! 
gleicher  Voraussetzung  diö 


rm 


6»De  Resultat,  welches  bei 
i^tflL  §.  13.  gaben. 


Zum  Schlüsse .  nehme  ich  Veranlassung  dem  verdienstvollen 
Autor  »der  ealvanischen"K'ette^'  den  mnigsten  Dank  auszu- 
drficken  für  aas  ..Schaft  and  Nützliche  ^  welches  zu  erlernen  er 
mfar  häufig  6el<^enhw  not,  Äefls  als  erranVne^  und  bewährter 
Lehrer  in  ^  eeliiei^  iVorlesnngitai'  ül^er  Electrititäft ,  i  fkeds  •  als  wohl- 
wollender und  gefäUiger  Freund  im  nähern  Umgang.  Auch  darf 
idi  nicht  verschweigen,  dass  mir  sein  Rath  bei  Abfassung  dieses 
Aufsatzes  (namentlich  bei  L  6))  hülfreich  zur  Seite  stand. 


•;.t. 


*"•  t . 


.\ 


TTTff 


!■      /      I   I  .        /.',      .'»r 


.!i!  J   mit    :{iur   *A   il-.i.i    'iii..u«.  .   |..'    .v    ; 


n.i. 


I  *   *  ff  * 


>i< 


W  i    '••'i>     •«'!  -    •    ,     ">}'.  n     .  \.' \\n{\ .  t 
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*    I         */   ( 

ii  •   .    {»Mn»Ji}.j»  '     .ti     j.,:ti.)rvs)  j.  )r»i»   ,i".j'li'{  •">.-«!  -j/n«/! 
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•II"}   'I    '.!•     .      .      .t         \   •    '.Hl    I  ..f.  w   .•:     M       -'v'     !-.|iii//    ir)f 


»         M 


3» 


-♦.)  . 


.     .  > 


I  ■> 


I         ^     •  •  •  j 


,'.M|.»  I  -.1:: 


-^        I 
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»..«•• 


Velbiiiissaiiriiralbeii  fOr  Schüler 


-<   .       .! 


I' 


:*'. 


'••'•';     '  :■    »II''      *  .;.!   i.    ".    VoD;  «Willi  •,        •    {•  tvl  i;  •?  -J '5  li ., 

! > I p  //    .  > .VeiÄUnkd . ier  hAhem  .Bibg«rsiilMda?sa !  S  it %mh e knj • '    <.  •  i d'^  i 


(. 


•) 


1 1 1 


Die  Staoge  ili?  id  untensteheDder  Figur: 


£ 


dreht  sich  um  den  Punkt  E  iSTT  'der  Wink^eschwindigkeit  i\ 
längs  ihr  ist  ein  Korper  (oder  System  von  ^rpern)  ohne  Rei- 
bung beweglich^  dessen  Schwerpunkt  im  Anfanee  der  Bewegung 
in  der  Entwmung  a  von  E  ist  (positiv  nach  B  hin);  am  £nde 
der  Zeit  t  wird  der  Schwerpunkt»  wenn  ausser  der  Fliehkraft 
keine  andere  Kraft  wirkt,  und  die  Geschwindigkeit  im  Anfange 
Null  war,  in  der  Entfernung 

von  £  sein.  Zugleich  wird  er,  verm5^e  beider  Bewegungen,  eine 
Kurve  beschreiben,  deren  Gleichung  in  Polarkoordinaten 


Ist,  worin  r  die  Entfernung  eines  Punktes  der  Kurve  von  £,  ^ 
der  Winkel  dieses  Radius vektor  mit  EB  ist,  nach  der  Richtung 
der  Bewegung  hin  gemessen. 


Stt 


fotet,  cla^s^  was  tadi  4im  \\inke|ge^ch  windigkeit  .und 
«ewlchl  de^  K9rp^;ii  6ei,-wefin  nur  a  ia^Setbä^m, 
eli»i^  Kmxe  durcbtantoii  wird.; 


4  . 


.i 


•     .  ^  ^^  -  '  ■        '. 


Die  dem   Werthe  ipi  des  'Winkels  ^   entsprecbend^  Länge 
di0f i  Kuvre,  vdn  ^siiO  rati  gerechnet^  ijs^ 

«V2  [tg9y"7rp^-it9'VI)+f  *'<»»' VI >]': 


worm 


C0S9=: 


V 


r-r 


*L1  > 


«^iV¥ 


««^i+e-^v'i  "~"vi4^Tqrr" 


Will  nian  di^  Stellung  des  Körpers  M  Ende  der  Zeit  t  wis- 
sen, so  sind  die  Wertbe  von  r  und  '^  für  diesen  Augenblick: 


'.-■  i   V' 


l 


<« 


.'   (. 


i  s  c  e  1 1  e 


Zur  AbluMidluns  VH.  in  Thea  XII,  S.  .93.  , 

.Va>  dton  Hem  Dnator  ^  Ikiciig»i>,  VMMttuiii  d«r  Mhen  Bö»gen<elnil« 

so  Ettenheim. 


Mau  k99ilte  gfgen.  die  dortige  Benreisiiihrwkg  eineK'Emtviad 
erbeben.    Es  ist  nämlicb  allerdings  klar,  nad  folgt}  ««»'der  dopfi« 


T-s — )    nicht 


uu- 


tu 

enilicii  i^t.j},  züygleicb  Ut  f^yT^r-^J^»  »^  (f^nge  nicht  Jt|rj-J=;4ii 

d.  h.  80  lange  nicht  r  nm  eine  endliche  6riläsi^''Vön  nfr^bo^'ti^r- 
schieben  ist.    Ffir  diesen  letztern  Fall  aber  .ist  nicht  bewiesen, 

pö — )=0  zu  stützen  sei.  -  Es  :ist  'dfess  aber  auch  nicht 

nötbig.]  Sj^bald  nfmli9h  £,/-)=  I   gasest  werden   darf,    wird 
die  Fotmel  (4)  geben  :Vv    ;  <  % 

^=^  Vü::?;  ^  ^^>  +  iX(hT)J(^>  + ; 

.  •  {'.I  .     .    '      ,  1  J-,       .<•.'•.   . 

Ans  (5)  folgt,  für  <p(jci)=x: 

'  -  >        > 

•*'""'^*'VL3..r  +  1.2..(r+l)  +  1.2..(r+2)+ / 

d.  b. 

p    (n^e-^        nr^^e-^       vT^^er^    ,        \_ 
^  U .  2 ..:;  +  1.2..(r+l)  +  I.2..  (r+2)  + )^^' 

demnach 

wie  die  Formel  (8)  besagt. 

Geber  die  Bedingungen  der,  Konvergenz  der  Reihen  (9)  und 
(10)  sehe  man  Cauchy'^^l^rt^sj^g^t^  über  die  Differen- 
zialrechnung,  Vorlesung  9. 


I         >.  tm 


Schreiben  dcÄ  Herrn  Doctor  T ^  o  m  a  sj '  Cl  ä  u  s  ^  n\    Obser- 
vaior.an  der  Sternwarte  so.  D-orpat^  aoiden  Heittiisgebeif. 

Im  XII  ten  Bande  Ihres  Archivs  Nr.  XXI.  8.  293.  findet  sich 
V4m  nroTessor'  ScblSmildir  ein  A^ifsatzV)  worin  er  bttwbi^tt,  dass 
dle^tramce»diente  Fiinetion     '  - 


.♦    r 


(  .:;)■■ 


weder  durch  reelle  iiocb-  cptti{>lex<^r  Wertbe  vod  «  d£jh  yp'erth 
=  ^1  erlangen'  ftukiiie.  Es  scneint  itiif  als  ob  hierin  ein  Irrtham 
obwalten  mflsse,  da  es  mir  gelungen  M,  zwei  complexe  Werthe 
von  X  zu  finden,  die  dieser  Gleiqhupg  Gepflge  leUteg^.ipämlich: 
jr=:— 0^794 -h(y,Ö9dOt  bis  äurm  vierte  DecimaisteRe  genau/und 
x=:^2,61  +  0,63 1   bis  auf  die    zweite    Decimalstelle  ^ genau ; 

(»=V— 1).  Es  Hesse  sich  dm^k  weidäuftigere  Re):hnuligeAJ(Bd^^ 
beliebige  Genauigkeit  €te1]lngei>,i  ^ii^*jeddon  Rtr  meinen  Zweck/ 
bloss  das  Vorhandensein  dieser , Wurzeln  zu  zeigen,  ohne  Nutzen 
sind.        I 

Die  Function  f(x)  habe    ich   für  den  numerischen    Calcul   In 
eine  scl^iieller  ppnvfr^r^nde  Reibe  ;auf  folgeDde\ye\sci>yerwaj»delt: 


Mtl.    'i-       .  .  j:!--    .      '^     -   "      I  •'  1 

~'2a!^2\a!     x  +  lj     iKx  +  i     x+2j 


f   I  f..       .     .'    « 


.  v_i L^  _ 


1 1.  .  1       1  l  1  .  1 


2  jf  ^  2  j:(ar+ 1)     'i  (ar+  l)(ar+2)  ^  2  («+2)(«+3)     "'• 

-iixi.        1 
~"2«'''2«  Jc(«+T) 


+  2» 


J»C*(a:  +  l)~(aj+l)(a+2)/     2»C(ar+lX(a:+SÖ .    l^^)ix+S)) 


— 2jr+2«a;(a:  +  l) 

.  1  1.2 1  1.2 

+  2«  a:(a-+l)(ar+2)     2«  (ar+l)(ar+2)  (x+3)  +  

111        1  1  1.2 

"~  2  « "*"  2»a;(x+])  ■*"  2»  a:(«+l)  («+2) 

.  12/  1 J \_ 

+  2«  VaKa:+l)(a:+2)     (a:H)(a:+2)(jf+3)y       • " 


_11      1_      1_      .  1  1.2: 

—  2  ar"*"  2»  a:(a+T)  +  ^ '  <i<«+l)  («+2) 


<  •  • 


Durch  Wiederholung  der  Operation  erhält  mil^:. 


>  •   • 


>>    I 


/■  W  — 2  ^  +  2»  «(«+l;  "*"  2»  «  (<r+l)  (ai+^ 


!;  1 


■*■  2« '  a;  (ar+1)  (a;+2)  (ar+3)  "*" 


r 


r 


Dto  Geisetz,  wonach  die  Reihe  fortschreite*  tot  augenfällige  Die 
Reihe  seilwt  wird  immer»  gehurig  verlängert »  convergent,  und  man 
kann  zugleich  aus  den  letzten  Gliedern,  die  man.  in  R^chnmi^ 
zieht,  sehr  leicht  eine  Grenze  ajlileiten,  die  die  Summe  der  übri- 
gen vernachlässigten  Glieder  nicht  fibersteiget)  kanri. 


Druckfejiler. 


\ 


V    $.  320i  in  der  tietzten  Zeile  setze  man  II.  2)  statt  II.  3). 


\   . 


i  \ 


^397 

.  li'.i.    r    •    '      Im.»     .'     j     ,    .,  . ,         -    •,    .    j  .     >-.  .    •,    •  » 


I  \.  }< 


'Beweis,  des  üatses: 
Sind  die  üinien,  welcbe  aus  zweiDrei- 
ecliswiiikeüi  auf  c|fe  O^ens^ten  gC'^ 
^ogren  sind»  und.  diese  IlireieclLSwiiiifcel 
in.f leichen  Vei*^IUtn||ssen jtliellen,  ein- 
ander gielcbf  so  ist  das  ibreieck  grleicli- 
si^enlLllip.»  nnd  zwar  sind  die  erwähn» 
, ;  ..teil,, GeK^nk^lteii  eijtiiincler , is:lei01i- 

.  :  '    t  .     •       '    •         --  ........  :    ,  .     ' 

,  '    %on 

;    H«rra  Theod<ir  Lange, 

i^.ji  .  ..j^tiidireaden  der  Mathematik  zn' Berlin.  .    , 


•  •»•     ...    •     I. 


.1  \ 


•U.. 


I. 


j'\ki^  gerade,  Linien  aus  dnem  JPuoicte  ^^  auf  denen  Punkte 

Sf^gep^  ^^Ip^®  7^^  einem  Punkte  JS,  den  b^timmieo  Abstand  r 
aben»  sind  Secanien  aus  A  für  den  mit  r  als  Halbmesser  um 
den  Pirtikt  JB  ibd8chiMMMeD<'-Krei8;'  Ebebso  sind  i  alle  gevade  LU 
nien  aus  dem  Punkte  B,  auf  denen  Punkte  liegen,  welche  von 
deip  ]^wk|^:^  jd^  Jb|^ii9Mten  Al^^nd  r  haben,  Sl^canlftn  aus^ 
B  fOr  den  mit  r  als  Hajbmesser.  um  den  Punkt  A  gezeichneten 
Kf^iir  Man  steiK'sicli  TorV  eii^e  Secatite  aus  B  fiir  den  Kreis  A 
driihe' stell  im  Punkte  J7'8o/*dass  sie  auö  der  Lage  ^^4,  als  der 
mre^rünglfehen ;  sich  nach  einet-  Richtung  bewege,  'bis  sie  in  die 
Liage  jeder  Secante  gj^kommeq  ißt,  welqb^  auf  der  Seite  AB  liegt, 
nach  welcher  hin  die  Ürehniig  stattGnfet;  der  bei  dieser  Drehung 
aunefamende  Winkd,i>welUien  die  Secante'mit  BA  bildet,  sei  6. 
Sind  während  der  Drehung  auf  die  Secante  stets  die  Halbmesser 
gezogen,  ^*  so  -  Mrd  ein  jeder  derselben  mU  AB  Winkel  bilden, 
VOB  de^ea  d^r^iW^  oi  «(iit  dem  Winkel  >  znmmiliit,  indessen  der 

22 
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eleichiieeende  WiDkei  c/  am  andern  Halbmesser,  bd  zunehmen- 
dem b,  fortwährend  abnimmt.  Femer  bezeichne  man  den  Winkel, 
den  eine  Secante  aus  A  fSr  den  Kreis  nm  B  mit  AB  mach^ 
durch  a,  und,  der  obigen  Bezeichnung  von  a  und  af  gemSss,  die 
Winkel,  welche  die  auf  die  Secante  gezogenen  Halbmesser  bil- 
den, mit  ß  und  ß\ 

Da  die  Winkel  a  und  ß  sich  nicht  ändern,    dagegen  a  und  b 
gleichzeitig  zunehmen,  so  nimmt  das  Verhältniss  —  ab,  indessen 

das  Verhältniss  7  zunimmt.     Es   kann    also    höchstens    einmal 

ab 

~'  =  ß  werden,    während  die  Secanta  in  die  Lage  jeder  Secante 

auf  einer  Seite  von  AB  gekommen  ist.  Da  nun  aber,  wenn  ax=6 

n      b 
ist,  immer  —=7  wird,  Bo  moss  auAt  üiragekdirt 

■^  -        * .  ab        '  . 

1)  .    ,«imnier,  wenn -s=;^  inU  a=si  »elru^* 

1    ■,   -  a      p 

•  ■  • 

^lldit  ganz  so  einfach  ist  der  Schluss   in  Bezug  auf  die  Ver- 

gm  •.  JL 

^ä1tnisse^-7  lind  -^',  well  beide  glelchzeifig^  ztipehmeo.  Die  Gleich- 

6ett  derselben  findet  statt,  wenn  äß'^bc^  Ist.  Da  aß'  eine  un-' 
vdiodetlicbe  Grösse  ist^  komitit.es  nncr  idaünf  ^A  zu  mhen,  jude 
oft  a'b  einen  bestimmten  Werth  erreichen  kaj^i»  kurz  die  Natur 
des  i^rodnctes  a'b  zu  untersuchen ,  während  '  b  zunimmt.  iMan 
stelle  sich  vor,  b  wachse  so,  dass  es  immer  um  einen  bestand!- 

fen  Winkel  y  zunehme;  dabei  wird  der  Winkel  af  um  die  Win- 
el  a:  abnehmen,  welcAe .entweder  hei  fortgesetzter  Drehung  immer 
kleiner  werden  [JJ?<r],  oder  immer  gleich  bleiben  [aB^=^t\9 
oder  immer  ^r9sser'  werden  [^B>r].  Das  Product  a'b  ändert 
sich  durch  die  Zunahme  des  Winkels  6  um  v  um  die  Differenz 
a*b — (a*^x)  (6  -|-y)  =  o:  (6  +  y)  —  «r'  y.      Das  Vorzeichen    dieser 

Differenz,  welches  dasselbe  ist  mit  dem  des  Ausdrucks tz — • 

y      b+y 
zeigt,  ob  das  Product,  während  6  zunimmt,   auch  zu-  oder  aB* 
nimmt.    Der  Ausdruck  ist    beim  Beginn   der  Drehung   negativ. 
Wenn ,    wie  !b  Taf.  IV.   Fig.  3.  und  Fig.  4. ,  x   nicht   kreiper 

sc        '     '  '  '  ' 

und  Ideiner  wird,  wenn  b  zunimmt,  so  «iaunt  *-*  bei  der 'DtA«i|gi 

a'  '      ■     •         ■  *        "  '',"  '■'■ 

nkht  ab>  indessen  t-i —  abrinnmt.   'Die  DMef^fe  ^ird'^Ase  mit 

o-fy  .  ■    '      •  -i  ,         '   ■'  '  w 

negativen  Wertbeo  beginnen,  sich  der.J^U  jyähfnrn»  kann  sie  er« 
reichen  und  mit  positiven  Zeichen  zunehmen.  Diss^j^  lässt  si^ 
auch   für    tFaf.  IV.  Fig.  5.  zeigen,  also,    wenn  die   Abnahmaa 

'SC  ' 

von  a'  bei  zunehmendem  6,  abnehmen.  Dienn  —  nimmt  von  Wer- 
tben,  die  kleiner  als  2  sind,  bis  zu.  aoldien  ab>  die  grOsser  ab 
Null  sind,  indessen  jrjr-  von  unendlich  grossen  Werthen  bis  Null 
abnimmt,  und  beide  Verhtitaisse  in  glelcAier  Weis«  sich  indefli. 
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Da  nun  also  obige  Differenz  Mfi-M — 9fy  mit  negativei^  Wer- 
then  hmgmal,  akh  der  Nnii  näiert<,  ate  •rteioheo  und  mit  pesiti- 
yea  Wertben  zuoehineD  kanq  •  so  nimmt  das  Product  anfahgs  zu, 
bis  zii  einem  grOssten  Wertn,  und  kanto  von  demselben ,  wieder 
abnehnien.  Es  kann  also  höchstens  zweimal  afb  den  bestimmten 
•Wertb  aß'  erhalten«  uad  zwar  das  eine  Mal«  wenn  6  grösser  ist 
als  (p  (aer  dem  grossten  Wertb  de^  Productes  afb  entsprechende 
Wertb  yon  6);  and  ziim  andern  Malej  wenn  b  kleiner  m  ^§  tp. 

Wenn  aszb  ist*   wird  p=^^'   ^^  >^»   wenn  -jma^iai,  totr 

weder  ä^=zb  oder  nicht;  im  ersteren  Falle  ist  a  und  6  gleichzeitig 
entweder  kleiner,  oder  eleicb,  oder  grosser  als  ^;  oder  a  ist 
•ieht  gleich  b,  und  dann  ist  auch  a  und  b  nicht  gleichzeitig  gros- 
ser» gleich  oder  kleiner  als  <p.  Wenn  also  a  und  b  gleichzeitig 
grdsser  oder  gleich  oder  kleiner  als  9  ist,  so  ist 

2)  »wenn  ^7=37  ist,  auch  a=b," 

üb 
Die  Verhältnisse  —  und  -g;  können,  da  ersteres  stets  abnimmt, 

indessen  letzteres  zunimmt,  höchstens  einmal  einander  gleich  wer- 
den. Ikte  •Gleichheit  findet  aber  nur  istatt,  wenn  a  nicht  deich 
b  ist,  es  sei.  denn,  dass  ß  =  ß'  wäre,  wo  dann  der  Fall  Nr.  1), 
stattflüide.  -^    Ebenso  ist  es  mit  der  Gleichheit  der  Quotienten 

^tmd^. 

Es  ist  also  in  dem  Bisherigen  nachgewiesen,  dass 

1)  wean  ^^  o  ist,  immer  ar=^'ist; 

■*      p 

üb 
9)  wenn  ^^W  *^^'  ^^^  '^^^*  ^^^^  ^  ^^  ^  gleichzei- 
tig igfllsser  oder  gleieb  eder  kleiner  als  9>  ist; 

•    9f  wenn  "^=07  o^'^'^rr^g'»  ^^  dann  a=6  Ist,  wenn 
*    '         «eisV  öder  ^e=|3^  ist. 


IL 

Viß  ^^ISoduqg  des  Winkels  9,  J^  den  o^b  sels^e  grO^steu 
Wertb,  hat.  ist  mir  nicht  gelungen.  Jedoch  i&sst  jsieh  smgeui» 
dass  9  nicht  Ueiner  sein  kann,  ab  der  Wertfa  von  b,  den  6  Isa^ 

w^fie  A  =  a'  M.    Der  Quotient  -ist  nämlich,  wenn  4Bs^r  ist, 

fA^U  gr;5sser  /als  1».  und  wenn  J£<r  ist,    so  lange  grosser  als 
1,  als  6  kleiner  als  ei«  rechter  Winkel  ist,    se^  dass  dso,  wenn 

a'szb  ist,  immer  ^^rzKi^  und  -  >  I  Ist,    mithii^    die   Differenz 

32* 
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*T^  positiv,  und  deshalb  das  Product  afb  im  AfanehflieD  ht* 

griffen.  Da  nun  der  Winkel  q>  nicht  grosser  ist  als  PBA ,  (Afer 
Winkel  Ä,  für  deu  a'=6  ist),  so  folgt  erstens;  dass,  wenna  und- 6 

gleichzeitig  grosser  sind,  als  PBA,   die  Gteicbtiog  -^'=s  ^   ^e 

Gleichheit  der  Winkel  a  und  b  bedinet,  zweiten^,  dass,f  n*^o|i  o 
und  b  gleichzeitig  kleiner  sind  als  PSA,  die  beiden  Gleichungen 
nicht  nothTTsndig  zosaramen  auftreten,  drittens,  dass,  weon  nbr 
einer  von  den  Winkeln  a  und  ^j  grosser  ist  als.  PßÄ  >  ;?•  ■  B..  b 
inTaf.IV.Fig.5.,  man  findet,  wenn  mmßHz\ehUa><4Bll<f,'§'j^W 

axABH>a'b,  mithin  aß'>a*b  oder  ^>^,  so  fange  ^iKmlieh 

et       p  •    .• 

a'  <,a  ist.  —  In  Bezug  auf  diese  drei  Fälle,  aud  \fk  Ruckcäeht 
darauf,  dass,  wenn  a  und  b  gleichzeitig  kleiner  als  PBA  ist, 
sowohl  a<a'  als  auch  6<jS'  ist,  folgt:  dass 

JL 

3)  „wenn  a>«'  und  6>/J'  ist,  und  -3=: -gy,  auch  a=6  ist"' 
Wenn —cz-^  wird,  ist,  wie  schon  gezeigt  isi,  a  nickt  gleich 

•        HC        p 

b,  es  sei  denn,  dass  ß^=^ß'  wäre. —  Wenn,a^&  ist  und  zugleich 

— =:^wäre,    müsste  auch  a^ß*  sein,   was  aber  nicht  eintreten 

kann,  so  lange  b  kleiner  als  ein  rechter  Winkel  ist  •—  Wenn  a<6 

ist,    und  zugleich  ""  =  07    wäre,    müsste    a  — a<Ä— jJ'    oder 

a -f/S' < 6 -f ff  sein.  Der  kleinste  Werth  fiir  a  +  ß'  findet  statt, 
wenn  a  gleich  einem  Rechten  eeworden  ist.  Die  stets  zuneh- 
mende Summe  b+a,  wird,  bis  6  gleich  einem  Rechten  geworden 
ist,   immer  kleiner  sein,    als  der  kleinste  Werth  von  a+ß'^    Es 

ab 
kann  daher,  so  lange  6  kleiner   als  ein  Rechter  ist,  nicht —^^-rp 

sein.  —  Desgleichen  kann,  so  lange  a  kleiner  als  ein  Rechter 
ist,   auch  -}  nicht  gleich   -g  sein.    Wenn  daher  die  Winkel 

4)  „a  und  6  spitz  sind,  kann  nie  "=31  oder--7=7sein/* 

Berüeksichti^t  man  die  vier  Ergebnisse  der  bisherigen  Ud- 
tersuchutig  zugleich,  so  ergiebt  sich:  dass,  wenn  a  und  6  spitze 
Winkel  und  beziehlich  grösser  als  a'  und  ß'  sind,  die  Gleichheit 
der  entsprechenden  Verhältnisse  zwischen  irgend  einem  Paar.e  der 
anstdssenden  Winket  in  den  Punkten  A  und  B,  die  Gleichheit 
der   Winkel  «  lind  6  selbst  bedinge;  knrs' dass,   wenn  eine  der 

Gleichungen  "  =  0«  a'  =  g>»  a^W  "°^  t^^ß  ß^^ß'*^**»  ^'^ 
Winkel  a  und  b  gleich  smd. 
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'  D»  b.  ü0d  ft  In  Bezug  m^  AB  nur  ko  laoge  dieaeUie  h%g^ 
wie  a  und  ß'  baben,  als  6  und  a  kleiner  als  rechte  Winkel  iHindf- 
und  AB  sugleioh  kleiner  als  r  ist^  so  kann  man  anstatt  ^er  .wei* 
leren  Bediognng»  dass  annd  6.  kleiner  als  Rechter  s«in  ^ol- 
len, die«  engere  aufstelle^»,  da^8.6  und  «  in ' Bezug. ;auf  ^i? 
dteseibeLage  haben  sollen,  wie  «  qnd/3'.  JedenfaUs  hat  nun,  aber 
&  und  DE.',  und  a  und  ß^  die  gleiche  Lage  zyk>AB,  wenn  die  Halb« 
messer,  die  den  Winkeln  «».undjS'  entsprechen»  in  die- Winkel 
a  und  b  fallen;  und  mit  dieser  Bedingung  ist  zugleicli  auch  die 
ausgesprochen,  >dasd  a  klelAer  als  tt',  und  6  'kleiner  äls'^'  ist. 

.    Es  «vgtebt  sich  also  folgender  Satz : 

Sieben  aus  zwei  Punkten  A  und  B  einer  geraden 
Linie  zwei  Strahlen  unter  den  beliebigem  Winkeln  a 
und  b  aus,  und  fallt  die  aus  jedem  der  Punkte  auf 
diese  Strahlen  gezogene  Geraue  von  der  ^bestimmten 
Länge  r  in  die  Winkel,  welche  die  Strahlen  mit  AB 
bilden,  so  bedingt  die  Gleichheit  der  Verbatttiisse 
zwischen  den  Winkeln,  welche  einerseits  die' Strahlen, 
andrerseits  die  Halbmesser  mit  AB  machen,  die 
(SietchheTt  der  Winket  a  und  6. 

^  Liegt  nun  a  und  6  sq,  dass  sie  Dreieckswinkel  bilden ,,  so 
erhält  man  den  durch  die  Schwierigkeiten  seines  Beweises  be^ 
kannten ;il$^tz;  Ist  in  einem. Dreieck  aus> jeder  jifon  zwei 
Eckeinjeine  Linie  .von  einer  gegebenen  Län^e  auf  die 
Gegeipis^ite    gezpgen»    und   theilen   diese,  Linien    den 

t*edesmiMigen   Dr^eiecks winkel    unter    demselben    Ver- 
lältniss,  so'ist  das  Dreieck  .ein  glßicfaschenkliges« 

'Liegt  nun  a  nnd  6  so,  dass  sie  vicfat  Dreleckswinket  bilden, 
so,  erhmt'mttn  folgenden  mit  ^em  obigen  auf  gleicher  Linie  ^te- 
faetiden  Satz:-  Wird  eine  Gerade  vi^n 'Zwei  Strahlen  ge* 
schnitten,  und  theilt  die  aus  jedem  Schnittpunkt  auf 
den,  andern  Strahl  gezogene  gerade  Linie  von  der 
Bestimmten  Länge  r  die  gicichliegenden-  oder  die 
Wechselviinkel  in  demselben  Verhältnis«,  so  sind  die 
Strahlen   parallel. 


•*mm> 
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Nachschrift  des  Herausgebers. 


In  dem  Schreiben  y  mit  welchem  der  Herr  Verfasser  des  vor* 
•lebenden. Aufsatzes  deniselben  mu>  zur  Einrückung  in's  Archiv  zu 
übersenden  die  Gdte  hatten  findet  sich  noch  folgende  Bemerfcnag, 
die  ich  gkaobe  hier  mittbeilen  zu  müssen:  „Wie  der  Herr  Profes- 
svi  Steiner^'  ^-^  (durch  den  der  Herr  Verfasser  auch  anfidie 
Scbwiedgkelt  dnes  geometrischen  Beweises  des  in.  dem  vorste- 
henden Aufsatze  behandelten  Satzes  aufmerksam^  gemacht  wurd^) 
—  „imttiieilte,    sind  jetzt  von  besagtem  Satze  nur  ztiei  geeme- 
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tiiathe  B^^else  bttkännt  ge#or<lto;  4«r  «tue  findet  M«h  Im  Jbur- 
ntil  ffir  y^tne  uhd  angewandte  Mathematik  Tota  Crelle 
und  ist  toti  (^ofesAor  8teiiier  selbst»  wfthread  ein  anderer  fie«^ 
weis  V6Yt  eittetTi  Schflier  der  polyiechtfisehen  Schule  ta  Paris  g^- 
geben  igt.  Beid^  Bewdse/  von  denen  dem  erstereo  der  Vorzug 
«ingerSomt  Worden  ist,  stod  von  dem^  trie  idh  ihn  guM«  'Afirrchi' 
ans  verschieden,  da  ev  dem  Herrn  Professor  Steine Pi  deibi'kli 
deoseiben  tnittheilte,  iinbelcannt  war/^ 

.So  weit  der  Herr. Verfasser  des  vor^tebenden  Aa&atfies, 

Zufallig  sind  mir  die  Schriften»  i«  denen  dte  beiden  irerher 
angeführten  geometrischen  Beweise  des  Satzes  sieb  finden  BpUen 
iMid  mögen ,  in  diesem  Augenblicke  nichi  gleich  aur  Hau^.. .  und 
^ine  Vergteichun^  derselben  mit  dem  von  dem  Herrn  Verfasser 
gegebenen  Beweise  ist  mir  daher  jetzt  nicht  möglich»,  wenn^icti» 
was  ich  im  Interesse  der  Sache  nicht  wünsche»  die  Mittbeilifna 
des  oblfreu  Aufeatzes  im  Archive  nicht  zu  lange  yerscbiebfin  wjll« 
Jedenfalls  möc|ite  es  aber  gut  sein,  wenn  die  Leser  des. .Archiv« 
dem  erwälrate^^  Sat^e  ihre  Aufmerksamkeit  scbi^nkten  und^noch 
andere  geometrische  Beweise  desselbee  zu  fifiaen  su^hte^,,  Auch 
mochte  ich  den  Herrn  Verfasser  des  obigen  Auisatzes  ergebenst 
^rrsncben,  gelegentlich  einmal,  aber  so  bald  als  tncT^teh,  den  er* 
wShnten  Von  einem  Schüler  der  polvtecfraischeti  Schule  fn  Piarld 
^Aindeneh  geometrischen  Beweis  im  Archive  mitzütheileti ,  da 
,  xhir  selbst  sowohl  dieser  Beweis  selbstt,  als  auch  die  Schrift,  m 
Welcher  er  sieb  findet,  ^anz  unbekannt  geblieben,  oder  voin  mir 
tMleicht  Übersehen  worden  ist,  indem  ich,  offen  |r^t»ndeti,  ^em 
scheinbar  so  einfachen  Satze  bis  jetzt  die  AUfberkisataikeit 
nieht  geiBcb^iikt  habe»  iVekhe  er,  da  ein  seiner  eigoei^  Einfach- 
beit  eQta|> rechender  einfachi»r  Beweis  nicht  leioht.«H:fäbr#ii  isj^ 
allerdioj^a  v^ltkemraen  «u  verdimien  scheint.  Den:  Beweia  des 
Herrn  PffofeBBor  Steinet  kann  jeder  Leser  dee  Arehifs  .«swar 
leicht  im.  Crelie'achen. Journale  nachsehen;  ifidess.  ist  es  dem 
Zwecke  des  Archivs  keiaeswegs  en^egen,  wean  es  dem  Herrn 
Studiosas  T.  Lange  gefallen  sollte  *-^  was  ich  recht  ^ebr  wüiv- 
schen  möchte  -—  in  Verbindung  mit  dem  vorher  erwäbnten  Be^ 
weise  eines  Schülers  der  polytechnischen  Schule  in  Paris  auch 
den  Steiner'schen  Beweis  im  Archive  mitzuthellen,  und  überhaupt 
Alles  zusammenzustellen,  was  ihm  über  den  fraglichen  Satz  bis 
jetzt  bekannt  geworden  ist ,  wodurch  er  so  ywie  mich  auch  gewiss 
viele  Leser  des  Archivs  sich  recht  sehr  verbinden  würde.  Einem 
mir  gütigst  mitoetheilten  desfallsigen  Aufsatze  würde  ich  sehr  gern 
sogleich  eine  Stelle  im  Archive  einräumen. 

Schliesslich  will  ich  nun  nur  noch  mittheilen,  wie  ich  mir 
selbst  den  Satz  i m  einfachsten  Falle,  wenn  die  beiden  Win- 
kel halbirt  werden,  müHittfe  der  Reobnang,  der  sieh  aber  auch 
leicht  die  Form  einer  geometrisch  en  Rechnung,  um  mich  dieses 
Awidnieks  au  bedienen,  wie  sie  die  Alien  alilsnstelleti  gewohnt  waren» 
«eben  -  lassen  würde,  was  fiir  keinen.  Keaner  der  €veometrie  der 
wieeben  noch  «iner  besonderen  Erifiutemng  bedarf,  da  Ja  übri- 
gens auch  unsere  algebraischen  und  trigonometrischen  Symbole 
das  WeMn  der  Sache  an  sich  nicht  ändern,  sondern  nur  zur  Ab* 
kiriUDg  diene«!  und  die  Form  etwas  ändern,  tiewiescia  hab^ 
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Weon  iD  dem  Drele^e  ABC  (Tüf.  IV.  Fis,  6.)  der  Winkel 
BAC  durch  die  Lloie  AD=€c\  balbirt  jst»  so  hat  mao  nach  eiDem  • 
bekaonten  Satze  der  eukiidischeo  Geometrie  die  Proportiou 

AC:AB=CD:BD 

oder  in  bekanotef  Be^idmliDg 

b:e=a'^BD:BD, 
abo 


b.BD=iae—c.BD, 

1 

und  hieraips  sogleich 

1—- . 

">-,Xc-  <^*-.t 

t 

Nim  tat  ferner  m  dem  Dreieck  ACD 

•       V 

. .      '  4tf=^^(^i^  CD»-  uc.  CD. CM c; . 

also 

■           f               '          •     ^ 

1 

.1 


worans  nach  leichter  Rechaang  and  einer  ganz  einfachen  alge- 
braiachea  TfaBafcmuttoB  aieb  «oj^cidt 

»  *  «       * 

ergiebt  •  • 

Werdeb  Iran  In  dem  Dreiecke  ABC  (Tat  IV.  JRg.  t)  die; 
Winkel  A0tf  and  ^Ci?  durcb  die  Linien  BE^ß  and  CF^y 
balbirt,  so  tsit  bach  dem  Vorhergehenden  '  .      .    *    ..  i 

Nimmt  man  also,  wie  in  dem  mehr  erwähnten  Satze,  an,  dass 
die  Linien  BE=ß  nnd  CF=7,  welche  die  Winkel  ABC  und 
ACB  halbireu,  einander  gleich  seien,  dass  also  ß=Y»  ^^^  ^o'S' 
lieh  auch  ß*=l^  sei;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

«i'-(.-Ti)'i=«»n-(^)*i. 

also 


3M 

UDd  folglich. 

,        _     &c*  c6*  .    c(a+c)«— 6(a+6)« 

oder 

(6-c)  (a+6)«(a+c)«=:6c  t  c(a+c)»— 6  (o+6)«) , 
d.  i.,  wie  man  leicht  findet/ 

oder 

(fr-c)  (o+6)»  (o+c)« = — 6c.(  (6»--c»).+2fl  (6«-c»)  +  a\b-c)  ] . 

Wäre  nun  nicht  6=c,  d.  i.  nicht  6;— .c=0,.. «o  wurde  es  ver- 
stattet sein,^  auf  beiden  *  Seiten  der  vorste^eiidi^n^  Gleichane  mit 
6—0  zu  dividiren,  was  nach  leichter  Ausführung  der  Rechnung 
SU  der  Gleichung 

(a+6)a(a+c)«==— Äc{Ä5(  +  *c  +  if»+2«l^(t,+  c)+a«}, 

'    :..         ••  i  '•     "     i  ',    ' 

oder  zu  der  Gleichung 


•  '  :  •  I 


(a+6)«(a+c)«+6c  {W4^ö^+«^'+2ii(»+«>+a*)i=8  j«     •-  •«' 

fjiihrt  Diese.GJeichnng  ist.aber,  insofern  DätArtieh  a^  6,  c  sämmt- 
lich  positiv  sii^d  find /nicht  verschwinden,  was  sich  hier  von  selbst 
versteht,  offenbar  völlig  ungereimt»  weshalb  es  falsch  ist,  dass 
nicht  b — c=0  wäre.    Also  ist^6^ — c=0,   d.  h.  unter  d^<Vor- 

lie 
fec 

,    -  -      _...,.,__._  ._^_  ...__.,.  .  ^_    zu 

beweisende  Satz  bt. 

Ich  wiederhole,  d^äli  ittir  ^lie  J^ittheilung  geometrischer  Be* 
weise  für  den  fragliche^  3fits  jangenehm  isi^n  und  mich  zu  Dank 
verpflichten  wird.  G. 


\' 


'.»I     j      ■,'."■         •      '      •  '  •■  .'  1   ■  •.("■:■       ..:..■'      '}  • 


: ;)  . 


u$ 


<  :l        X    .   .       .    .  r      .s      ' 


'f    J. 


H 


lieber  das  Bttckwttrtselnsciuief  «M^n  mit 
€«■1  HeasüMlie  oder  4la»  ProMeM  der 

toliruiiwe. 


;»       'i'fi-ii:  ■' :kti    ;.> 


Von 

dem  Heratisgebeiv 


Am  Eingange  dieses  Aufsatzes  kann  ich  die  vorläufige  Be- 
merkung nicDt  unterdrAckell^)^  das^^to  m  demselben  annsstellten 
Betrachtungen  wenig^9r^>lii^';die-Pra4(i«'  d«a  «Rückwärtseinschnei- 
denSy  als  in  theoretischer  Beziehung  einiges  Interesse  darbieten 
dürften,  weil  mich  dieselben  zu  einigen ,  wie  lob  slaiAe,  Jbener^ 
kenswerthen  geometrischen  Sätzen  geführt  haben.  Ich  hätte  leicht 
eine  and^re*'\^ks8end^re(0eb6i^hriR)^wlih(bb  fcOnnen,  hahe  aber 
die  obige  absichtlich  beibehalten,  weil  mir  Untersuchungen  über 
das  RückwSrtseinschneiden  zu  diesen  Betrachtungen  vei^rilas^ 
sung  gegeben  haben,  und. ich  dem  vorliegenden  Aufsatze  später- 
hin noch  einige  andere  v6ii  ähnttcher  Tendenz  folgen  zu  lassen 
hoffe. 

,  I    *    •      t     « 

Wir  wollen  uns  vier  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  A,  A\ 
Bf  V  und  einen  fänften  mcbt  ifi 'dieser  geraden  Linie  liegenden 
Punkt  C  denken.  BeschtefDen'tijir  däiin  durch  die  drei  Punkte 
4y  Cy  A'  und  durch  die  drei  Punkte  J?,  C,  B'y  d.  h.  um  die  hex-- 
Aen 'eiteieoUif'>ii€U'  «inIi  J96B'i  'Zw«t*fKreise,  so  werden  sieb 
diese  beiden  Kreise  ausser  in  dem  Punkte  C  nöcH  >Ui''«inenizwei* 
ten  Punkte  D  schneiden,  mit  dessen  näherer  Bestimmung  wir 
uns  jetzt  beschäM^n(Wtfll«lti;'-  'I  '  '  » >"    '    >  ^^  -  • 

Zu  dem  Endf -n^meVk.  wi^r- ein.  cecbt^inUtges  Coordinaten- 
System  der  xy  an,  dessen.  Axe  der  x  die  gerade  Linie  sein  soll, 
in  welcher  die  vier  Punkte  Ay  A\  JB,  B*  nach  der  Voraussetzung 
liegen.  In  Bezug  auf  dieses  Coordinatensystem  seien  die  Coor- 
dinaten  dersPikikte  ^      ,  ^" 


HA 

A,  A',  Ä,  B,  C 

respective: 

a,  0;  af^  0;  b,  0;  6',  0;  m,  n. 

Die  Gleichungen  der  durch  die  Punkte  A^  C,  il'  and  B,  C, 
B'  beschriebenen  Kreise  seien  respective^ 

1)  (x-p)«+(y-j)*=r» 

und 

'  m 


WO  die  Bedeutung  der  Symbole  p»  g»  t  und  p',  ^^  r^  aus  der 
Thesfifrd«!  KrMiMB  helwMii/vt. 


■>  ■ 


^,  ^',  C  geht,   so  liefect  4ie,Gl«khaae  Ij  nir  Bestimmmig  der 
GrSasen  p,  9,  r  ^e  ftügeiwen  *fel<<cl<ttii|tli ; 

3)  (a'-p)»+  g*=r», 

((m-p)*+(»-»)«=r>. 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  drei  Gleichungen  folgt: 


*•  •  *  • 


^\  i«^— 2i^=*r*T— pl?-^fl<}.i 


.    .>  .»'IT  1      .         I 


;  ■'      i. 

♦..  .. 


alse  dnrck  Sabtraefion 
blglicb  . 


t  >, 


und  hieraus 


'1 


M       "      »  .'«I 


I  ,  •        ..      . 

#oiroQ  die  Riebtigkett  auch  ans  bekanalea  Eldüeitiiiisfiiitti  9ßä 


der  SteUe  edieUet 

Aus  der  dritten  der  drei  GleichuiigeB  3)  folgt 

also  nach  4)  ... 

6)  m«  +  n>— 2mp  -2i»7=a«— 2op=a'»-aÄ'^r 


•'  •  .'S    i 


I  *         1 1 


»47 

Ffibrt  man  in  diese  Gleicbung  den  Wertfa  Ton  p  aus  5)  ein,    so 
erbSit  man: 

=  a«— o(a+a')=a'a— a'(a-f  aO=— ««'» 
folglich 

und  bleraus  ' 

Endlich  erbSIt  man,  wenn  man  ind^^jmte  oder  zweite,  oder 
in  die  dritte  der  Gleichungen  3)  fSr  pnnaq  ihre  vorher  gefun- 
denen Werthe  5)  nnd  7)  bbfiifart,  fiir<£*^  die  folgenden  Ausdriicke: 

I  #  *  *    I    r 

also  .    .     .-    . 

«  •  ■  '  ■ 

•      •  ...        - 

Stellen  wir  nun  die  gefimdenen  Werthe  von  p»  q,  r  noch- 
mals zusammen,  so  erhalten  wir: 


i  • 


p  =  j-(a+a'), 

9\  \  -. ■■   •*■ — »■■.■I      l'>     ''K"'"   Ulla 


'  I 


:i 


und  fär  »',  9',  r'  ergeben  sich  ganz  auf  dieselbe  Weise  die  fol< 
genden  Ausdrücke: 


34« 


>'=J(*  +  i'), 


t  • 


10) 


I    _  (m-b)  jm-i')  f  a«^  l .     (m-b)(m-b') 

r    ,         f^~^  "^ W. — ' 

Bezeichne D  wir  jetzt  die  Coordinaten  der  DurcbBchnittspaiikte 
der  beiden  Kreise  fiberbaupt  dUrdi  '^,  F,  so  haben  wi^  zu  deren 
Bestimmung  nach  1)  und  2)  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

d.  i. 

^  IX»  +  F»-2p'J!:-2o'F=i^-«'«-o'«; 

aus  denen  sich  diltch  Subtraction  die  Gleichung 

ergiebt.    Nach  dem  Vorhergehenden  ic^t  aber 

'»  "    ■ 

r*— p* — 7'=  ä*— 2op= a*— a(a+aO  =  —  aa', 

und  wir  haben  daher  nach  13)  die  Gleichung: 

14)  2(p~p)X-^'2(q-^')r=aa'-bb',      . 

oder,  wie  aus  dieser  Gleichung  ferner  leicht  folgt,  die  Gleichung: 

15)  2  (p  -pO  (X-p)  +2(9-flrO  (  Y-qy 

•     =ott'-6ft'-^Sl|>Xp— p')^2}(y— 70. 
Aus  dieser  G|eichapg  ergiebt  sich 

^  aa'-^6^^2p(p  -pO-2^(y-yO-2(f>-pO  (JC-p) 

und  nach   11)  haben  wir  daher  zur  Bestimmung  von  X — p  die 
folgende  Gleichung  des  zweiten  Grades: 

17)  (X-p)* 

I  aa'-bb'-'2p(p-p^-2q(q-q')-i(p-p')(X-2t)-f_    » 

+  L  2(F?)  J  ~ ' ' 


Sil 

wdehe  nacli  geiiCnger  EntwidnlttUgr  #>'PoH^  '  ''  '  '    '     -' 

erhält  t  • 

Setzen  wir  jetzt  der  Kdrz^  wegen 

19)         p=(p-pon(?-9')^      • 

und 

80  wird  die  Gleichung  18):  ' 

nnd  ßihrt»  auf  gewöhnliche  Weise  aH%elßfi|t>  zu  dem  folgenden 
Ausdrucke  von   X—p: 

22)  ^_p  =  ^z20Q±(t^jOV^E^.     : 

Weil  ferner  nach  16) 

ist,    80  erhält  man  durch  EinführuBg  d0s  Torhergdhenden  Aus 
drucks  von  X — p: 

ÄJ)  r  —  q— 2p ^' 

r 

und  wir  haben  daher  jetzt  zur  Bestimmung  von  X  und  F  die  fol- 
genden Formeln,  in  denen  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  auf 
einander  beziehen: 

i^— p—  2p  ^         * 

24)  <  ^ 

r^y  = 2ipr—  • 

Um  uns  die  Rechnung  zu  erleichtern,  wollen  wir  jetzt,  was 
ofienhar  verstattet  ist,  msO  setzen,  d.  h.  wir  wollen  den  Durch- 
schnittspunkt  der  geradeik  Linie,    in   welcher  die  Punkte  A,  A\ 


SM 

B,  ß'  liegen,  mit  491»  f^  dm  Pmikt»  Ciuif  4lßaetkQjgoaUtßiii 
Perpendikel  als  Anfang  der  Coordinaten  annehmen.  Dann  ist 
naen  9): 

25)  p=^  (a+a') ,  y=     g^     ; 
und  nach  10): 

26)  p'  =  ^(6+69,  y'=---_; 
also  nach  19)  und  20):        • 

=  —  (aa'— 66')*  +  4(aa'— 660p(p— p') 

+  4(ao'— 66')»(9— jO 

—  8p9(p— p')(?-vO 

+  4(r«-p«)(p-pO* 
+4(r«*-^»)(9^^ 

+  (aa'-660  (a+öO  t  («+c1  -  (HlO ) 


+  (aa'- 660*. — ^r^ 


aa'+n^ 


--  2  (aa'^66')(<i+«')K«+a')-(6+60).^^ 
-  j  |4aa'  -  (^ ~J  )  t(«+aO-(6+60)?  . 

(aa'— M'\a  J 


«"  — aa'. 


+(ao'-66')  (a+a')  { (a+oO-(«+AO}.  ^^-^- 
.  ««a'«— 2a«'n«  +  «4 , , 

—  /'?+£' V  /aa'  —  bb'\*  , 

+2  -2 •„ — {(a+o0-(4+40 1.  — 2^— 

+1  («+«0-(H»').P  (2!:^)' 


Ml 

[a-H*  aa'— 66' .  „   .   ,.     ,...«,  n«— oa-|» 
-2-— ,J — +((o+o'>-(*+*0).— gj-J  . 

^  I 

und  folglich  Dacb  Ü):  /' 

{((«+«o-(H60)*+(2^^yni:-J-(a+«oi 

={(<<+«')--(H*7) 

±  55^'  j(a  +  «022l=H+((«+a0-(6+60).=^ 

'    1  •    > 

ao'-ft^-^j  (a+aO((a+aO— (HiO) 

Nimmt  mail>  ^i«  v^t^m  Zeichen ,  so  wird 

(((«+«') -(6+6'))«  +  Q^^^^nX-\{fl^a')\ 

=-\  (a+oO  l((a+a0-(6+6'))»  +  (^^^^\ 
and  folglich 

also  jr=09  woraus  man  sieht,  dass  die  untern  Zeichen  dem 
DurchschttittspniHcte  C  ißt  beiden  Kreise  entsprechen,  und  dass 
man  also,  wenn  man  die  Coordinaten  des  Durchachoittspunkts  D 
der  beiden  Kreise  haben  will  im  Yorhe^ehenden  die  obern  Zei- 
chen nehmen  muss. 

Dadurch  erhält  man: 

t((a  +  a0-(6+60)*  +  (^^^y«  t-^-jCa+aOT 

1  Vaa'— 66'\* 

=->j(«i+<0{((«+a>^-(HAO)«-(  \       )  I 

,  { (o+g')— (6-f  60}(aa'— ft60  (n*-^a(^) 


n« 


892 

also  .  '    '  /»  * 

i   ■         '■  '  -•    ... 

|((a+«0-(H6'))«+(^^~^7lA-,^  .;. 


od^r 


M  >. :  .  •     /;»'.' 


;   =(««;-w.'),t,(«,+<)(i-^)-(H*')  (J-^)'- 

'  '  '    .  i  .     •.• 

und] folglich  ' .    (■■■:  \      . 

(■..--MOKa  +  .')(l-^')-(t+y)(l-g-)l 

Mittelst  der  zweiten 'Ider'' Gleichungen '2ll  IconntS'Wn  auf 
ähnliche  Weise  den  Werth  von  Y  ermitteln,  man  kann  zu  dem- 
selben aber  auch  ^uf  folgende  Ait  gelangen,  , 

Man  setze  ^ 

X~p  = 2p . 


;<')>.•  , 


« 


'   —  ^=^: ^-T^=^ hy> =- — ^—  - 


und 


J.  .  ..       .  i  .         /  A^    ■  *      M  '!   •  .  -        1. 


80  ist  nach  dem  Obigen  , 


F'—  F" 


3^ 


die  Gleichung  der  Lioie  CBi    Weil  nuD 

y  ■ 


imd  inmer  entweder 

V      -X'=in,  r  =  n^oaer  Ji-'=tii,  P'ssn 
ist»  so  let 


\ 


I 


*— s' 


Ae  Gieicbnng  der  Linie  CD.    Nach  den  allgemeinen  Formeln  9) 

st  '  ('  *  **  I  '  •"'  *' 

""~P  —        TäT:    T;.'.     .... 

9-9  = ^ ' 

» 

und  die  Gleichung  der  Lini^  CD  ist  folglich 


also  flirM!B3&:ii  ':.      •'.  i  :•<'..'  -  '  ■     ■> 


We}l  Mn  dÄf' Pifnkt.  (1*]^  in  Äeset  Linie  liegt,  so  ist 

*.      ,  ',  ...»  -i;    -^  -.       .     -j  ,  »         .  ,  ,         l 


I    »      «1 


29») 


d.  i.  nach  27):     '  \ 


aii'-66' 


I 


Thcil  XIII 


StSA 

n  |(a+«0-(6  +AOU(«+«0  (l- 1^)  -  <*  +  '''{^'^)( 

folglich,  wie  man  hieraus  leicht  fl*de^^  <  <     '  <      i     .>  .:ii<;  '   - 
_     „     1    (aa'-bkT  -<(<H-gO  -(ft+6;)ltaa'(6+6')-66'(a+a0| 

[  («+«')  -  (H*')l*  +  (-- s— y 

Daher  haben  wir  ziir,  .oestimmnhg  der  Obordliiaten  X,  Y  des 
Punktes  D  jetzt  die  beid^  folgenden  Fonneln: 


1-1= 


„      1     jag'-  bb')*-\(a\,v'y^b-\-b')\  |ag'(6-h*0  -66'(o-h»0) 

Will  man  aus  diesen  für  fn=:0  geltenden  Forint -die  ailge^' 
meinen  fiir  jedes  m  geltenden  Formeln  , ableiten,   so  braucht  man 
in  denselben,  wie  leicht  mitt^i^^tder  Lehrk^yon  4^r:.YerwaDdlung 
der  Coordinaten  erhellen  wird,    bios^  iur         --     '    '  ^ 


/'•       '.-:• 


respective 

a — m,  ft*^ — m,  o^nif  b' — m,  A— wi 

zu  setz.i^p ,  was  wir^  a!sJ^<lLt  '^^  l^füigsten.  Schwieri^eit  nnter* 
liegend,  fäglieh  ^m*  (iBsee  <ttb^HÄsse|i(£dnn^n.       "    ^ 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Linie  CD  war  naflrS9)'i' ) 


1  •  1 1 


Bezeichnen  wir^  nun  die  fr^te  .Copf^np)^  des  .  Durf^h^q^iMpr 
punkts  dieser  Lini^  mit  der  Axe  der  or,  a.  i.  m\(  der  geraden 
Linie,  in  welcher  nach  der  Voraussetzung  die  vier  Punkte  A, 
^',  Ä,Ä' liegen,  ^uh2h Je,  SSM  ^       ^ 

*     ""-"  (a  +  g')-(6  +  6') 

und  folglich 


•     »1 


3W 


3St)  X_m  +  - —-j.——gr^ 

o4er 

33)  X^m  + (SITA)  V  (a'-ÄO ' 

woraua  sieb  aber  nach  gehuriger  Entwickelang  leicht 

aa'—bb' 


oder 


^^  ^-  (a+a')-(6+6') 


35)  X=r     '^'^'^ 


(a-b)  +(a'-6') 


ergiebt 

Well  diese  Ausdrücke  ton  m  und  n  ^anz  unabhängig  sind^ 
80  sieht  man«  dass  die  gerade  Linie«  in  weicher  die  vier 
unveränderlichen  Punkte  A,  A\  B,  B'  liegen^  was  auch 
der  fünfte  Punkt  C  für  eine  Lage  haben  mag,  von  der 
Linie  CD  immer  in  einem  und  demselben  Punkte  ge- 
schnitten wird,  ein  Resultat«  welches  sich  auch  leicht  auf 
ganz  elementare  Weise  aus  den  bekanntesten  Sfttteti  vom  Kreide 
ableiten  lässt 

.W^nn  tiafi  mm  der  ersten  der  beiden  flir 'mssxO  geltenden 
Gleiciuingen  31)  die  GrOsse  n^  beslimmt«  so  erfalflt  lüait: 

ggf—bb'  M^(b+b')—M'  (a+a')—(a«/ -4  660.ar 

'  ■ 

Nach  29*)  ist  aber 

(aa'—bb')  Y 

.  ;     "-aa^-ÄÄ'-^Ka+öO— (*+6')U'      , 

welches«  mit  dein  Vorhergehenden  verglichen,   zu  der  Gleichung 

« 

aa'  (6+6')  -  66'  (a^a')  -  iaa' — 660  -X: 

'       •     -^^  (a+aO-Cft+ftO 

{fui^  —  bb')Y*  f 


«  « 

iRBhrt.  Diese  Gleichung  bringt  man  aber  nach  gehöriger  Entwicke- 

luaf;  leitht  auf  die  Form 

•  ■  • 

33* 


SM 

-*+'"  («a' -  46')  K«+«') -(*+*'))  ( 

+       (a+a0-(6+6') 
Vergleicbt  mau  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung 

d.  i.  mit  der  Gleichung 

X*  +  F*— 2/»,  X-2<?,  F+  Pj« + Q,«  -  Äi«=0, 

so  erhalt  man  rar  Bestimmoiig  von  Pi,  Qi,   Bi  dl«  drei  folges- 
den  Gleichungen: 

^1—  2(0«^— 6601(0  +  00— (6+ 6')) 

»io-Oi      rc^      na'(b+b')^bb'{a+a') , 
aii8  denen  tiich  leicht 


I  <  «  • 


.r^~aL(o+o')— (ii^)^  oo'— 66'  J  : 

37)  <0i=0, 

»  .     ir     oo'-6» ao'  (6  -f  ») — 66'(o  +  oQT . 

«1  -4L(a+a')— (6+60~  a<i'-66'  J  ' 

oder  aaeh 

y^  -  2  L(a+a')-(6+60  ■*"  aa:~  bb'  J ' 

38)  <Qi=0, 
'  ,lr      aa^-bb' aa'(b+b'y^b'(a+afri . 

wo  man  das  Zeichen  immer  so  za  nehmen  hat,  dass  Ri  positir 
wird,  ergiebt. 

* 
Hieraus  sieht  man ,  dass  die  Gleichung  %)  einen  Kreise  aa- 

Sehört,  dessen  Mittelpunict  in  der  geraden  Linie  liegt,  in  welcher 
ie  vier  unveränderlichen  Punkte  A,  A',  B,  B'  liegen. 


m 

Seist  man  in  der  Gleichung 

die  Gr9Me  F=09  00  erbält  man 

IC— Pi=±i2i,  ako  X=iPi±Ri; 

and  wenn  man  nun  die  aus  dem  Obigen  belcannten  Werthe  yon 
Pi  und  iZi  einfährt  9  aa  ergtebt  sieh  mittelst  leichter  Rechnung, 
dass  dem  Werthe  F=:0  immer  die  beiden  folgenden  Werthe  von 
X  entsprechen: 

(a+aO— (A  +  6')'     "^         aa'-^bb'   -  * 

so  dass  also  der  durch  die  Gleichung  SS)  «harakterlsirte  Kreis 
immer  durch  den  durch  die  Cooidinaten 


I  •> 


(a+aO-CA  +  ö-) 

bestimmten  Punkt  gebt. 

Hfilt  man  dies  aber  mit  dein  Obigen  zusanMaeo,  so  ergiebt 
sich  der  folgende  bemerkenswerthe  Satz,  zu  dessen  Erläuterung 
man  Taf.  V.  Fig.  1.  zu  vergleichen  hat. 


L  e  h  r  s  a  tz. 


Wenn  vier  Punkte  A^  A',  B.,  Bf  in  «iner  und  defsel- 
ben  geraden  Linie  liegen  und  C  ein  fünfter  nicht  In 
dieser  geraden  Linie  liegender  Punkt  ist»  durch  die 
Punkte  A^  C,  A'  und  B^  C,  Bf  aber  Kreise  beschrieben 
werden,  deren  zweiter  DurehsÄiilttspankt  Üurth-/)  be** 
zeichnet  wird;  so  schneiden  für  alle  in  einer  und  der- 
selben auf  der  geraden  Linie,  in  welcher  die  vier 
Punkte  A^  A\  B,  IS'  liegen,  senkrecht  stehenden  Linie 
liegende  Punkte  C  die  entsprechenden  Linien  CD  die 
gerade  Linie,  in  welcher  die  vier  unveränderlichen 
Funkte  A,  A\  B,  B*  liegen,  sämmtlich  in  einem  und 
demselben  Punkte  E,  und  die  den  Punkten  Centspre« 
öheiiden  Punkte'jO  liegen  sämmtlich  auf  einem  d-urch 
denPunkt  £  sehenden  Kreise,  dessen  Mittelpunkf  in 
der  geraden  Linie  liegt,' In  welcher  die  vier  uiiver- 
änderlfchen  Punkte  A,  A',  B;  Bf  liegen.  ^ 

Wenn  man  nur  einen  der  Punkte  D  durch  üonstruetioA  suehjß 
so  kann  inan  nach  diesem  Satze  immer  leicht  sowohl  den  Punkt  E^ 
als  au<ch  den  Kreis,  in  welchem  die  sämmtllchen  Punkte  D  'lie*> 
gen,  constMlren. 

Ana  der  Glekhong  34)  erhält  man:  leicht; 


39) 


359 


1  '       •  »    4 


abo 

40)  3e-«:aE -^=6' --»««'— fr; 

ferner 


u-; 


.} 


*     _,      .  (C-^O  (6-a7  .. 

4t)  1*~"~(a  +  aO-(*  +  6')'- 

*     „  t«+«o-^ft+*7     ... 

also  , 

42)  36— <i'i3e--6'=iÄ^<#:a— 6'. 

BezeichneD  wir  jetzt  der  Kürze  wegen  den  0urclischhitts« 
papkt  der  Lini^i  AffuBd  CD  durch  O;  so  sind  nacbdqr  Lehre 
▼00. der  VerwaDdliing  der  Coordinaten  offenbar 

X — a  und  3£— fr 

die  ersten  Coordinaten  des  Punktes  O  in  Bezug  auf  die  Punkte 

A  und  B 

als  ABlangspunkte  der  Coerdittaten,  Und 

fr'— a  nad  h'j— fr 

sind  die  wsten  CooidifMiteB.  der  Punkte 

J8'  und  4' 

in  Bezug  Aiif  ^e  Punkte         , 

A  und  ß       ' 

als.  Anfaoffspunkte  der  ^oordinaien«. .  Wena  niin  die  Coordtinäteii 
bf'^a  una  af-^b  ung(^iche  Vorzeichen  haben ^.,d.*h.  wevi.die 
Punkte, Ä'  und  A'  respective  von  den  Punkt^n\^und  B  aus  nacft 
entgegensesetzten  Seiten  hin  liegen^  so  haben  wegen  .der  Pro- 
portion 40)  auch  die  Coordinaten  3£— a  und  |£ — fr  ungleiche  Vor* 
»iebeo^  d.  h.  der  Punkt  O  liegt  zwischea.  d«n  Pudcten  A  und 
&  Wenn  dageg^  <^e  Cloordias^en  fr'-<-a  und  af^^k  gleiche 
V^zejchea  habeu»  d*  b.  wenn  die  Pui^kte  Bf  und  «4^  r^fsnectiTe 
▼on  den  Punkten  A  und  B  aus  nach  denselben  Sk^U^,{hip.7icgen, 
so  haben  wegen  der  Proportion  40)  auch  die  Coordinaten  3£  —  a 
und  JE— fr  gleiche  Torzeicbed,  d.  h.  der  Punkt  O  liegt  tiitM  zwi* 


licbeliidMi  Mmklen  u4  m|ft*«;  Im.  alHnnrikM  hÜt  naii/  aber 
nach  40)  die  Prciportion -^  .  /=«J   ;   J'  ■'•        !♦  .       -*•'«   -m  ••:  v\  !     . 

43)  AOiBOa^ABf^PA'*), 

MB  MölcWrliuriMch  umpitMbal'  barTÄrgebt:,  dba«;  ib.  düm  Eüle 
wena  die' Punftie  ^Bf  undcrf'  <eapeetivb  «von  4en  Pilnbfcteli  iUdd 
Aantf^tiadfdeiaalbeD.  Seiten  hlniiU^gen;«  jekiaobdera:  / 


AB'>  BA'  oder  AB'  <  JB^' 
d^h  Punkt  A  hlttau$  lii^.     ,  "  .  ^  .   ^  ^   :    ,  ^    /  '    = 


»'»  ? 


&t^ 

Pu 


•1'   Nimmt  Mnjetxk'salle«  Vavbei%0bbnde'zii8»bnidaiV'«a>en^eiMtai 
sich  znr  Bestimmung  der  Lage  dea  Punktes. (<ii:li  ider 'ikfciA'uiB 

Jder  der^oq  Veriängerungen»  uiid  dadtiroh  a,if<)|i.a|ig|i,ffjcb.  dei.Lage 
ei:  Linie  . &/>  die  lolgend^n  einiacben  ft^gefn.  .'•  ,        ."    .  \'  . 

*        #  '  fc^. '    .    >  »  *^t       f        •'       I       'tili        •  »• 


i)Ml 


'^d'^W  die  Punkte  ir  und  2I'  respec^e 'Vdn' d^  Piikikteik 


irvTOif  nie  t'uoRfe.ir  una  2I'  tesjpecwve  vdn' neq  jninKien  ji 

ttnd^b  ans  naai  etitsegeiK^esetzten  S^itl^n  )iii!i  liegtSn,'^o  fie^t 
der  Punkt  O  in  der  Linie  AB,  und  s^lb^«  Etttftfnilbg^n  :40^ttH 
BO,  ]f!i>n'fl^  Pnnktfn.:^.  und  B  vech^M^n^  "wudx  wie  4i«  isinten 
ilÄ'  und  BA  zK-.i^inander* ,1 

Wenn  die  Punkte  B!  und-  At  respective  fod  den  Punkten  A 
und  B  aus  nach  derselben  Seite  bin  liegen  und 


■'■'  "•''  ■■"      ■  M'i^ii'A'' ' 


\K  M  Ugt'^d^VÜ^  Ü  in  d^r  te^1lrAgäf4iög  d^t'^tty^  'M 
über  den  Punkt  B  hinaus,  iind  seine  Entfertiüdgdki  ^Jd^iiid  !ff6 
ton  diu  Vuiddlen  A  und  B  Tddiil«co  '.aiob  wie  diä)  Un&ä  AB' 

und  BA'  zu  einiaAen   .- .'.  md  mr^  .  'i         !  .    ■.!  f.t?  -  .  :<  iw 


•   «      »  r  • 


A  *)  -Pi»*«ipb;.4ie#e  Fr^oni»H'aup)i  ieic^|taM4  gfute  bak#iaton  BU(- 
I^^UrMiaeii.vop  ftroE^e  a|kfoi(«a.la4«t,.  ^^rd  ein  fedet  «9ylefc;%  «Vlf>^ 
■eben«..  £•  i«i  niiin)i«:b  mit  ftueksicht  ai|f  Taft,  Vi  Ful^  SL 

*  AO.A'0=zCO.DO,  '  ■ 


:»    !H 


-.11    .    ..  .       .BO^B'esaGQi^DO.;    :   •   ^    .'   •  i 


.}    „,,-,•.  ..  ..   4V..^-C/=^=W;fXi-Y.   :      i  ...    ,.  ,!.     .„, 


and  folglieb  '   n    .  ('«v 

aUo  ancb 

A0:B0=:B'0:A'^^A0-^B*9yi0'^A*a\ 

d»    i.  ;  ^  \  .  \  ^ 

Ad:B'0=B'0:A'Or=iAB':BA\ 


:"» 


« '  - 1 


Wenn  did  Pmkte  JBn.  und  il'.feipedilre  voo  oMi  PüniateiJ  ^ 
und  B  aus  nach  derselben  Seite  hin  liegen  und    ;    •'>  Sy 


^t,  so  lliBgtder  Punkt  O  lo  der  VeHfti%enin^  d^pi-LioM  OfiB  (ÜMr 
.den  Puttkt'^  hinans,  «nd  seine  Eittfeiniingcti  ^iOidndMiBO.iroa 
den  Punkten,  il .und  iB  verhalten*  sieb*  <vriedle>'.Litiieb..ii0'Mnttd 
BA'  zu  einander. 

Wenn  man  die  Pröpörfionen  40)   iind  '42)  mit  einander  Ter- 

,g;i?i<5ht,      '^•"^    '  ^  -  "^  "'  =-  ^=-  ^ —    ^ '-  ^^- 

Aergehei 

tauschen, __  _,_^ ^^, ^  ^-    .^,„0     .^ir 

Punktes  O  in  der  Linie  AB  oder  dereii  verläugerungeh ,  und  da- 
(dakvh  «H^eielL..der  Lagfe  der  Linie  Ci>  A«cli:a«if  folgeiHieli' Ans- 
«dfuck  hnngOB  kann.  .  '  1. 


'iU    ' 


Wenn  die  Punkte  S  und  A  respeettve  von  deii  Paukt^fi^  4^ 
und  B*  aus  nach  ent^egensesetzten  Seiten  hin  liegeh ,  ido' liegt 
ider  JRunkt  0  in  der  JLinie  A'B\  und  serne.Jßj|it(eniunj;ea  .4^/0  ood 
.B'O  von  den  Punkten,^'  und ^ß' .verhalten isi^.v^ie  4ie>9pil^ 
A'Bjv^d  B'A  zueinander  ,:.,,,<    -. 

•■  '•  Wenn  die  Punkte  B  und  A  ve«rpeotit<0  von  'deit 'Punkten  Ä' 
und  B'  aus  nach  derselben  Seite  hintiegen  und  -        vi-. 

•  ■  A'B'^B'A    '*'    '   •  •        ^  "' ''; ' 

ist»  so  liefft  der  Punkt  O  in  der -Yerlängerung  der  Linie  A^B" 
über  den  Punkt  B*  hinaus/  und'  seine  Entfernungen \^'0  und  B^O 
Ton  den  Punkten  A'  und  JB' .  yerhalteo  sich  wie  die  Linien  A'ß 
,und  Ä'4  ^u  emander.  ^      ^.      ^  .    .    ,      .,^  ,,  ,.  _ 

Weoh:  die  Punkte  £  >«nid.wd' cespetotive  von  dAttiVunUen  dP 
und  B'  aus  nach  derselben  Seite  hin  liegen  «nd.    •  .:\    \    v   1 1  .. 

Ist,  so  Hegt  der  Punkt  O  in  'der  Verlängerung' der fithioi  i4'JB' 
tlher  den  I%nkt  A'  hinaus^  und  seihe  Entfernuns^  A'O^^d  i^O 
von  den  Punkten  A*  und  B'  verhalten  sich  'Wie' 'die  LliÄen  J'B 
und  B'A  zu  einander.  < 

In  dem  im  Vorhergehendeti  noch  nicht  berücksichtigten  Falle, 
wenn  die  Punkte  B  und  A'  respective  von  den  Punkten  A  unjl 
B  auSy  oder 9  was  dasselbe  ist,  die  Punkte  B  und  A  respective 
von  den  Punkten  A'  und  B*  aus  nach  derselben  Seite  bin  lie- 
gen,  und 


..)  I 


AB-BA'  oder  A'B=zB'A 
ist,   muss  nach  dem i  Obigen  olenlnir  .     \    ^ 

V-^a-^af — b  oder  b  —  a'zzza — b\ 
also 


(«  +  «0-(*+*0=O 


96111,  i^pd  da.^puD         I 


1 1    I 


I  •  >    I  I 


•  •     I 


»  i'/     • 


.  f 


also  auch 


T, 


d.  i. 


»   j 


;   ö  +  ,a:=6+»'> 


o« + .a'*+ W  j;5  6»+ 6'*+26^! 


ist;  80  ist 


«  * 


'   !   '        I 


'  =(6'-o)(6'  +  ii)-'«-6)(a'+6). 

folglicb  nach  dem  Obigen  ' 

2(ao'— 660={*'— «)  (6'— a'+a— A) 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 


I) 


:    «.    •    1    .IM» 


II 


also 


'   II' 


6'— a'+a— 6=2(Ä'-aO=2(a— 6), 


•wovaiui  sieh«'  la  VefbMdimg  mM  dem  Torhe^keDdtO'iirfmillelbar 

ao'— 66'=(6'— a)(6'— a0=(a-6)(a'-6)       .... 


•rgiebt.    Weil  nun  nacb  28)     - 

^     .  ;   .  (»r-«).(W-^-('«n*).(»r-ftO\.   .     :  .  .;.;,.  : 

die  GleichuDg  der  Linie   CD  ist^    so  wird  diese  Gleicfaang  Im 
▼erliegenden  Falle  »  '^  ' 

y— MsO  oder  9=n> 


f  i  I 


^ 


•  )     > 


<  (1 


«vt^rAui '^maa  sieht»  dnas  ia  demselbea>di».LiiAe  Ci>  derLMa 
Jt0'|Mrallel  isii  oad  also  tob  eloemt  Dnrcbschaittspmikte'O  «die- 
ser beiden  Linien  Im  eigentUchei»  Sinne  nickfr  die  Ked^*  sei»  kann 


,  >  •  • ' " 


.  I 


»        • 


.  t 


■*>*«i^>««^ 


'.  I 


i; 


1!    . 


.'« 


I   * 


Ueberlegt  man  jetzt,  da^s  in  Taf.  V.  Fig.  2.  sowohl-  dte  Win* 
kel  AA'Cuui  ADC,  aU  a^ch  die  Winkel  BB'Cvokd  BDC^n- 
ander  gleich  sind,  so  wird 'mittelst  tleüs  im  Vorhergehenden  Be- 
wiesenen leicht  die  Richtigkeit  der  folgenden  Methode  des  Rück- 
wärtseinschneidens  mit  dem  Messtische  erhellen,  wobei  ich  die 
den  drei  auf  dem  Mesafiac^e-  gegebene^  Punkten  A,  B,  C  ent- 
sprechenden Punkte  auf  drim  Felde  dur6h  H,  15,  i  bezeichneo 
werde. 

Man  lege  die  Kippregel  an  i^^  ynd  orientire  den 
Tisch  nach  21,  l^ge'  ateKipptegel  All  C,  visire  nach  C» 
ttnd  bestimme  in  dieser  Lage  der  KippregeL  deren 
Durchschnittspunkt  A'  mit  der  Linie  Aß. 

FerUk^t^  l^tf  yfa^n,  die  Ki^.pi'e^p^  ^n.AB  und  orien- 
tire den  Tisch. na;ch  2^,;Jeg;e  .die  Kippregel  an  C,  visire 
nach  <C,  und' Hestiihme  ih^dlieser  Lage  der  Kippregel 
deren  Durchschnittspunkt  jB'  mit  der«. Linie  AB-  .  ^  . 

Nun  unterscheide  man  die  vier  folgenden  Fälle: 

1.  Wenn  die  PuB^lctexi??  npd  A*  respective  von  den 
Punkten  A  und  B  aus  nach  entgegengesetzten  Seiten 
hin  liegen.  ,  '     . 

2.  Wenn  die  Punkte  B'  und  A'  respective  von  den 
Punkten  A  und  B  au^  na'cfa  deri^elben  Seite  hin  lie- 
gen und 

AB'>BA' 

ist.  '  ••      '  --"'■"    ■    •"'"''  ■*••  '    '■    ^ 

i<  :  Ji  Weab  dle.Piiink.te:  JK  and  ii'  re^p^cltvfr  von.fa« 
Punkten  A  und  B  nur  nach  derselben  Seite  hin  lie- 
gen und  '.-.-■•.-*■•';•-"'. 

AB' <;,BA'      

ist 

4.  Wenm^die  Punkte  B^  dn^  Ä*  respectiv^  von  den 
Punkten  A  und  B  aiis  ifaeh  der«elb^n  Seite*  hin  lie- 
j^ßu  ^nd  ..j  ..       .   i....^    .^^      .^;   .^-.^        .      ,.  ,^    .         .     j     ., 

Aß'=BA'  '      \    •  ;■ 

ist  .    :      « 

Im  ersten  Falle  bestimme  man  in  der  Linie  AB  den 

flNillkt  'O  ä^/>d4i8'8ick)<Ale4iieEn:tfeviUin|riob'>  iiOtuniA;  jrO 

va>n  deni  Pn^itbldii  A:ukid:\B  hhmn  so!sü>«in4iidieicfn8;rlMl- 


tew'wi»  die- Linien' ilB^*naf<di'Ailf4i.''  .)  rn.  Mi<i'-  *  c- f  fs«!  i«>. 

Im  zweiten  Falle  bestimme  man  in  der  Verlänge- 
rung der  Linie  AB  über  den  Punkt  B  hinaus  den  Punkt 
O  so,  dass  sich  seine  Entfernungen  AO  und  BO  von 
den  Punkten  A  und  B  eben  so  zu  einander  verhalten 
wie  die  Linien  AB'  und  BA*. 


48» 

Ini'dfllteft  F«ll«' biriitifliai'e  maB  itid«ir  V^erUlige- 
rring  4^t  Lint«  ilS  «bef  ^en  Paukt  A  hiamus  ieö  Funkt 
'O'Bfi,  da^fl  seiDo  liftifevtliiniiied  \^0  und  BO  von  dea 
PHiikt6tt  A  ttnd  ü  sieb  ek^eii  fio  20  •li>aDil#<r  verhalten 
wie  dfre  Lihlen  AV  ii»d  fiit'.  -•  '         > 

-:"  In  vUrte»  FaUe  bestimme  mao  dän  Pukikt  Ose', 
dass^  die  4ürcb  ib«  «niddes  Pvobt  C  der  Laj^e  iiadi 
bestimmte  gerade  Linie  der  Lioie   AB  paralieiist. 

Auch  kann  man  bei  der  Bestimmung  der  Lage  des 
Punktes  O  aus  den  vier  Punkten  Ay  B,  A\  Bf  nach  den 
▼orhergehenden  Regeln  die  Punkte  At  A'  und  A,  B' 
gegen  einander  vertauschen,  d.  h.'in  diesen  Regeln 
überall  B  ffir  A  und  A  für  B  setzen. 

Hat  man  aber  auf  diese  Weise  die  Lage  des  Punk- 
te s  O  bestimmt,  so  lege  man  die  Kippregel  an  die 
Linie  OC  und  orientire  den  Tisch  nach  (T,  worauf  der- 
selbe richtig  orientirt  sein  wird,  und  dann  bekannt- 
lich die  Bestimmune  4er^aaa  Aes  gesuchten  Punkts 
I)  keiner  weiteren  Scbwi^riMelv-unterliegt,  was  hier 
nicht  weiter  erläutert  zu  werden  braucht 

oei  der  Bestimmung  der  Lage  des  Punktes  O  in  den  Lmien 
AB  oiattA'M';  otto  l&aa  3inb&||liil«MiNiiilir4Ä«^ 
hinaus»  aus  den  Proportionen 

AOiBQs=4B':BA'  , 

oder 


A'OiB'Oz^A'JltB'A^ 

könnte  man  sich  allerdings  aer  bekannten  ganz  einfachen  stren- 
gen  geometrischen  Constraetionen  bedienen.  In  der  Praxis  wird 
man  sich  aber  hierbei  wohl  meistens  auf  das  Augenmaass  ver- 
lassen müssen  und  nur  durch  successive  Annäherung  zur  genauen 
Bestimmung  des  Punktes  O  uni  hiernach  auch  des  Punktes  D 
gelangen  können. 

Afieb  darf  nteht  imbemerkf  bleibe»  >  daAi  die  oUge  Metbbde 
des-  Rfickwärlseinsebneidens,  weil  die  Linie  OC»  wie  wir  vöibia^ 

gseben  habdn,  der  Liitie  AB  lo  gewissen  Fälle»  paraHei'wei- 
n  kamt,  w^Btt.dte  Liaie  0(7«idi  dieser  Lage  nähdft/'füridie 
p^dctiircfae  Anweedimg  so  gut  wie  eilfarancbbav  weBdeobanni  *'    * 

'Idb^Jmbe  Aeselbe  hier  jedoch  nüAl  niitevdrü6kenwfAtee,«i|iieH 
ieb  d^r  Meiawg  bin^  4lass  man  dkergl^b^  Jletheddki  Jncdar 
Piaxls  Hiebt  geee^  bebe»  kann,  indem  mA  wohl  aehwefelieb  eine 
Uhr  «He  magneben  FSHegleibb  gut  geeiteete  Methode  tnrAoih 
Mmiog'  der  so  wiebtigeB  Opatamn  oes  RfiekwärtseiBScfaBeideis 
auflndeft  lassen  dfirike.  Was;  Inl  der  Theorie. «nuAcbmal  gana 
bübscli  aussiebt,  tabgt  h»  speeiaüen  Filk»  »Rens  für  die  Praftis 
gar  nichts. 


I    •» 


»14 


.  We  >Ti»lUit£ndiffe  Begrfliidmg  der  varbefgebeudeB  Hediode 
mit  Halb  blosser  ttlementarsitoe  dar  eh^nett.Geometr^aus  4er 
Lehre,  .vom  Kreise»  vvjdlche  «icliirobpe. Schwierigkeit  geben  Ussen 
würde»  uod  eb^ia  der  Note,  .scboii  angedeutet  .worden  ist,f(iAube 
ich  füglich  dem  Leser  überlassen  zvl  .können»  leb  habe  mich  im 
vorliegenden  Falle  ganz  absichtlich  der  Lehren  der  analytischen 
Geometrie  bedient>  dadieseibe  hier  noch  bm,  einigen«  andeiBi  wie 
ich  glaube,,  nieht  ganz  lioiBteresaänteni  Resttltatöni  fttibreo.! 
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Heber  TransVeTfiwa      Im  Dreieck  iiiid 
tfcu  llmeii  Biiffeordiieteii  iPiiiililit 

Von  dem 

Herrn  Dr.  J.R.  Boy  man, 

Gymnasiallehrer  sa  Cobleni. 

(Za  diesem  Anfratse  gehört  Tafel  VI.,  welche  man  gleich  ¥0111  Anfange 

an  in  Tergleichen  hat.) 


I. 


I  .■  . 


■  «■   «^mt;»*' 


;.      ' 


Beschreibt  mao  um  irgend  ein  Dreieck  ABC  einen  Kreis  und 
sieht  Ton.£finem::b«liebigeii  Pwoikle  P  der  Peripherie  i^aeh  den 
Öiieiecksseitea  unter '  gleichem ;  fibrigens  bielieUgem  WinM,  in 
-denstell^en:  jSisae  drei  gerade  Lioien  Ppn  Pp%^.  Pp^t  >^n  liegt 
•jedes  Syatemder  vier  Putokte  PCjpi/^;  PAp^v  PBp\P%  auf 
einer,  luerieo'  iKseislinie.  Verbindet  snui  -  nun  swcti  der  FusepunMe 
durch  eine  gerade  Linie»  z.  B.  Oj  mit  n^y  so  wie  P  mit  de^ 
IBekes  ür05  €:  sv:  i»t  ^P:^Ct=i:2:jP«£r=B:^/UltPka^Ri^Pi, 
^Iko  r^'PAC^j^Pp^.  Diese  Wiokd  sind  ebciü  Peripheiia- 
-winkeiides  Kreises  PAp^.  Die  Sähesteft  des'  eretehi  gebe« 
-durchidie-Eadpunlite  des  Bogens  /^^»  ufM  da. der  eine  Sdienfcel 
^fes  zweiten  Winkels  dsndi  i^igeht»  ^  öiiiss  der^.  andere  :ebeit« 
felis  darehfp^ii  gehen  tjpiPjQihf  ist  mithin  i&iwe.  gerad»  Unit»  r-.  Hier 
ist.  ialso=  auf  ganz  elenentare  Weise  Mgender  bekataite.  Satz  er* 
wiesen: 


»»Wenn  man  von  irgend  einem  Punkte  aaf  der  Peripherie 
„eines  Kreises  nach  den  drei  Seiten  eines  einbeschriebenen  Drei- 
»»ecks  unter  demselben  beliebigen  Winkel  gerade  Linien  zieht»  so 
»»liegen  die  drei  Fusspunkte  in  einer  geraden  Linie.*' 

Trifft  eine  beliebige  Gerade  die  Seiten  eines  Dreiecks  AfiC 
in  den  threi  Punkten  Pt »  P^,  p^  und  man- beschreibt  durch  irgend 
xlwei  Winir^lpunktli»  und  die  auf  den  ansfossenden  Seiten  Uegen' 
den 'DurchspfiDitte- der  geraden  T^iniiä»  z.  B.  durch  C,pi9p^md 
A,p^jf»,  zvfeX  Kreide»  und  verbindet ' deren  Durchschnitt  P  mit 
den  Ecken  des  Dreiecks  und  den  Punkten  Pi,  p%,  p^i  so  ist 
offenbar '^Ppif;===^Pp2^=:^JPiHi4.  Ueberdies  iist  ^p\p^B 
=^p^PA  Uta  Zpspilif=^C?^,,  folglich  ^ilBC+ZCPifcaJ^ 
Daher  Hegt  der  PunKtP'  auf  der  dem  Dreieck  ABC  umschriebe* 
nen  Kreislinie.  Fflr  eine  andere  schneidende  iGerade  wird  der 
Punkt  P  im  Allgemeinen  ein  anderer»  liegt  aber  immer  auf  dem 
Umfang  des  dem  gegebenen  Dreieck  umschriebenen  Kreises.  — • 
Wir  haben  folglich  den  Satz: 

»»Legt  man  durch  die  Seite  eines  Dreiecks  beliebig  viele 
»»Transversalen»  so  lässt  sich  ffir  jede  derselben  ^mmer  ein  Punkt 
«»findeil  von  der  Eigenschaft»  dass  die  von  demselben  nach  den 
»»drei  Durcbschnittspunkten  gezogenen  Geraden  den  Seiten  lies 
»»Dreiecks  unter  demselben  Winkel  begegnen.  Der  Ort  aller  die- 
»»ser  Punkte  ist  diie  dem  Dreieck  iimschnebene  Kreislinie. 


Zugleich  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: •  m,. 

»»Beschreibt  man  um  jedes  der  vier  Dreiecke,  welchf  die  vier 
Seiten  eines  Vonständigen  Vierecks  unter  sich  bilden»  ^elnen 
Krei^:  so  schneiden  diese  vier  Kreise  sich  in  EineSil  Pütikte» 
welcher  überdies  die  Eigenschaft  hat»  dass  die  Geraden»  welche 
von  ihm  nach  den  drei  auf  derselben  Seite  liegenden  Durch* 
»schnitten  gezogen  werden,  hier  mit  den  drei  andern  Seiten' 
gleiche  Winkel  einschliessen.'*. 


4. 


;...»        I''      '>r 


Erklftrvng.  Der  Punkt»  dessen  Verbindungslinien  mit  den 
Durchschnitten  einer  durch  ein  Dreieck  geleg(eiLTr«ii«re#iialB  dcD 
Seiten  desselben  unter  dem  nämlichen  Winkel  begegnen»  soll  der 
der  Transversal«  (naeh  diesem  Winkel^  angeordnete 
Punkt»  und  dem  •  eatspreohend  die  Transversale  di«  '-d#m 
Punkte  (uateh  'd(es#m  Winkel)  zugeordneie  T-ran^*- 
▼ersale  genannt  weribn. 


3M 


Es  ist  leicht  zu  zeisen,  dass  jedes  Paar  der  folgenden  Drei- 
ecke fibulich  ist,  nfimlicn: 

£iPßAc\:>^PpiP^,  ^PCAoD^JPpiP^,  ^PCBoj^Pp^. 


um  d^öji  Vwki  P  zugeordnet  bleibt  --  Daher  der 


•  «  • 

/.(«egt  ihao  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  beliebig  viele 
^ansvef aalen ,  welche  alle  ein  und  demselben  Punkte  mgeord- 
,n'et :3iod»  'sQ  werden  ihre  zwisjcheo  denselben  zwei  Seiten  entr 
»halte neo  Segmente  und  die  iedesmalige  'dritte  Seite  von  jenem 
Pupkte.  aus  unter  demselben  \Vinkel  gesehen.'' 


6.      . 

^     Aus  ^er  ,AebDUchkeit  obiger  Dreiecke  ergeben  sich  folgende 
Pr.fpprtioneo ; 

BAiPiV%--Pß^PPx^P4'PP%, 
CA:ptP^  =  PC:Ppi  =  PA:Pp^, 

CBip^^^PC:Pp^=PBiPp^. 

Hierin  ist  folgender  Satz  eikthaiten: 

'  ♦ 
. '  »liegt  nian  durch  die  Seiten  eines  Dreiiecks  eine  beliebige 
„Tranarersale:  so  ist  das  Verhältniss  aus  irgend  einer  Dreiedcs- 
Mseit^  und  dem  Von  den  beiden  andern  Seiten  interceptirten  Seg« 
«yinent  der  Transversale  dem  Verhältnis  aus  den  Entfemumjen 
5^äes  der  Transversale  zugeordoeten  Punktes  von  denjei^igen  End- 
»»punkten  dieser  Seite  uoa  des  Segmentes  gleich»  weltebe  auf  der- 
»»selben  anstossenden  Dreiecksseite  liegen/" 

Aus  obiger  Proportion  folgt  noch  die  Gleichung: 

PA.Ppi^PB.Pp^^PC.Pp^. 
Dtos  '^t  «abstellenden 


»Die  Prednkte  der  Entfernungen  des  eiaec  Ttansweitsale  d«s 
jj>reiecks  zugeordneten  Punktes  jedesmal  von  einer  Ecke  des 
„Dreiecks  qna  dem  Durchschnitiflipankt  der  IVanäveisale  aU  d^r 
^gegenüberstehenden  Seite  sind  einander  gleich/' 


7. 
*  '  Audi  UtVJedmIßaar'd«  ^UtguOmi  Orei««lde  t]dinlkht> : 

t|i9Raq8  er^ebßp  siqh  num  dl»  Pro|>ortipnen;  :  ^ 

'        ..'      »  4  ■         •  •  ■  '     .  .  '  •  • 

PB:PA^Pp,:Pp^=Bp,:Ap^; 
PA:PC=^Ppi^Ppj,:=:Ap^:Cpi; 
PCPB^Pp^iPif^^  Cp9fBp^ 
Hierin  ist  folgender  Si^^  ^nth^^W/* 


Legt  man  dufcli  .dje  Seiten  .ejne«  Or^ifcks  eine  beliebige 
isversale:  80  sind  die  Entfernungen  des  derselben  zugeord- 
„ueten  Punktes  von  dep  flodpi]i9}ttaP .  ir(|fftnA  einer  Dreiecksseite 
„und  die  Entfernungien  eben  dieses  Punktes  (so  wie  auch  der 
,,gewfthlten  Endpunw)  von  d^mnlMa  DurcMcbnitten  der  Trans- 
»»versale ,  welche  mit  jenen  Enopunkten  auf  derselben  anstossen- 
„den  Dreiecksseite  fi0gV9>}  VerbMtnis^UMcJ^'' 


AM/deo.^qiM(9b9D4l»R  Proppiiiopffn  pVgM  sich  di?  vli^jciKwgt. 

Cpi.Ap2.Bp^=zBpi.Cp^.Ap^. 


t.  • . « 


'-.IV 


Hierin  liegt  nachstetiendbr  SatisV     '' 

»yL^t  man  diircb  Üfi^  Selteii  ^fnes '  Drei^ck^  eine  beliebiee 
»»Transversale:  so  ist  das  Produkt  d^r  von  den  drei  Winkelpunk- 
„ten  aus  abwechselnd  genommenen  Seitensegmente  dem  Produjcte 
y,der  drei  anderen  abwechselnden  Seitensegmente  gleich.'*'        •  <  •  < ! 

1.  ^IH«l»eFf  SMsi  w^  n&Db  ß-rlan^b^op  nod  ^PanceUt  «schon 
A^  4Meii  ^k^ont  (a«  Plüi^kteri  »Entwiieklimge^''  Ifd-.U-. 
Ct.  437.)  und.0oUi«ioh.iitterat  in  der  >,Slpbärik''  d^  Meneii^MCf 
finden. 


Anmerkung.  Der  vorstehende  Satz  gilt  auch  , iu»ffßke)irt/ 
d.  h.:  Sind  die  Punkte  Pif  p%f  p^  auf  den  Seiten  des  Dreiecks 
und  ihren  Verlängerungen  so  genommen»   dass 

Cpi.Ap2*Bff^=^Bpi,Cp%.Ap^, 


soHimB  4icadPuikle  im  gsiAdeffLiiii«.  VeitgL.  Ad  im«  «^Lohre 
vo.n  deii  Trraosvi^iTiaalMi^  &  6.i^  «»4  »,Haf^iiiiiili«che  V^eiB*' 
hifUnisseH  tS.  88.  «-•: 


T  ■ 


9. 

Darch  irgend  drei  sich  aehneideode  Geraden  AB,  AC,  BC 
seien  drei  neue  Geraden  p%p%p%f  9iWI^»  ^i^t^t  JS^^^^^t  welche 
in  Besug  auf  das  durch  die  drei  ersteren  gebudete  Dreieck  zu 
ein  und  demselben  Punkt  P  zugeordnete  Transversalen  sind  und 
sich  in  den  Punkten  k^,  h,  k^  schneidert':  alsdftnn  erhSlt  man 
im  Ganzen  zwanzig  Kreise,  welche  sich  ^lle  im  Punkte  P  durch 
setzen,  nämlich: 

ABCP, 

PApfPt,  PAgt^f,,   PArttti 
PBpiPt,  PBqi^,  PBriT,; 
PCpiP».  PCqiqi,  POriu;  - 
PiiPiqi,  i^ip%ftf  PiiPsV^l 

l%Pi^l'    ^^hP^%y   '^tPs**!; 

' '         '  ■ 

PhViri,  Ptt»W*»  PhW*i 

Pkxk^. 

Von  diesen  sechs  Geraden  sind  also  je  drei^  dem  Punkt  P  zuge- 
ordnete Transversalen  in  Bezug  auf  das  durch  die  drei  flbrigen 
ffdbifdete  Dreieck.  Daher  hat  mau  durch  VermiCthing  von*$.  7. 
folgende  Proportionen: 

PiPs5W^=9ifc:9»98.=»'ir«:rar„,  . 

Pi « s  9}ri  =  P!A%  '9%H=Mt  5  9»»^  f 

ttf   B*  .W» 

.■'••'  .'  '  '      ■  ••  1 

Daher  der  Satz:  , 

'  „Zieht  -man  In  einer  Ebene  sechs  liich  sifchneidendc  Gehiden, 
,>so  dass  drei  derselbeti  zu  einem  und  demselben  Punkt  zueeofd«' 
„nete  TrlEinsveraalen  sind  in- Beziig' auf  das  d«nrdh  -die  drei  dbrK 
,,gen  gebildete  Dreieck:  so  sind  die  auf  irgend  drei  derselben  lie* 
,.sreiiden  Segmentenpaare,  welche,  von  den  drei  übrigen  intercep- 
,ian  werden,  Terhäitnisagleich'. 


10. 

Liegen  ausserdem  irs end  drei  Punkte ,  in.  «sefcheii  diese  sedis 
Geraden,  zu  Paaren  verbunden,  sich  sehneiden  (s*  &  e^p^ri), 
mit   dem   Punkte    P  in   gerader    Linie,    so    ist  noch    in    den 


also 

:)i'  IN*B.<gielit  .nathsteliendett  Sats: 

' '"  »«"Wählt  man  auf  den  drei  Seiten 'eines  Ureieck^  irgend  drei 
>].1il  gerader  ^.Jjfaiie  liegende  Punkte,  lihd  legt  durch  dieselben 
jljdrei  Transversalen,  weiche  "^em  und  demselben,  mit  jenen 
„dreien  in  det  nämlichen  geraden  Linie  sich  befindenden  Punkte 
„zugeordnet  sind :  so  schneiden  sich  diese  drei  Transversalen  untet 
5^eta  Winkeln'  des  gegebenen  Dreiecks«**  - 


..li"  il,. 


If...  •  .11.  .     .'  "..        :  ■'       '!»   ' 

.,;    Vm  bestimme  zu  irgend  zwei  parallelen  Trarisiersalea  jPi]0^> 


9^Vs  ^inc'^  Oreiecks.  Ji9&  die  «ngeordneteaPiAikte  JP  und  Q, 
verbinde  diese  mit  den  ihnen  e^tspr/Bcbend^nOufobschiiittsraitk* 
ten  pi,  p2>  P^  und  q^y  9%y  %t  so  wie  mit  den  Ecken  des  Drei 
ecks;  alsdann  ist: 


dftaber  :vi   '  o"«;- 

•  >         "  •        <  ♦      »        J  *   • 


SO  ist  .' 


eben  so  folgt 


und  auch 


»   a 


Daher  hat  man  folgendev  .Sat«.:^  ..    < 

„Legt  man  durch  die^  Seiten  eines  Dreiedcs  beliebig  viele 
^parallele  Transversalen  •  und  verbindet  die  diesen  zugeordneten 
»^unkte^'/mit  •  den  t  «iif.  .^ner  ^  und .  d^rselh^ n  Dreiecksseite  ihnen 
„entsprechenden  DurcWhnittspunkten  dieser  Tran&yerss^ehV  so 
»^eihe IV  . niese  VerbindungsFinien  alle  d.«rcfa  einen  und  denselben 
i^unkt>  Welcher  ;^^f  det  dem  Dreiecjkc  umschriebenen  Kirddinie 
,Jiegt.."  -^^  '  '     ..    _      .  '     ■.:.../,'     •.  Yi\  ?>!;•!;■    . 

12. 

Solcher  Punkte  ^taaltiiitin^lrenbardT^i,  nnmiich  A',  B\  C: 
Man  verbinde  diese  zu  einem  Dreieck  ABC    Da  nun 

The»  XIII.  24 


170 

so  ist:  .   !_, 

AB=AB'.  BC=.BfÜ,  AC=A'C. 

Die  Dreiecke   ABC  und  A'B'G  sind  also   einander  congTuent. 

Beidfl    Dreiecke   sind    offenbar   aach   sy^ntliristilii  .iiaca    der 

leich  Durchmesser,  ^es  Kr^es  )is^    Daher 

'erbindungaltnien  An,,  'Btiff'.iCÄi  m  einem 

!  P",    weltihyr  dem  Piiakie  if^.so  wie  die 

Ba^,  Gps  in  einem  un^  dpn^clben'^jiqkjte 

le  Q  symmetrisch  liegt^,, '.' j^ ,;_".         ,! 

Offenbar  al^o,  wenn  maa  ron  dem  DMack»  AfM^G-vM  dca- 

selben   TranoveTsalen  PiPi,    9i9|  ausgegangen  wäre,    würde  man 

auf  das  Dreieck  ABU  und  die    in  Bezug  auf  dasselbe  diesen 

Transversalen  zugeordneten  Punkte  P  und  Q  gekommen  sein. 

Transversalen  in  derselben  Richtung  mit  pipt  f^bre;)  alle  anf 
dMMlb*  tDreieek  A'B'O;  TvaRsrersalea  in  ein»  ^kndbi«  Rieh- 
tmg  Iffebcn-ehi  andere*;  aber  Immer  dem  Dreieck  i^fiCcongra- 
eJlBB^alidi'vynnMtriacheii  Drri«cfc.'  


Durch  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  lege  man  die  Tran»- 
vetsaleD/f  so,  dass  das  zwiscben  zwei  Seiten  enthaltene  Segment 
DB  durch  die  dritte  SeKe^  sogetfaettt  w«rde.  dass  DL:Ll£=p:q, 
nnd  bestimme  den  derselben  zugeordneten  Punkt  P  nad  men» 
PA.  PC,  PL.    Nach  §,  fii-ist  alsdijiyi 

AB'.DL—PA'.PL,  .  -■' 

CdrtB^PC'.PL. 

woraus   in   Verbindung   mit   vorfitebttsd«  Bediugnogs- Proportion 
sich  ergibt: 

AB.PCtÖB.PA=p:q.     • 

Hierin  liegt  folgendei'Satzi'    '  '    '.'   ' 

„Legt  man  durch  dSe  Selten  eine's  DreletkB  *lnb  Transver- 
„»aie  so,  dass  das  zn-lschen  zwei  Dreiecks» ei ten  Interceptltüe- 
,',Segment  derselben  dorch  die  dritte  Seite'  In  dem  'Verhälfnls« 
.^:  q  gethdft  TFtrd ,  so  Mldet  der  diesev  T rknsversale  zugetJrdnete' 
,n*unkt  mit  den  Eclipunkten  des  Dreiecks  ein  Kreisviereck ,  In 
„welchem  die  Produkte  ans  den  gegenüberstehenden  Seiten  in 
„dem  gegebenen  VerhSItniss  p-.q  stehen. 

Für  den  Fall,  dass  das  Verhfiltniss  p;a=l,  sind  die  Produkte 
aas  den  gegeniibersteheiHl«B  Seiten,  de«  ^Kw^cks^and^  gk'ch. 
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14.  '^    ••■ 

Es  gibt  offenbar  uoendlich  viele  Transversalen,  welche  dnrch 
dieselbe  dritte  Seite  AC  In  dem  VeAäUnisfi  P :  Q  getheik  werden. 
Da  es  aber  auf  dem  Bogen  AC  nur  Einen  Punkt  P  geben  kann» 
för  welchen  AB.PCiCB.PAt:z'p:,q  ist,  so  haben  alle  Trans- 
versalen, welche  durch  dieselbe  dritte  Seite  in  dem  Verhältniss 
piq  getheilt  werden»  immer  einen  und  denselben  zugeordneten 
Punkt}  und  es  bestimmen  alle  diese  Transversalen  also  auch  nur 
ein  einziges  Viereck. —  Aelmlkh  -entsoHcht  allen  durch  die  Seite 
AB  in  dem  VerhSitniss  min  getheilten  Transversalen  ein.  und 
derselbe  zugeordnete  Punkt  Q,  so  wie  den  durch  Äe  Seite  BC 
in  dem  Verhältniss  r:t  ^etheUten  Transversalen  ein  und  derselbe 
zugeordnete  Punkt  R.  Soihit  erhalten '  ttif  im  Ganzen  drei  sol- 
cher Vierecke,  nämlich  ABCP,  BCAQ,  CABR.  Für  diese  be- 
stehen also  die  folgenden  drei  Proportidni^n : 

ASf.PC:CB.PA=p:"q, 

CB.QA:AC.QB=ztn:n, 

AC.RBtAB.RC^ris} 


aus  welchen  sich  durch  Multiplikation  und  Aufhebung  der  glei 
eben  Glieder  nachstehende  I|roportion  .ei;gi^: 

PC.RB.QAtIf4.QB.BC^aitt»P''9^' 

Daher  hat  man  Jen  .Satz  i 

»»Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  Transyer- 
»»salen»  welche  einzeln  (md  zwar  hinsichts  der  intercepnrehaen 
»»Seitenpaare  nach  derselben  Ordnung)  in  den  Verhältnissen  p:^, 
»»m:fi»  r:«  getheilt  werden»  so  bilden  die  drei  diesen  Transversa- 
mIri  a||geqr^4<^eten^  Punkt«;  mit  den  Eckpunkten  de^  Di^i^f^  ein 
»»Secnseck  im  itjreise»  ISr  welches  die  Produkte  i^os  ^iendrei  ab- 
»»wechselnden  Seiten  in  dem  zusammengesetzten  Verhältnisse 
„pmriqni  stehen/'    . 

Für  den  Fall»  dass  iii:n=r:f=5p:9  erhält  man 


,  PC.RB.QA.PA.QB.RC=p9.qK 

Ist  ausserdem  noch  piqssl,   so  sind  die  Produkt  aus  ien 
abwechselnden  Seiten  des  Sechsecks  einander  gleidr.  ^ 


15. 

''^S'tit 'Mfr^mbsHeiiigeii  Krelsvleteok  ABÜD  ziehe  tnätf-^fe  bei- 
den'^Bttäfeonäteni  und  bestlAiine  dnnih  leimig  4e^Pei^itdikel 
BäM  dsii  ^inkeltMntoteti  auf  die  Seiten  ttvid^I>mg«lM4t^ll'd«s;Vfeif« 
^4  die  dletfMWInkelpaiihlen  in  Betttig  auf  darjed^iliit!  gdgifii*' 
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überstehende  Dreieck  nach  dem  rechten  Winkel  zugeordneten 
Transversalen,  nfinilich  PiPiPs»  PfPePe»  PrPiP^»  PioPiiPit»  »••" 
dann  ist  nach  §.  6.  und  weil  ^GAp^co  ^l^J^Pi- 


CA:Op^=BD:Dpi; 


•i; 


mithin 


I .  •    i  '  < 


,1' 


Ferner  bat  mau: 


PrP^i  dC^Bp^iBC; 
BD:Bp^zs:AC:Cp^\ 


1) 


folglich 


Ebenso  ist:- 


Pi^=PrP%y 

,   .    -       *  '       «      . 

«         • 
■  I 
«  ■  * 

ftP^:  ACssi  Bpri  BA, 

PitPt^B=zApi^ 

AC:Apit=Dß:Bpf; 


2) 


daher  auch 


8) 


PrP»=PioPi«- 

Aus  der  Verbindung  von  1)>  2)>  3)  ergeben  si^  nun  fol- 
gende Gleidhfareit^n : 

PiP»=P4Pd=PrP»=PioPis;  l- 

...  ,    ;        •; 

ebenso  findet  man: 

PiPa=P5Pd=PrPs=PuPi»;  W- 

.   •      •  •  *  .     " 

und  endlich'  auch: 

Paps = P4P5  =P8P9 =PioPii  •  ni. 

Hierin  liegt  nachstehender  Satz: 

,,Wenn  man  in  einem  Kreisvierecb  die  b«Men/.I)iagoiiBlen 
,»zieht  und  zu  jedem  Winkelpunkte  in  Bezug  auf  das  Jedesqial 
»»gegenüberstehende  Dreieck  die  nach  dem  rechten  Wmkel  zu- 
,4ieordnele  Transversale  coostruirt:    so  sind  «owoU  diese  viev 


y 


%n 


»» 


TruMveniAlen ,  welehe  awischeo  je  zwei*  abstoestfnfden  Vl^recks- 
f^imi- liegen,  unter  sieb  gleich,  -als, auch  jedeeihal  dielent^te 
9>vier  Segmente  deraelbeti,  welche  cwiechen  den  INägonafen  iindf 
»»je  zwei  gegenUberstehenden  Selten  des  Viereclis  enthalten  slndi^^ 


•  .  1«.  .       .  •  . 

Dorchachneiden  sich  zwei  gleiche  Sehnen  innerhalb  oder 
ausserhalb  des  Kreises,  so  sind  bekanntlich  die  Sesmente  der 
einen  Sehne  den  Segmenten  der  andern  beziehiicb  gleich.  Solche 
gleiche  Sehnen  eines  Kreises  sind  aber  die  Transversalen  piPs 
lu^^  VrV%  *  P^Pe  ui^d  PicuPi«*  .  f^^nn  wir,  nun .  den  Duiochschiiltts- 
punkt  von  piP^  und  v^p^  niit  Oi,  detl  Dorchäcb'i^ittspunkt  von 
P4P6  ^^^  PioPit  roit  O^  beze^bneo,  spjat .daher: 

OiPi=OipT,  Oip^^QiP^^  Q^^r-OiPfi'f         i       •'  : 

Orfi4=OaPio,  O^c-Ojfi^  OaPft=iOaRji .  ;      ',    ''/ 

Indem  wir  hier  In  jeder  Reihe  mulUplicirep:,  ,^gibt  sich: 

OiPi.OiPt=  OiPr.OiPt,   0ip!j.0jPa=0i^,.0ift ; ,  , 

Demnach  Ist  sowohl  Oi  b\s  O^  der  Dxrxc^isi^hnMi^utAitde^Ph' 
tenzlinien  der  Kreise  itf^  und  M^f  sc/'wie  tfefKlreise'Jlls  und  Ifl^; 
beide  Punkte  sind  also  nur  Einer,  den  wir  in  der  Figur  mit  O 
bezeichnet  haben. 

Hierin  liegt  der  Satz: 

„Wenn  man  in  einem  Kreisviereck ,  in  welchem  die  Diai^o- 
,»nalen  gezogen  sind,  zu  jedem  Winkelpunkt  in  Bezuff  auf  das 
„gegenfiberliegende  Dreieck  die  nach  dem  rechten  Winkel  zuge- 
„ordneten  Transversalen  construirt:  so  durchschneiden  sich  diese 
„vier  Transversalen  in  einem  und  demselben  Punkte.'* 


17. 

Gleiche  iSehnen  derselben  Kreise  sind  auch  noch: 

PiP%  md  P^P6»  PjPs  «ndPioPn*  P4Pa«n*P8P9»  PrP^  "»«IPiiPiÄ- 
Demnach  hat  man  femer: 

OPi=  OPt  —  OPr—  Opi^; 
Op^=^Opt^=:Ops=Opii; 

Op^=Op^=Op9=^Opio^ 
Dies  giebt  nachstehenden  Satz: 


SU 


,,FlUt  mm  99»  den  WiiifceliHifikiaii  «iMi  Krei^vierecksv  lu 
,9W«lohem  die  Diagpwle«  ffopogen  emA$  Auf  dieSoiten  des  jciIma 
iffß^^  ge^nübfrliegenden  Uveieoks  die  dm  P^fpemiiUL:  uo  U«p. 
„2m  die  zwiA(  Fu^epu^kte»  zu  yier  aoiwiiuieii  neordDel»  aaf  deo. 
yyPeripberien  dreier  eoneentrischer  Kreise,  deren  Mittelpunkt  der 
y^eenieinschafUiche  Durchschnitt  der  vier  Transversalen  ist«  welche 
»«durch  je  drei  entsprechende  Foiispunkte  gelegt  sind/' 


Aus  den  vorfaergebenden  Gtelchungen  erh&lt  mi^n  auch: 

■ 

mithin  ist  O  der  gemeinschaftliche  IXurchschnittspuiikt  der  Potenz- 
linien  der  Kreise  Jlfi  und  M^;  M^  und  M^;  M^  und  U^^ 

Daher  der'  Satz: 


>»' 


^Beschreibt  mato  iti  einem  Krelsriereck  fibcr  je  zwei  gegen- 
^überstehende  S<^Uen  und  über  die  beiden  Diagonalen  ai^  Durch- 
„messer  Kvefse:  so  schneiden  sich  diie*  Potenzlinien  dfeser  drei 
»«Kreisepaare  in  ebieni  und  demselbea  Punkte^  dem  Diuchfchnitts 
««punkt  der  vier  Transversalen,  welche  den  einzelnen  Winkel- 
«^Hinkten  \n  Bezug  auf  da«  jedesmal  ge^efiüber»teheMe  Dreieck 
„nach  dem  rechte  Wickel  z\pigeordnet  sind/' 


!J 


.*    \% 


>.'►  .'\ 
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■      ;  '  :  ■ 

Vi''  •• 


f  .f.. 

1       *'  I  *  •  •     • 

\  / 


t  "     '  X 

vi  /  \ 


.     \   ~  •         )  •  *  .      •  's    '  .  ' 

KnfWfefceliiiigK^der  Ol^elmiiir  ^der  Xo- 

xodroi|ie  anf  4ii^ni  dni^ch  DrelMingr  der 

Fiiirfi1»ei  lim  puriß  äussere  Aj.e  epitiate* 

taenden  ||oi(atioiisparal>olo|4|. . 

Von  dem 

Herr^i  Pr.^^.  R*  Boyman» 

UjmriaiiaUaiirer  zu  Cobl^ni:. 

i .  - 

.     •/         V    '    I 

*.  t  ,    . 

\-    •      ^^ 


■    I' 


Lftsst  maii  die  Pambel  uro  Hire  äussere  Axe ,  die  Axe  der  Z, 
sieb  dreheB./wö  e#bi(lt*  man  ein 'RotjE^idiisparalii^rti^id,  welches  dar- 
gestellt ist  durch  folgende  Gleichung: 

Aus  dieser  Gtdcbvng  ergibt  ^ipb  durch  DfIFeretrtlatlon : 

...     -  -  .  ^ 

und  daher  ist:. 

Werden  diese  Werthe  in  die  allgemeine  Gleichung  der  Loxodro- 
men«  welche  Ist: 
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'+VE-' 


substitairt,  80  erhält  mao  die  Gleichung: 
oder  mit  geringer  Veränderung: 


Diese    Gleichung'  'geht  ^^darch'    Ausschdduii'g "  des '  gemeibliAiA 
Faktors    /l+^^^^^V  und'W^  1) 


in  die  nachstehende  über: 


dx 


^      »  +  tangy.(l+giyj:' 
welche  folgendermassen  sich  darstellen  lässt: 


.  I  i  ■     (    •  i  > 


'   .1  : 


Substitnirt  man  nun  hierin  auf  der  rechten  Seite  aus  Gleichunp^ 
2)  den  Werth  in  z,    und  dividirt  Behufs  der  Integration  auf  bei- 

den  Seiten  beziehlich  durch  w'^+y^=z—^»  so  erhält  man: 

und  für  die  Gleichungen  in  lt.M^d^.^%i^ö^  wie  in  y  und  z,    indem 
man  a:'-fy'=o^=con8t  setzt: 

/dx  r  ^.dz  '    ^*""- 

'  .      ■  .  •      I      i  .  .  J       •  * 


«  •  • 


*)  M.  «.  ArchiT  Theil  Vll.  S.  337. 


177 

Nun  ist  aber: 

f—z-*(p*+4x*)idx 

=  ^ti!!)i_2|og(2z+(p»+4««)4)  +Con«t 

Daher  erhält  man,  indem  man  die  nach  dem  Anfange  der  Curve 
zu  bestimmende  Const.  =  tangy.(21ogjB — Ä)  setzt,  die  End- 
gieichung : 


die  Gleichung  ^|der  ^Ü^BdoiAä«;!!^  >  4!mf '  •  B^j^^onsparaboloids, 
welche  in  Verbinauns  mit  der  uleichahs  des  llofationsparaboloids 
1)  die  Paraboloidische  Loxodfome.liestimmt;  ebenso: 

Are  Sin  - 


•  I.  '    •■ 


1  "  :. 


Are  Qos  — 

■ ^^jr^-^^iu^^ii^-m . 

'(ite  G^<^i(;H^R^efi  'jäeV  ProjektioiieQ  diesjp^ ,  ;!Ps^i^1)oloidi8clien  höm; 
(jroinej . i^r  deq  Coordinaten-E^eiiep  ^Z  und,, FZ >  >velcbe  dies^9 
ebenfalls  Tollstandig  bestimmen.  '  ,     'li' 

In  anderer  Form  lauten  diese  Gleichungen,  wenn  man  noch 
zur  Abkürzung  den -iAdsdruek*- in- d«{r-KittBiffier  mit  P^  bezeich- 
net,  also: 

-n>"r.i*l   '.»I.i: -jI-  :    ,*\Li-   ?     ••    |    ^^  »triff    üJ'>i»i.^    .n.   ><    a,  S     ».".i  -.!i 

ar=ytalig(tangy.P,),  :....., 

a;==vsin(tangy.Pi), 


\\'.\  \  • .  i  > 


» 


378 


» •     «       •  • 


i»   •»•'..   i  ;  (! 


1    •  I '»     ' 


-    .*:.'-■).  .    _-     •.   .,        "l»«;-  . 


ITeber  paraUele  Tri^ansrersaleii  Im 
DreiecK;  Welc]^  Ton  Aen  Ilretecks- 
selten    nach    demselben   Terhäüniss 

giej^clinftteii  werde^i. 


Herrn  Dn^J*.  R*.  Boy  man, 

Gymnasialli^lirer    su  Coblens. 

•\  '     c     -~  I  /  ♦•  I         • 


t. 


•> 


Duxcii  die  $^iten '  eipQ^  Dreiacks  ASÖieK  nM\^ei  unter 
sich  parallele  TiMsversaJen,  so  dass  in  jedem  Winkel  eine  ganze 
Transversale»  ein  grünerer  und  ein  kleinerer  Abschnitt  liegt  uii|d 
dl0  abwischen  den  ^r^ielrl^sselten  enthaU6rieASegm0ntb' in  dem- 
selben Verhfiltnlss  stehen,  sodass  also  mit  Bezu^  auf  Taf/VIf. 
■^'8-  L:  _  '••=  .'    '  "*  •  ''  "  ^"^     •'' 

Alsdann  hat  man»  indein  man  i^-f  n=«  setzt,  folgende  Propor- 
tionen: •  ?••;';•'. 

»  •     «        i 

■ 

I)  <^BE  :BO=jEK'^FG, 

CL.CJ  =  -1)U:EK; 


wVW 


AB:AJ='f^D^:'^kK:;^^ 


2)       ^  5jd^():»/>^^FG:/>A;       ' 


1 


•' -ii;l>     I  >-.      .  •.   :      i    ••       .•''.'>    ""it;    '    FU  u.'i         ••, 


f   •    ii   «i« 


4£:il<?=5iiÄff:Fiß>, 


.  k.  t 


3)  JÄF:  :B/  »  »  JPG^  ÄÄ.  '^V .  \  . 


CE;CD==^1C:^p^i 


r  r  <        7 


•         •     .  •  •  • 

'      .  I  .      *      .    •  •  •  .  .        .       t  •    I  <  ■      .  '       »  ' 

lcD:COssjDS:jFG. 

t 

Aus  diesen  vier  Grwp^p  von  ProporÜQpen   folgen  nächste« 
It'fitoiohtingett:        ^  .  -.  ^*^. 


.,.;■■_,-■  V.;.,-.  ,  M]SE,Cl:^4ti.äö,(i$^, 

.'  ^'V:-.:.  \AH.BO.abc4JJBBX}G4 

,      ,'     '         \Al.Br.CE=;iAG.BJ.CD./ 

.■'.:  \AGMJ.CJHmdKMII.ßOt.  .  ■ 

au  weldieo  dch  ergibt:  i.  ../.  '  . 

6)  AF,BKCL^4ßM4hCKsi4JMp, 

7)  AL.BF.CE  =  4G^J{,^:^41^f^, 


'•!       • 


i    vi 


V^jJ^Juii  ^eateReii  aber  ferner/  w'  |lezug  kuf  ,die  Traösversaleo 

•"'■•^'  •  8):'  '  ■  ■  \AHJiD.cLd-A!LBHj(m,  ■;■■;•     '■, ;■• 

".'.•,'■■  *4JBX.CM.w.4l^JBJ.C£;       .' 

woraus  durch  Multiplikation  sich  ergibt:         <" 
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/      iAF.BE^.CL)  \    .  *»>_  {AL.BF.CE) 
9)  j  ><(AB.BO.CK)  ['=  hxiAk.BH.CO) 

Da  nun  in  dieser  Gleichune  die  in  Klammern  gestellten  Pro 
dukte  auf  derselben  Seite ^lilicE/ttriinA  7)  .Wunder  gleich  sind, 
so   sind  diese    sechs   Produkte  alle   einander   gleich,     so    dass 
man  hat:  . 


10)  }ah.bo.ck=ak:bb.co- 


Man  hat  also  den  Satz:     - 

9,  Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  parallele 
4, Transversalen,  welche  von  den  Dreiecksseiten  in  demseloen  Ver- 
„hftitniss  getheilt  werden,  indem  zugleich  jeder  Winkel  eine  ganze 
,,TransTersale,  einen  grOseiti'^P.  ;«qd  ^^en.  kleineren  Absänitt 
„enthält:  so  liegen  von  deii  neun  Uurchschhittspunkten  drei  Mal 
„drei  in  j^erader  Linie,  und  geberi  die  Verbinaungslinien  dersel- 
„ben  drei  neue  Trans vc^iw^Pi»;. f ür  welAhte;4l&  Produkte  aus  den 
„drei  abwechselnden  Segmeuten  der  Dfeiecksseiten  alle  einander 
„gleich  sind."  *'  .    i      .   .     I 

■/. 

2. 

Die  erhaltenen  Transversalen '£F^  GJ,  iTQ  ,^^^^^ 
ein  neues  Dreieck  MNS,  von  dessen  Seiten  die  parallelen  Trans- 
versalen in   demselbeotYerbliUoiss  und  auf  41f selbe  Weise»   wie 
von  den  Seiten  des  Drefäcks  ABC,  geschtlitt^  werden.     Daher 

filt  ffir  dieses  Dreiecl^dailselbe,.  was  fOr.däsrQreieck  ABC  gilt, 
ass  nämlich  die  Produkte  aus  den  abw^cb^elndeu  Segmenten» 
in  welche  die  Seiten  desselben  durch  die  Seiten  des  Dreiecks 
ABC  getheilt  werden, ^^inandergMeb  slnd^'M  dass  sich  ergibt: 

illiD.NE.SO=:ME.NO.SDr^       '.;    ,.. 
11)  \mF.NH.SJ=:MJ.NF.SH^ 


Demnadi  lÄcf ^rffotgeitd«!  Äataf:        •  >.'VV\.Ar. 


1.V 


„Legt  uMin  durch  die  Seiten  eines  Dceiecksy  drei  narjallele 
Transversillen, ''  welche'  von  den  DV^eök^s^it^tf  ' W' flfSÜ^elh^^ 
VerhÜltniss  getheilt  iV^rden,  Indiem  zügfefch  In  jedeni'WMlel 
eine  ganze  Transversale,  ein  ^usserer  und  ein  kleinerer  Ab- 
schnitt liegt:  so  biUdn^Ae»Verbindiingsttnleb^  der  drei  Mal  drei 
„in  gerader  Linie  lifig^^^  f^^PJ^^^^^i*  ?^^{^^  Dreieck,  «welches 
„mit  dem  erstem  die  Beziehung  üat^  dass  di4  Produkte  aus  den 
„abwechselnden  SegtiaWiten  ^  'i^ohe  anij^  den  Seiten  des  einen 
„durch  jede  Seite  des  andern  gebildet  werden ,  in  jedem  Dreiecke 
„einander  gleich  sind."       «  .  :  ,-.    <     .  ..    «    ■      •  i  »i 


9» 
99 


fi81 


f\ .  * 


i( 


» •■  1 


'\ 


WS 


»     • 


9. 


Es  bestehen  auch  folgen4e..Pro)tprtioi^eo 


12) 


>  .«  .         •>  « 


t 

i  *  \ 


\. 


I 


''U 


Äl 


•       •     ."%   * 


ferner: 


.»3). 


«  I 


endlich: 


• ; 


»        '    .V 


.'  >.«,V» 


i  > 


.Itt 


'l'ÄÄ :BÖ in-  EK:  ^  FG. 


.1. 


n 


'  \Bi^f]^t)^''^raKDff, 


\et».tE=-i)ä\m, 


ii 


CD:CO—-Pfl:jFG, 


.••  s  • 


...  f I 


• » 


%  • 


.  '• 


.    -    1 


■  t 


i.* 
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14) 


CG:CK=-FG:EK, 

$ 

CG:CL=i-FG:-DH, 

$  $ 

\CL:CK  =  -Dli:EK-: 

9 

UK-.AG^'^EK^FiS,' 

AKxAL^-EK'.'^DB, 

s  $ 

AL\AG^jDB'.FG. 


Aus  diesen  Gnippen  ergibf  sich  dnrch'RfuItiplication; 


( Am.BF.BJ:  Bm.AFMi=tifl:  l« , 

15)  \BF*.AB.AJ;AF*.BB.BJ=in*:f, 
\BJ*.AF.AB\  A>.BF.BB= m» :  n»; 

iBI?.CD,CO:C&.BÜ.BO=zm*:^. 

16)  \cD*.BE.BOiBD^.CE.CO=n*'.^, 
\CO».BDME.Mt^:GBj(X=iilfi:n»; 

V. 

iCG*.AK,AL'.4tG*.CE.Cl!=>m*i$; 

17)  \AK?.CG.CLiCKKÄG.AL=sn*:l». 
\Al^.CG,CK:  QtJ^JLG,Alf^mwi\k^. 

Multiplicirt  man  jetet.  in  4>ciS®i>  Nninai«^  die  dritten  Propor- 
tionen mit  einander  aud  ausserdem'  noch  das  erste  und  zweite 
Glied  beziehlich   mit 

At.BJ.CÖ><iAJ.kO.CB 
= A^AO.CL'XALM^.QQ» 

fit  .    •  .    » •    I 

t 

80  erhftit  man:  ' 

(AL\BJ».CO')x^    (AJ:B0'.CL')X 
{AF.BO.  CG)  xf ,  (AG. BF.  CO)  x(  j_^».„, 
(AB.BB.CL)  xr  {AL.BB.  CD)  Xi       "*  '     ' 
{AJ.BE.CK)       1    {AK.BJ.CE) 

oder  mit  Rücksicht  auf  Nro.  8): 

AL:BJ:C0»  :  ^  J*.£0*.C£>=m*:ii«, 


oder  endlich:  *' 


18) 


ALMy.hoiA!f:BO.CL=zm^:n^. 


Wir  unterlassen  Mj  die' vofsteb^deii  merkwflrdigen  Au»r 
drflcke  alle  in  Wortedi  n  i^där^^ben».  v  imd  beeNAtItiken  ans  ^üt 
den  letzten. 


1      ■  '       < 

tn, demselben  libgt  der  Satz: 


»«Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  pttfiilhie 
^Trans^wsaleuüWfflcbei  VÖ0  den  Dreitohssef ten  i«fd€)Qiselheif!Ver- 
9,häKniss  (m:n)  geschnitten  werden ,  indem  zugleich:  jeder.  WibMl 
^eine  ganze  Transversale,  einen  grössern  und  einen  kleinern  Ab- 
»schnitt  enthält:  ad  Vr erden*  die  Dreidd^ssdilea  durch  die  drei 
«ynicht  in  gerader  Linie  liegenden  Durchschnittspnnkte  so  getheilt» 
j^dass  die  Produkte  aus  den  drei  abwecduMudstt  Segmenten. ;d6#> 
»yselben  sich  verhalten,  wie  die  Kuben  der  in  gehöriger  Ordnung 
„gewählten  VerhältnisagUedei«'' 


4       I  vi 


Nehmen  wir  (Taf.  VII.  Pfg.  £)  den  speziellen  Fall,  dass  die 

Earallelen  Transversalen  einzeln  ourch  die  Seiten   des .  Dreiecks 
albirt  werden,    dass  also  ms=zn.     Alsdann  kann  man   zunächist 
die  dritten  Proportiofien-^^^Pppiimnevn^lS^^  17)  also  ai^^atellen, 

wie  folgt: 

tAF.AMiBF.^B=AJ^.BJ*, 
I«) ,  \BD.BE^€D.Cß^BOß:W^, 

ieG.(iKpAaA£^(:LiiAi^:  :     '  '*/    • '- 

In  diesen  Proportionen  spricht  sicli,  fol|;ender  Satz  aii^:, 

*  ^ '^Legt  man  dordi  dfo  Selten  WÜ^s  Dreiecke  d'r^i/pariffdre 

„'Tfatfirvetsaten ,   welche  efdzem  durch  die  Dreieoksseiteti  faafbltt 

;werdeti:    so  bilden  auf  Jeder  Seite  d1^  (frei  DürcbschntttspunlcifeF 

,inti  den  bdideil  Ecke6  öine'lovorattoii  vOA.fÜnf  Pünkt^o, 

und  zwar  \st  jedesmal  der  Durchschnittspunkf ,  id  welchfeitl  ehrer 

Transversale  nalbirt  ist,  ein  doppelter  Punkt 
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5. 


'  Ans  ded  beiden  .'efsfen  ProbcrrtlÄnefa  ib  dfen  NöhiAeid  .KT), 
1^,  17)  erhalten  wir  uhtei^derselben  Voraussetzung  folgende  ulbi^ 
chungöö:  *.    :       '    '       '         ,'  ^.      .     .i 

^  iBBP.AF.AJ^SAff^.BF.BJ, 

^    .        '    Uf^.Bfi.fiJ^SBi^.Ä/i.jiJ;    :  ' 


'      <  kl' 
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iCE^.ßD.BO=i8BE».CD.CO,  .i  Mi.. 

^^^  \bd:ce.cq-scdkbhmo;    , 


l'rW 


iAG^.  CK.  CLt:^SCG*.JK.AL, 


i. . 


I 


,.  O'.*. 


.  •  •  '  . 


Diese    Gleichungen   enthalten    eine.  |ne.Tkwur4i{i;e  jB^^t^hnng 
hinsichts    der  Distanzen    zwischen  'fänf  in  liivotation  stehenden 

P«?fc^  ■  J,,.;     -     .       :-,  "      .'•-.'      II..:-     J-'.  K. 

T^eraer  erÜaHeri}  vtir  unter  obiger  VoraMsetMag  aair>Nr.  1^ 
eieidhöng:)!'»'  »'  •  -     ^••''»«   -••  • 


''    23)  .  AL..BJ .CO^AJ.BO.CL. 


-    -i::. 


•    ,  f 


.•l.tl  t'  «  •<!  il 

1  ,"1  ifc**t»*l. 


l  ..         i     ■  J   »'       -  .  Ijl 


Aaöh  ist  ia  diesem  Falles  .  i .  : 

BJ.BH^EK'.DH, 


»5'.      1:        JJ!    '      •       'r.l. 


woraus  durch  Multiptikatibii,: 

24)  iAL.BJ:COt=A1[.mi:CO.     . 

Aus  23)  und  24), ergibt  sicJi  .nup  der  Satz: 

,,Legt  man  Aitch.M|h(\SfitteB  «ein^  Drrieclcs  drei  pav^lleie 
»^Transversalen,  wolQfa«^.  eipzein,  durch  die^  Qreiecksseiten  halbirt 
»werden:  so  liegen  vbiideir  neun  Dtirch^hlifttspunkten  vier  Mal 
drei  in  gerader  Linie,  und  geben  die  Verbindunasiinien  dersei- 
„ben  vier  neue  Transversalen  von  der  Etgenschaft,  dass  dai'Pro- 
iitd^  ans.den  abwechseindeii  Segmeoti^o^  welebc^  vßj^  der  durch 
,,die  Hafbiirunsspunkte  gebenden  Transveraale  auf  den  Seitei^'des 
ji^Dreieckg  gebildet  v^^rde^»  gleich  ist  dem  halben  Produkte  aus 
„dctn  ii^lbwecbselodeq  Se^mepteii,  welche  auf  den  Dreiecksseltf^n 
,«,dDjrcb  .eiiie  der  drei  fibrigen  Transversalen  bestimmt  werden.^ 


9» 

9* 


•  :  •  i  Mit  . .  I  ' «•. '       I 


6. 

Diese  drei  letztern  Transversalen  bilden,  wie  schon  erwähnt, 
eif^|neae|i  Dreieck  JUNS,  und  da  auch  durch  dessen  Seiten  die 
parallelen  ursprunglichen  Transversalen  halbirt  werden,  so  ^^t 
für  das  Dreieclc  mNS  dasselbe,  was  von' dem  Dreieck  ABC  ge- 
sagt ist.  Jene  drei  Transversalen  sind  daher  in  den  Durch- 
schnitten mit  sich  und  ^den.  Sdten  des  ursprflnglioben  Dreiecks 
ebenfalls  nach  einer  ][nvoluti9n  von  fünf  Punkten  getheiH 
Da  demnach  sowohl  die  Punkte  «/,  A,  B^F^  J9,  als  auch  die 
Punkte   J,  M,  D,  G,  S  eine  Involution  bilden  und  DB^FG 
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Ist,  8a  iBt  auch  AM-^DH i^FGi^'BSy  und  daher  ebenfalls  die 
TraBsversale  JO,  welche  durch  die  Halbiruaespankte  der  paral* 
lelen  urspraoelieheD  Transversalen  geht»  in  den  Punkten  Jj  17, 
L,Op  V  nach  einer  InvoJution  von  fünf  Punkten  getheilt. 

ff 

.Noch  ist  zu  bemerken,  dass  die  Durchschnittspunkte  von  je 
zwei  entsnrechenden  Seiten  der  beiden  Dreiecke  AlBC  und  MlSS 
auf.  der  Transversale  JO,  also  in  gerader  Linie  liegen;  beide 
Dreiecke  sind  folglich  colli near,  und  die  Transversale  JO  ist 
ihte  CollineatioDs- Achse.  Die  Verbindungslinien  ihrer  entspre- 
chenden Ecken  AMy  CN,  BS  schneiden  sich  demnach  in  einem 
und  demselben  Punkte«  dem  Collineations-Centrum.  Da  die- 
ser Punkt  aber  hier  in  unendlicher  Entfernung  liegt ,  so  stehen 
beide  Dreiecke  zu  einander  in  derjenigen  besondern  Beziehung, 
welche  M&bius,  nach  dem  Vorgange  von  Eul  er,  in  seinem  trefl- 
liehen  Barycentrischen  Calcfil  Verwandtschaft  der  Affinität 
genannt  hat. 


Heber    die   Thellmigr    eines    ebenen 

Dreiecks  dnreli  zwei  sieb  innerbalb 

desselben  scbneldende  gremde  JJnien 

in  Tier  glelcbe  Fläcbenstttcke. 

V«n  dem 

Herrn  Dr.  E.  W.  Grebe» 

Gymnasiallehrer  sa  Ca s sei. 


In  derSammlung  geometrischer  Aufgaben  von  Adams 
(Winterthur  1849)  findet  sich  unter  Nr.  87.  auch  die:  „ein  Dreieck 
durch  zwei  auf  einander  senkrechte  Geraden  in  vier  gleiche  Theile 
zu  theilen/'  Cm  eine  Gleichung  des  achten  Grades  zn  umgebeo, 
glaubt  sich  Herr  Adams  Seite  308.  seines  Buches  berechtigt, 
zwei  Gleichungen,  die  in  Beziehung  auf  dieselben  Unbekannten 


2& 
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vom  sw^iten  Grade  sind,  als  identisch  za  betraehten*  .und  gelangt 
darch  diese  offenbare  Debereiiang  au  augeescheiBiicii  falaelieo 
Resultatea.  Sowohl  dieser  Urastaad,  als  der  Interessävte  Gegen- 
stand der  Aufgabe  au  sich,  hat  mieh  Teraolasst,  dieselbe  von 
neuem  zu  behandeln.  Weil  indessen  die  wichtigsten  meiner  For- 
meln durch  die  Bedingung  des  reehtwinkeligen  •  Derchsehnittes 
nicht  auffallend  vereinfacht  werden,  so  habe  Ich  die  Aufgabe  all- 
gemeiner gestellt  Ob  die  Art>  wie  ich  dieselbe  durch  JVäheniK 
auflösend  die  Crteichung  des  achten  Ch*ades  vermeide 9  den  Beifall 
der  Leser  dieses  Archivs  und  insbesondere  des  Herrii  Adams 
gewinnen  werde ,  rouss  ich  erwarten. 


Die  beiden  Durchschnittslinien  unseres  Dreiecks  endigon  in 
vies  Punkten  des  Unifan^s.  Wenigstens  einer  seiner  Seiten,  woan 
wir  unsere  Grundlmie  CB  (Taf.  V.  Fig*  3.)  bestunmen  wollen» 
gehocen .  mithin  zwei  dieser  Endpunkte  an.  Bezeichnen  wir  C£l 
mit  a,  CE  mit  x,  BG  mit  y,  EG  mit  x,  W.  CSD  mit  gf, 
W.BGF mit  1/;,  den  Durchschnittswinkel  EHG  mit  m,  den  Flächen- 
inhalt des  Dreiecks  ABC  mit  A ;  so  erhalten  wir  den ,  Forderun- 
gen unserer  Aufgabe  und  einer  bekannten  trigonometrischen  For- 
mel gemäss  die  Gleichungen: 

f*^     ^=   cotÄ  +  cot"C"^    t^l    ^==cotC+cotg)* 

PI     ^=cotß+cotiJ;'      f^^^     ^  "^  cotg>  +  cot^ 

Aus  den  Verbindungen  von  [1]  und  [2],  Aowie  von  [1]  und  [3], 
folgt: 

endlich  aus  der   Verbindung  von  [11  und  [4],    wenn   man   iBtatt 
cot9>  und  cottf;  die  Werthe  in  ß]  und  [6]  substituirt  und  reducirt, 

(7]      42a=2a:2  +  2y«— a«, 

eine  wegen  ihrer  Unabhängigkeit  von    allen  Winkeln  besonders 
merkwürdige  Formel. 

Da  nach  der  Trigonometrie- 

l-^eet0.eotilr 

COtO)  SS ■^ — • — —9 

cot^  +  cot^ 

midiin  auch 

1  —  (cot^) + cot^)  coto  =  cotg)  •  CO  t^ ; 
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SO  ersibt  sich  durch  Substitutionen  aus  [5]  und  [6]  in  diese  letzte 
GieicDOng,  so  wie  du^ch  Mnltlplicttioii  aerselbei|  mit  Jfix 

[8]    A^ — 2  AcotiD= {p^^A  dot  C)  Cy*— ui  cotB) . 

Lost  man  Dun  die  beiden  Gleichan(;en  (TJ  und  [8]  nach  ;c*  nnd 
^*.»af^'«9'erliltt  Bwn  na«h  «sipigen  .V'erein(«ch^lH)geo  dieFonn^in« 


•    pj     »»1=»«+  4<»tCi|*V  a*+2i<««cota»-^,  • 

[W]    y^pBi* + M4ßt%  V  «*  +  a,4»!«cotaiT-4«  j 
in  Folge  welcher  man  nun  auch  statt  [S]  und  [6]  setzen  kann: 

[11]     cötg)  =  2±\   32  +  — 3 1' 

[12]    cott  =  ^TVx?..+  — ^ 1- 

fis  ist  efnteücbteodv  dass  dorch  die  Formel^  [91,  [10],  [111 
Q0d  XR[)  onser^  Aufgabe  rbllständig  gelOst  sein  wfiroe»  wentt  die 
iir  diesen'  Formeltn  vorkomniei^de  Grösse  %  ermittelt  wäre.  Diese« 
ist  nun  &ber,  \^^y  nicht  der  Fall,  utid  wflrdd  eb^li,  wenn  man 
die  bereits  gewonnenen  Gleichungen  mit  der  aus  der  Figur  sich 
Mcht  ergehenden  FuDdämentalgleicbung 

[13]      x^atÄÄr+jr—- a 

reHiliKleO'>woiHe»'  za  einer  Gleichonfl'  des  achtM  €rrades  filr  % 
Ahr^n.  'Ifivm' G4ckk  Ist  jedoeh  der  Werth  von  «  in  sehr  enge 
Grenzen  eingeschlossen;    es    fällt  nämlich,   wie  sogleich  gezeigt 

werden  wird,   a^'stets  zwisehevi  ^a  utidV  5-.a,  2*  also,  welches 

4  1 

in  den  Formeln  Tprkomint,  ;(^wischen  i^ul^  }kvA'x€^^,^^^  ;(wi«4:ben 

16  '18  ' 

Ä^a^,  und  ^^'    Man  kann  daher  ohne  einen  bedeutenden  Fehler 

zu  begehen  —  und  dieses  Ist  die  Anflösunffsmethode  durch  Nä- 
herung,  tipelehe  ich  vorschlage  —  in  den  Formeln  [9]  und  [10} 

17      '  •  * 

slatt  '^^  ^wa  ögtt^  setzen,  hiernach'  die  Werthis  ron  x  und  y  be- 
rechnen, und  sich  dann  durch  die  Formet  [IS]  einen  eenaueren 
Wertb  Von  z  verschaffen,  bieses  Verfahren,  tiach  Umständen 
Pf  <|hrnia|s  wiederholt.  wM  obue  Zweifel  die  tverthcflpr  »i|e  hiec 
m  Betracht  konimenden  Grossen  mit  jedem  nur  irgend' gewünsch- 
ten Grade  von  GoMuiigkek  liefern« 


Um  nun  das  eben  über  die  Grenzen  von  1  Gesagte  zu  erhär- 
ten,    losen  wir  die  Gleichungen  [7]  und  [13]  nach  x  und  y  auf, 
wodurch  wir,  wenn  wir  nodr  festsetzen ,  dass  x  nicht  kleiner  als 
3f  sein  solle,    was  ohne  der  Allgemeinheit  Eintrag  zu  thun  ge 
schehen  kann,  erhalten: 


25» 


[U] 
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^  I  I  J  ' 


Der  VVurzefausdnick   in  [141   wird  nan  aber  för  alle  Werthe  toü 

2  2 

X,  welche  kleiner  als  tt a  Afk^,\m9i^fArf  s-o    i^t    al«p    di^    eine 

Grenze  fiir  z.  WäcKist  es  von  da  an^  8o  wächst  [14]  zufolge  auch 
x\  dieses  aber  kaiHi  nie  grosser  ^  werden'  als  «a.  Mau  mra  daher 
den  grossten  Werth  ,von  x  erhalten  >  wenn  man  die .  Gleichung 


<i=^i2  +  ia+,jV32«-2ai 


nach  z  aunust;    Tbut  man  dieses,  so  erhält  man,:  =  V  sr.ii»vi'ei- 
eher  Ausdruck  mithin  die* andere  Grenze  fBr  %  ist 

Aus  den  Yon  mir  hingestellten  allgemi^inen  Fprmeln,»  deren 
mehrere  T^o^b  !ntei;e$santer  Umwandlupgep  labig  siod^  wie  z.  B. 
[8]»^  wenn  man  s^tt  des  Flächeninhalts  und..<&r  Winkel  J?  ond 
t^  die  Hübe, des  Dreiecks  und  die  beiden  Absclpitte  d^r  Grund- 
linie, welche  dieselbe  bildet,  einführt,  lassen  sich  ohne  Schwie- 
rigkeit speciellere  für  besondere  Arten  yon  Dreiecken,  so  wiei 
für  besondere  Durchschnittswinkel,  namentlich  einen  rechten,  ab- 
leiten. Solche  Uebungen  sind  stets  sehr  genussreich.  Ich  be- 
gnüge mich  hier  damit,  nur  noch  zwei  Resultate  derselben  anzu- 
fahren. Erdens:  '  ist  das  vorgelegte  Dreieck,  glei^lmeitig  uttd  co 
ein  Rechter,  ,S9  lässt  sich  für  t  eine  GJelchung  des r  vierten  Gfa* 
desy  nämlich. 

aufstellen.    Von    den    Wurzeln   dieseir   Gleichung    Jb  ^  9*^  "^^ 

(2+  V  ^y)a  ist  aber  nur  die  eine  2=+  V  j  .   a     brauchbar. 

Zweitens:  nimmt  man  den Durchischnittswinkel  wieder  als  rechten 

2  5 

an  und  setzt  2  =  »-«,  wodurch  sich  x:=zy:^^a  Jiiestimnt;  so  fia- 

det.  man  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  an  keine  andere  Bedin- 
gimg  geknüpft,  als  dass  der  Abstand  seiner  Spitze  von  der  Mitte 

der  Grundlinie   =:=g-a  sei.   Die  Dnrchschnittslinien  theilen  hierbei 
beide  Schenkel  des  Dreiecks  in  dem  Verhäitni«s  von  2  ca  3. 
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Direktes   Werfabren    zum   Rational' 
maclien  der  Ctlelcliiuiffen. 


Von 


Herrn  H.  Scheffier, 

Baaeondncfeor  bei  den  Herzoglich  Braonscliweigiicheti  Üitentnihnefi. 


Im  1.  Heile  des  diesjährigeD  Theiles  des  Archivs,  Tht.  XIII.  Nr.  IV., 
bat  Hr.  Dr.  Grebe  geze^i^t,  wie  man  einen  jeden  Bruch  mit 
irrationalen^  JTieoder'  so  umformen  kano,  dass  sein  Nenner  rational 
vrird.  Das  '  dieaem  Verfahren  zu  Grunde  liegende  Princip  leitet 
aber  zu  einer  noeb  viel  wichtij^eren  Anwendung,  nämlich  zu  einer 
direkten  Methode  bebui  Rationalmachung  der  Glei* 
chungen.  Hr*  Dr;  Grebe  wird  mir  erlauben,  seinen  geistrei^ 
eben  Gedanken  im  Interesse  der  Wissenschaft  zu  diesem  Zwecke 
hier  weiter  anssobeiiten. 

F 

Jenes  Prinzip  beruht  auf  der  Bemerkung,  dass,  wenn  man  aus 
den  n Faktoren  a,  ß,  y..,  mit  (m — 1) maliger  Wiederholung  einea 
jeden  Elementes  die  Kombinationen  zu  allen  Klassen  von  der  Isten 
bis  incl.  zur  n(m — l)ten  bildet,  und  die  hierdurch  dargestellten 
Produkte,  welche  sich  nebst  der  Zahl  I  anch  durch  die  Entwicke- 
lung  der  Formel 

(l^Hr+aH.««^^*)(l+l?+^+•../J«-^)(l+y+)^+...r-*)•• 

ergeben»  mit  jB,  C»  D...  bezeichnet,  eine  Funktion  von  der  Form 

■ 

deren  Gliedei^9ahl  :3=fn"  ist,  darph  ein"  oder  roehrmalige  Multi- 
plikation mit  einer  ähnlichen  Funktion,  worin  nur  die  Koeffizien- 
ten a«  6,  c,  <2...,.  lindere  Werthe  haben,   stets  wieder  eine  äbn^ 


i9Ü 

liehe  Fanktion  von  derselben  Gliederzahl  und  mit  denselben  War- 
zeigrussen erzeugen  muss,  sobald  man  nur  nach  geschehener 
Multiplikation  aife  unter  den  Wurzelzeichen  sieh  einstellenden 
Faktoren  vom  mten  Grade  absondert  und  als  rationale  Koeffizien- 

ten  vor  diese  Wurzelzeichen  stellt,  also  z.  B.  V«"*^'^  =  « V^ 
schreibt. 

Um   von   diesem  Satze  Gebrauch   zu  machen ,    würde  es  in 
jedem  speziellen  Falle  (wo  auch  einige  der  Koeffizienten  a,  b,  c. 
gleich  Null  sein  können)  erforderlich  sein: 

1)  dass  man  alle  Wurzeigrussen,  insofern  sie  nicht  schon 
sämmtlich  mit  ein  •  i|iid.wnipeHvm  positiven  ganzen  Exponen- 
ten gegeben  sind  ,^  auf  <mif§i4el  Wfil*fielbenennung  m  brächte, 
jvobei  m  der  kleinste  gemeinschaftliche  Dividend  aller  Wur* 

sdetpAsentenf  w^den  wüti^;  '  r-^^^'r^r 

2)  dassk  nikyrnufi  ded  biei'durch  «tdi>  eioBteHbqdeii.f  russen  ff, 
C,  />....  die  einfacheren  Faktoren  o,  ß,  y...«  bestimmte. 

Aus  der  Grosse  m^,  welche  die  Gliederzahl  der  so  umge- 
formten und  nuthigenfalls  durch  Glieder  mit  dem  Koeffizienten 
Null  vervollständigt  gedachten  Funktion  eusdrucbt,  erkennt  man 
aber,  in  welchem  bedeutenden  Maasse  diese  Gliederzalil  sowohl 
mit  dem  Exponenten  m,  wie  auch  mit  der  Anzahl  n  der  Faktoren 
^f  ß^  Y"*'  'dächst,  und  es  erscheint  daher  zur  Vermeidung  einer 
überflüssigen  Weitläufigkeit  der  Rechnung  erforderlich,  zuvor- 
derst au  untersuchen»  ob  und  wie  weit  sich  diese  GUe4er7ahI  in 
jedem  besondern  Falle  vermindern  lasse. 

Was  zunächst  die  Umformudg  z^'  einerlei  WurKelecKponenten 
anlangt ,  so  kann  man  dieselbe  iKum  gro€^sen  V^^frtheil  de»  Uech- 
nune  sehr  häufig  unterlassen,  selbst  wenn  li»  «in>  und  dem-* 
selben  Gliede  mehrere  Wurselgrftssen  mit  veTSehle" 
denen  Eifponenten   mit  etilafoder  multipliiirtiwäfeu« 

wenn  man  also  z.  B,  ein  Glied  von  der  Forii  b-^B^  \JÜI^  V'  B^ 
u.  s.  w*  hätte.    Denn  angenommen,  es  kommen  unter  dem 

Wurzeleiponenten  m^  die  Grossen  B^^  (\^  (^i'—r   nilt  den  iij^ 

einfacheren  Faktoren  ctj^,  ßi\  y^  ...» 

M         o  m^  die  Grössen  B^,  C^i  I^mm«*  »mit  dctn    ir^ 

einfacheren  Faktoren  o^,  /S^,  7*«*»^«    ' 


)  I 


,»         >,  m^  die  Grossen  B^^  C^9.D% ^  ^mit  den  i?s 

einfatneren  Faktoren  03,  /^s/Vs*«**       ' 

»•• '•  •  .         • , . I 

u.  s.  w.  vor ;  so  denke  man  sich  alle  Produkte ,  welche  durch  die 
Formel 


dargestellt^ sind,  indem  man  die  Exponenten  ri/»|,fi'..!/i*j(,Ss,^.. 
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ab  von  einatiikr  voabbingige  Verlndieriidhe  ansieht,  WbFon  naob 
uod  nach 

ein  jeder  der  Exponenten  Vi,  Si,  t| «.«  die  Werthe  0,  1,  2...  nii— l 

o.  8.  w.  durcUaufen  soll.  Die  Anzahl  dieser  Produkte,  wovon  das 
erste  =1  ist«  und  welche  mr  roit  1,  B\  O,  />'.«.  beaeichnen 
wollen»  wird  =:mi"iiiia*>>m3''>...  sein.    Von  der  Funktion 

a'+b'B'  +  &C  +  d'I>'+ 

Ifisst  sich  nira  die  nSmüctae  obige  Behauptung  aussäen ,  dass 
Ihre  Matur  und  Gliedertahl  sich  in  Folge  einer  Multiplfkätion  mit 
eiDCm  ähnlich  gebildeten  Ausdrucke,  worin  nur  die  Koeflizient«9tt 
a',  b'i  d ....  andere  Werthe  haben,    nicht  ändere. 

Ist  nun  m  der  kleinste  gemeinschaftliche  Dividend  von  m|, 
1%,  m^....  und  ist  ferner  n  die  Anzahl  der  verschiedenen 
Faktoren  unter  allen  obigen  cri,  j3|,  ^|....  o»»  ^*  y«--  ^^y  ^a»  7»-m 
so  würde,  wenn  man  zuvor  eine  gleiche  Wurzeloenennung  berffe- 
stellt  hätte,  wP'  die  Anzahl  der  Glieder  des  gleichbedeutenden 
Ausdruckes 

a  +  6VÄ  +  cVT+d!V^S+.... 
sein.    In  den  meisten  Fällen  wird  aber 

iiii"»fif,"img»»  .,.•  <  %vP 
sein.    Mit  Bestimmtheit  ereignet  sich  dies: 


1) 


wenn  sämmtliche  Faktoren  a|,  jS^,  yi....a2,  ^2?  ^ft^^o^'/^s^ya- 
von  einander  verschieden  sind,  indem  alsdann  notbw^endjg 
«zzni  +  Mg+nt-l-—  wird,  während  m  mindestens  so  gross 
ist>  als  der  grCsste  der  Exponenten  fiii,  Tfi^«  »is  — 

2)  wenn  je  zwei  der  Wurzelexponenten  mj ,  m^ ,  ^  .••  relatlt^ 
Primzahlen  ^egen  einander  sind ,  indem  alsdann  m;=i:mim^tin^.,, 
ist,  währena  n  mindestens  so  gross  ist,  als  diegrosste  der 
Zahlen  n^^  n^^,  ft3.... 

In  einem  jeden   dieser  beiden   Fälle  wird   man   die  Wurzel- 

5r8ss«h  nicht  auf  einerlei  Benennung  bringen.  Wie  gross  der 
adurch  au  erreichende  Vortheil  ist,  mae  das  Beispiel  lehren,  wo 
man  zwei  Quadrat-  und  zwei  Kubikwurzeln  hat,  worm  die  Radikan- 
den «1,  ^x  ^^^  ^9  1^2  sämmtlich  verschieden  seien.  Hier  erhält 
man  ohne  ZurClckfShrung  auf  einerlei  Wurzelbenenuung  m^^nu^ 
ta 2^.3^ £1=36  Glieder;  wenn  man  dagegen  erst  gleiche  Wurzel- 
benennungen herstellt,  was  den  6teo  Grad  erfordert,  m''==6^^=1296 
Glieder. 

Niur  in  seltenen  Fällen,    wo  unter  den  genannten   Faktoren 
▼iel  gleiche  and  unter  den  Wuraelexponenten  viel  solche  vorkom- 
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tuen,  welche  ein  gemeinscfaaftlicbes  Maass  besiCsen,  wird  um- 
gekehrt 

• 

iverden  können.  Man  braucht-  aber  alsdann  immer  noch  nicht 
alle  yVarzelexponenten  gleich  zu  machen,  sondern  vielleicht  nur 
diejenigen,  unter  deren  Wurzelzeichen  sich  die  grösste  Menge 
der  einander  gleichen  Faktoren  beGndet ,  was  naa  in  jedem  be- 
sonderen Falle  leicht  ermessen  wird. 

Was  ferner  die  Bestimmung  der  Faktoren  a,  ß,  /...  aus  den 
unter  ein-  und  demselben  Wurzelzeichen  vom  Grade  m  stehen- 
den Grossen  B,  C,  />.  .  betrifft,  so  wird  man  im  ungünstigsten 
FaUe ,  wo  je  zwei  der  letzteren  Grössen  relativ  prim  sind ,  ^  diese 
Grössen  selbst  für  a,  /?,  y..,.  anzunehmen  haben.  Wenn  jedoch 
mehrere  von  B,  C,  /)....  ein  gemeinschafÜicbes  Maass  haben, 
wird  man  dieselben  in  die  einfacheren  Faktoren  cc,  ß,  y....  so  zu 
zerlegen  suchen,  dass  die  Anzahl  der  Letzteren  niemals  die  der 
Ersteren  übersteigt,  weil  sonst  mit  dieser  Zerlegung  ein  offen- 
barer Nachtheil  nir  die  Rechnung  verbunden  sein  wurde,  wobei 
Indessen  für  den  Fall,  dass  die  Anzahl  von  or,  ß,  y....  genau 
gleich  der  von  B,  C, /)...  wäre,  ein  Gewinn  noch  aarin  bestSnde, 
dass  tc,  ß,  y.,.^  kleinere  Zahlen,  resp.  einfachere  Bnchstaben- 
ausdrücke  sind,  als  B,   C,  />... 

Um  nun  zugleich  die  möglich  wenigsten  und  daneben  die 
möglich  kleinsten  Faktoren  a,  ß,  y...  zu  erhalten,  aus  denen  sich 
die  Grössen  B,  C,  /)....  zusammensetzen  lassen,  hat  man  ein 
Verfahren  einzuschlagen,  welches  sich  am  besten  an  einem  Bei- 
spiele erläutern  lässt.  Man  zerlege  eine  jede  der  Grössen  B, 
C,  />...  in  ihre  Primfaktoren ,  und  erhalte*  daffir ,  indem  man  solche 
Primfaktoren  mit  a,  6,  c...  bezeichnet,  folgende  Ausdrücke: 

ade  bde  c  def  de  ddef  de  ff  addee  e  dgh . 

Aus  der  Reihe  dieser  Grössen  streicht  man  zuvörderst  die  ein- 
ander gleichen  Grössen,  mit  Ausnahme  einer  einzigen,  also  hier 
die  Grösse  c,  ferner  alle  diejenigen,  welche  Produkte  aus  zwei 
oder  mehr  der  übrigen  Grössen  oder  aus  deren  Potenzen  darstel- 
.len,  also  hier  die  Grösse  addee y  welche  =^adeXde  ist  Hier- 
durch bleiben 

ade  bde  c  def  de  ddef  de  ff  dgh. 

« 

Jetzt  sondert  man  aus  beliebig  vielen  dieser  Grössen  eis  darin 
enthaltenes  gemeinschaftliches  Maass,  z.  B.  de  ab,  schreibt  das- 
selbe wie  eine  neu  hinzukommende  Grösse  mit  In  die  neue 
Reihe,  deren  übrige  Glieder  die  Quotienten  von  de  in  die  be- 
treffenden früheren  Glieder  und  daneben  vollständig  die  übrigen 
Glieder  enthalten,  von  denen  de  als  gemeinschaftliches  Maass 
nicht  abgesondert  ist.     Dies  giebt 

de  a  b  c  f  \  df  ff  dgh . 

In  dieser  Reihe  streicht  man  die  Zahl  1  überall  da,  wo  sie  vor- 


393 

kommt,  und  ausserdem  diejenigen  Glieder«  ^^Jf»  deiche  bloss 
aus  Produkten  oder  Potenzen  der  übrigen  ölieder  'besteben. 
IVeun  sich  auf  diese  Weise  nicht  wenigstens  Ein  Glied  ans  der 
neuen  Reihe  streichen  iässt,  ist  die  yorgenommene  Operation 
uuvortheilhaft,  weit  sich  alsdann  dadarcn  die  Anzahl  der  Glie- 
der um  1  vermehren  wird.    Im  vorstehenden  Falle  bleibt 

de  a  b  c  f  df  dgh. 

Sondert  man  letzt  den  gemeinschaftlichen  Faktor  d  ab  und  stiieicht 
eines  der  beiden  fibrig  bleibenden  f,  so  erhält  man« 

d  e  a  b  e  f  gh. 

Jetzt,  wo  entweder  je  zwei  Glieder  dieser  Reihe  relative  Prim- 
zahlen geworden  sind ,  oder  wo  eine  fernere  Absonderung  gemein- 
schaftlicher Faktoren  die  Gliederzahl  nur  vermehren  würde,  bricht 
man  die  Operation   ab^    und   nimmt  die  erhaltenen  Grössen  fQr 

Hätte  man  z.  B.  in  Zahlen  för  B,  C,  Z>.... 

26  47  15  10,     ' 

so  würde  man  nach  Streichung  der  4  durch  Absonderung  des  meh- 
reren Gliedern  gemeinschaftlichen  Faktors  2  erhalten: 

2  1  3    7  15  5, 

worin  jetzt  1  und  15  zu  streichen  ist,  wodurch  man  für  a,  ß,  7... 

23  7  5 

erhält. 

Hätte  man  fiir  B,  C,...  die  beiden  Zahlen  6,  10;  so  würde 
man  dieselben  für  a,  j?,...  nehmen  müssen,  da  eine  Absonderung 
des  Fakturs  2  zwar  kleinere  Wertbe,  aber  einen  mehr,  ergeben 
würde,  nämlich  2,  3,  5,  was  der  Rechnung  nur  zum  Nachtheile 
gereichen  würde. 

In  dieser  Weise  bestimmt  man  a^,  ßi,  yi*..  aus  By,  Ci,Dy.. 
ferner  a^,  ß%».y%-'  aus  jB»,  C^,  D^„.  u.  s.  w.,  und  nacndera  dies 
geschehen,  untersucht  man  in  der  vorhin  beschriebenen  Weise, 
ob  es  noch  rathsaut  sei,  alle  oder  eini&e  der  Wurzelgrössen  mit 
verschiedenen  Exponenten  auf  einerlei  Wurzelbenennung  zu  brin- 
gen oder  nicht. 

Diese  Vorbereitung  ist  sowohl  von  Wichtigkeit,  wenn  m&n 
bloss  den  Nenner  eines  Bruches,  als  auch  wenn  man  eine  ganze 
Gleichung  rational  machen  wilL  Angenommen,  eine  solche  Glei- 
chung, worin  bereits  alle  Wurzelgrössen  in  die  Zähler  geschafft 
sind,  was  jederzeit  leicht  geschehen  kann,  sei 

ö' +  6'J5' +  e'C  +  rf'/y  +  ...=o. 
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■    >  .  •  •       •  •  . 

Da  diese  GleicnuQg»  me  man  weiter  unten  sehen  wird«  siebr- 
mals  poteDzirt  werden  rouss;  so  würde  man  sich,  selbst  weoa 
ihre  Gliederzahl  in  der  gegebeneo  Form  Doch  unvollständig  sein 
sollte*  auf  das  Erscheinen  aller  vorhin  genannten  Glieder  von  der. 
Zahl  mi^^TnJ^jm^^*  ,..  gefasst  machen  müssen,  insofern  man  die 
Gleichung  bei  diesen  Potenzirungen  in  der  vorstehenden  annullir- 
ten  Form  beihehalten  wollte.  Diese  Gliederzahl  kann,  obgleich 
sie  meistens  sehr  viel  kleiner  ist,  als  m",  doch  häufig  noch  sehr 
^oss  auBfallen.  Es  gereicht  daher  zur  bedeutenden  Abkürzung 
der  Rechnung,  wenn  man  die  Wurzelgrossen  B',  C,  D'....  am 
beiden  Seiten  der  Gleichung  so  vertheilt: 

1)  dass  kein  Wurzelexponent  gleichzeitig  auf  beiden  Seiten 
erscheint, 

2)  dass  die  Summe  aller  Glieder  der  vollständig  gedachten 
Funktionen  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  die  kleinst- 
mugliche  sei.' 

Durch  diese  Trennung  der  Glieder  entstehe,  wenn  man  sich 
vorläufig  auch  das  ratioiiäe  Glied  getheilt  denkt,  die  Gleichung: 

Bezeichnet  man  dieieuigen  der  Grossen  iiti*^',  m%^9  n^l»,..... 
welche  sich  auf  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  l^eziehen,  mit  pi, 
P^9  Pz"'»  ui^d  diejenigen,  welche  sich  auf  die  rechte  beziehen, 
mit  9] ,  9« »  ^3  ••••  9  ^^  yvwd  die  Anzahl  aHer  Glieder  bei  einer  noch 
so  weit  fortgesetzten  Potenzirung  dieser  Gleichung  niemals  den 
Werth 

(PiPaPs  •••)  +  (9i9s9s  — ) 

« 

übersteigen  können,  welcher  noch  bedeutend  kleiner  ist,  als  . 

(PiP%Ptr-) (9,i9^9z ...)  -»»i«'?!!»»»»»!,"»  ... 

Damit  aber  jener  erstere  Werth  ein  Minimum  werde,  ordne  man 
alle  Grossen  pi,  P29  Pz-*gi»  72»  9^3  —  »  wovon  auch  mehrere  ein« 
ander  gleich  sein  Können,  nach  ihrem  Werthe,  so  dass  die  grössto 
die  erste  und  die  kleinste  die  letzte  ist.  Wenn  nun  diese  Reihe 
80  besinnt ;  Pip  ^i»  %»  p^'*'»  ^^  schreibt  man  die  erste  Grosse 
pi  links  1-  Bie  zweite  9^1  rechts  und  die  dritte  q^  ^i^der  rechts» 
wodurch  man  links  p«  und  rechts  das  Produkt  9^^  erhält  Wenn 
mehr  als  diese  drei  Griissen  vorhanden  sind,  so  verfahrt  man  mit 
den  übrigen  in  der  Weise,  ddss  man  jede  nächstfolgende  auf  die- 
jenige Seite  setzt,  wo  sich  eben  das  kleinere  Produkt  befindet 
Wären  einmal  die  Produkte  auf  beiden  Seiten  gleich,  so  würde 
es  gleichgültig  sein,  welchem  von  beiden  man  die  nächste  Grösse 
zutttgen  wollte. 

Hätte  man  z.  B.  för  ini">,  mjH,..,  resp.  die  Werthe  2*=^IA, 
3»:ri9,  4«=::  16,  5^3=25,  6^sz&;  so  wöfde  die  geordnete  Reibe 
dieser  Zahlen 

*     ^     1.    d    5. 
26    16    I«    9    6 
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t    1 


Bein,  welbhe  folfrendertiiaaftsm  za  trennen  i^äter      -      '^\    * 

•    '.  .  .  •  ;  ■ 


»'. 


•      «     « 


'^o  da^i^  all<»  Wnr^d^SfBiett  Voita  St«n,  dten  Md  6V^  Gtade*  anf 
dl^  linke  ntid  die  f om  9len  und  ittn  Otade  auf  di^  rechte  ^\ie 
ssti-'dteheo  kätnen.  '  , 

tVären  ausser  der  YorsteheDd<^n  noch-  Wurz^lgrossen  Tom 
7ten  Grade  mit  2  einfacheu  lladikanden  vorhanden,  so  dass  zu 
JMW  Iteiba  noeb  die  2aU  7?=7t4Q  kawe».  so  wijrcle  miin  wiet  folgt 
mi  tn/MM. hebern  .'  .>..;. 

so  dass.  nun  die  Wurzelgrossen  vopi  7ten,  4fen  und' 6ten  Grinde 
links  und  die  von^  Steo,  2ten  und  3ie^  ,6rl^le  rechts  ihren  Pli^tz 
fanden.         • . 

Wean  «die  Trennung'  nach  dieser  Regel  dadnrch  unmOgllohi 
^\tA,  dand  mehrere  Wur«elgrSsseD  von  verschiedenen  Graden  mit 
einander  raultiplifeirt  in  d«f  gegebene*  Gleichung  vorkommen,  so 
hat  man  gleich  von  vom  herein  die  dnvch  Muläplikation  verknttpf^ 
ten  Wnrzetgrussen  wie  untrennbare  an  behandeln,  kden  man  itk 
betreffende  Ptfedakt  der  darauf  bezflgllohen  Grassens  7ii|'^i ,  an^"*-*'^ 
z.  B.  mi^^mj^  wie  eine  einzige  Zahl  ansieht. 

Wären  z.  B.  in  dem  letzteren  Betspiele  die  Wurzeln  vom 
3ten  und  6ten  Grade  durch  Multiplikation  an  einander  gefesselt, 
so  hätte  man  statt  der  beiden  einzelnen  Zahlen  3^  und  6^  die  ein- 
zige  3^.61= 9.6;;=  54,  also  die  tieihe 

i         «  Ä        i  •..:•'..• 

»  Ö4      49      16     16..., 

woraus  sich  folgende  Trennung: 

54.16  49.16 

ei'g^bed  wtirde.  Hlernaeh  m<lssten  nun  die  Wurzeln  viini  3ten, 
6ten  und  4ten  Grade  auf  die  linke  und  die  vom  Tleul  «odi^n 
Grade  auf  die  rechte  Seite  geschafft  werden. 

'■'"'•  Dias  rationale  €(lled  ist  im  Vorstehenden  nur  w^en  der  Sym- 
metrie de?  Formeln  g^ennt.  Man  wild  dasselbe  üngetrennt  anf 
diejenige- iSeite' atshrelben,  we^  skh  die  kleinste/ Menge 'Glieder 
der  unvollständigen  Gleichung  vorfinden. 

Berücksichtigt  man  den  EinfluM  dieses  'tationakn  Gliedes 
auf  die  Anzahl  ae^  Glieder^  welche  sich  dttrch  nlehrmalige  Poten- 
«irung  der  In  vorstehender  Weise  getrennten  Gteichusig  ergeben 
'knäii<eM^j  so  leocbtet  eln>  dess  ausser  einem  ratlenam  GKede 
höchstens   (;'iPsPi-)-f  (9i9tVs***)~^  Glieder  mit   verschiedenen 
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irratioDaleo  Faktoren  entstebeo  könneD.    Oie«eAQ|iahl  wollen  .wir 
mit  r  bezeichnen. 

Erhebt  man  nun  die  in  Rede  stehende  Gleichung  zum  Isten, 
2teny  3teny  4ten  ...(r  4-1)8 ten  Grade»  so  erhält  man  zwischen  den 
ebengenannten  r  Irrationalgrussen  (r  + 1)  Gleichungen ^  welche  io 
Beziehung ^  zu  j enen  Grossen  sämmtlich  y om  ersten  Grade 
sind.  Eliminirt  man  hierauf  zwischen  diesen  Gleicban- 
gen  s^mmtliche  Irrationalgrossen,  so  bleibt  die  ge- 
suchte ratioaale  Gleichung  zurück.' 

Die  Anzahl  r  der  Irraitionalen  nadi   der  obigen  Bestimmimg 
ist  die  ffrösste,  welche  sich  in  dem  komplizirtesten  Falle nvr  eio» 
stellen  kann.    Man  wird  aber  darauf  bedacht  sein,   aus  der  be- 
sonderen Form  der  geffebenen  Gleichung  jeden  möglichen  Vor- 
theil   zu    ziehen,    welcher  die    in  der  R^el   sehr   umständliche 
Rechnung  abkurzen,  und  namentlich  die  Menge  der  zu  eliminircn- 
den    Irrationafeti  yermitidern  kaAin.    Zu  diesem  Ende  wird  man, 
wenn    es  thunitch  ist,    nach  j^der   einzelnen  Potenzirung  gleich 
jede  sich  als  zweckmässig  erweisende  Elimination  einiger  Irratio- 
nalen Tornehmen ,   oder  das   rationale  Glied  bald  aui  die  Knke, 
bald  auf  die  rechte  Seite  stellen ,  oder  auch  einige  Potenzen  ganz 
jiberspringeo,   oder  staft  etne  neue  Potens  zu  nilden,   zwei  der 
vorhergelienden  Gleicbungea  mit  einander  multipUziren,  und  end* 
lieh  nach  Hercrtelhing  jeder  neuen  Gleichung  prüfen,  ob  man  nicht 
für   alle  bis  dabin  aufgetretenen  Irrationalen  schon  Gleichungen 
genug  besitze.  ... 

Wäre  z.  B.  die  Gleichung. 

rational  zu  machen ;  so  würde  man ,  wenn  man  die  Wurzelgrossen 
immer  zusammen  auf  einer  Seite  stehen  lassen  und  zugleich  ein  - 
und  dieselbe  Wurzelbenennung  herstellen  wollte,  da  hier 

• 

fiti,  ft|,  1%,  n^  resp.  =2,  2,  3,  1 

ist  und  bei  gleicher  Wurzelbenennung  m,  n  resp.  =6,  3  werden 
würde,  6'— l=r219  verschiedene  Irrationalen  zu  gevi'artigen  haben» 
womit  sich  durchaus  nicht  rechnen  lisst. 

Wollte  man  ohne  die  gleiche  Wurzelbenennung  herzustellen, 
alle  WurzelgrSssen  stets  auT  einer  Seite  behalten,  so  würde  man 
^ieh  auf  2^w3^*^l  =  ll  Irrationalen  ^»fasst  madhen  müssen^  V9^ß 
ebenfalls  noch  eine  mühsame  Rechnung  ergeben  w^Ütde« 

Trennt  man  dagegen  die  Wurzelgrossen ,  indem  man  die  voin 
sweiton  Crrade'  allein  auf  der  linken  Seite  stehen  läiist,  und  die 
Kubikwurzel  mit  dem.  rationalen  Güede  auf  die  rechte  Seite 
schafft;  so  können  links  nur  2^^— Ir^S  und  rechts  nur  :3^ — 1=2, 
im  Ganzen  also  nur  ö  IrraMonalen  auftreten,  su  deren  Elimination 
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man  die   ersten  6  Polenceti  zu 'bilden    i;^ättie.  .Dies  gibt,  wenn 
man  der  Kürze   wegen         .■  -    i,  . 


•  t    . 

•etst ,  folgende .  6  Gleicbuogen : 

1)  jr+r=i  +  z, 

2)  jp+.v+2JirF=l+?2+Z«, 

3)  (x+3y)2:  +  (y+3;r)i;;=J+,+3Z+3Z»,     , 

5)  (a;«+10a:y+5y2)A+(yH10a:y+5a:«)F 

=  1  +  10i+t5+52)Z  +  (10+*)  Z*, 

6)  ar»+15a:^  +  15^«+y»  +  (ftr«+20ay+6y«)jrF 

=  l+2(h+2«+ (6+152)Z+ (lÖ+«x)Z«; 

zwischen   welchen  die  5  Irrationalen  X^   Y,  ÄY,  Z,  Z^  za  eli- 
miniren  sind. 

Obgleich  durch  die  letzte  Trennung  der  WurzeigrOssen  die 
Anzahl  der  Irrationalen  bedeutend  beschränkt  ist,  so  würde  die 
an  sich  leichte  Elimination  denelben  aus  den  vorstehenden  6  Glei- 
chungen dpch  noch  zu  einer,  umständlichen  und  zeitraubenden 
Arbeil  ßfliren.  Bei  welcher  sich  Rechnenfehler  nur  zu  leleht  mh-- 
schietchen.  Man  würde ,  daher  im  vorliegenden  Falle  noch  eiufa^ 
eher  folgendermaassen  verfahren: 


.' "» 


Man  transponirt  in  der  Gleichung  2)  alle  rationalen  Glieder 
auf  die  rechte  Seite  und  quadrirt  die  entstehende  Gleichung.*Hier- 
durch  müssen  alle  aus  X  und  F  gebildeten  Irrationalen  ein  f&r 
alle  Mal  verschwinden,   wid  man  erhält: 

4a:y = (1— a:— y)*+  ii  + 14(1— or—y)  +  z]Z  +  2(3— x—^)  Z«, 
oder  t^ 

ixtf  -.(l.^-.y)«-^4x=.[4(l-,a5-y)+t]Z+2(3-a:-y)Z». 


Bian«  hat  es  jetzt  ntrr  noch  mit  den  2  irratioBalen  Z  «nd  Z^ 
tn  thnn,  welche  mkn  mit  geringeren  Umständen  mi«  der  Isteo, 
2teii)  und  3ten  Potene  de^r  letzten  Gleichung  würde  eüminiren 
können.  Man  findet  jedoch,  dass  zo  diesem  Zwecke  adhon  die^ 
Iste  und  3te  Potenz  ^^nffgt  Denn. da  diese  St^e, Potenz  in  die 
Form 


I 


3ta 

=[4(l-a;-y)  +  j]»*+8(3-ar-y)V 
+ 6  [4  (1  -  ar  -  v) + j]  (3-a:-y)z  { [4(1— a: -y) + 2]  Z+ 2(3— a:-»)  Z»  I 

gebracht  werden  kann;  so  lassen  sich  aus  dieser  und  der  vorher- 
gehenden Gleichung  die  beiden  GrOsse«  Z  und  Z^  auf  ein  Mal 
eliminiren.    Dies  gibt  die  gesuchte  rationale  Gleichung: 

[4a:y — (1— ar— y)« — 4i]» 


I.. 


Üetliode  um  die  liängre  eines  Kreüs^ 

tiogrens  annälierna  durcli  Coiijstmction 

einer  Oeraden  zu  finden. 

■ 
•   ' '  Von 

Herrn  J.  J.   Astratld, 

Pcivdtlehrer  4er  Malhematik  za  GothenbuKg  in  Schwede«. 


Der  ilmsrtand»  dass  da«  Pfoblem,  einen  ^e^benen  Kreis- 
bogen auf  geometrische  Art  annähernd  zu  rektifiziren,  nicht  in 
^e4i"i0ifijEig0A.4ep.mir  bek^Pdtap  geometrisfohen  LebrhQobcr. und 
Aji%abtii:«SaiBnJli<Dge&  %vi  finden  ist»  nngeacdiiet  dieses  Ptoblem 
im  pfJaUischeR  Lebe»  vorloomme»  kann  und.  somit  nicht  obse 
Mutzen  ist«  veranlasste  mich  folgende  Aafl^siiog  herzuleiten, 

]>ay  nach  der  analytischen  Trfgonometrie: 


(,    1       x\     3x      x^ 
'+2^«V=T-4;?+ 


48ii« 


8»f 


M  ifil: 


>  f      ^1.      « 


sehr  nahe«  oder 


3n  .    sr     "  3«  ,    or  .    ^ 

o"S'n--  s"«>n—  _^  sin  — 

^ —       1         ^  /^     =  i  T  + 


1^co8jj^j2q;j5-        l+^cos-  1  +  cos- 

ehenfiüls  sehr  nahe. 

Wenn  man  in  diesem  Werthe  des  Kreisbogens  x  den  zweiten 


.4 


8ID  — 


•1?  ft 

Term  qq^»'  • r*  seiner  ünbedentendheit  wegen,   wegUsst 

1  +  cos  — 
n 

und  den  Radios  einsetzt,  so  hat  man,  annähernd,  folgende  Analogie: 

1       j?  «P      3 

Rad  +  2  cos--:»rin~=  ^^^  •  ^> 

weiche,  constmirt,  die  gesuchte  Cerade  giebt.  *\*v  .  .      £- 

Aus  der  Form  des  weggelassenen  Termes  erhellt,  dass,  je 
grosser  n  angenommen  ^rd,  deslo  genaiief  man  die  Länge  des 
nireisbogens  x  erhält,  sodass,,  wie. gross  dieser  auch  ist,  n  jeder- 
zeit von  solcher  Grösser  gewählt  weraen  Icami,  dass  die  gewünschte 
Genauigkeit  erlangt  wird;  doch  immer,  wegen  der  Möglichkeit 
und  Theilung  des  Kreisbogens,  n=3",  wenn  nt  eine  ganze  Zahl 
bedeutet. 

Setzt  man  n=2,  so  wird: 


1      '  X  X     3 

Rad  +  s-cosg^:  2  8in^=5-Rad:ar, 


oder 


I        • 


Ix  3 

Bad-f  ^^<^^^<schord4:^2 '^^^^'^ 

•      ■    '  ■    i 


elcbß  Analogie  auf  folgepda  W^ise  leicht  constr^irt  wird; 


•  ■ :  «iii 
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bt  in  Taf.  V.  Fig.  4.  AB  der  gegebene  Kreisbogen,  so  sacbt 
seinen  Mittelpunict  C  nod  zieht  den  Radius  CE  senlLrecht  gegen 
die  Chorde  AB;  CD  wird  haibirt  in  F  und  DE  in  G;  DC  wird 
verlängert  bis  H,  so  dass  FH^CE\  durch    G  zieht  man  JK 

f parallel  mit  AB.    Dann  Terbindet  man  H  mit  A  und  B  und  ver- 
ängert  HA  und  HB  bis  J  und  K,  so  ist  JK  beinahe  gleich  dem 
Kreisbogen  AB, 

Anmeric.    Der  Fehler   In    der   geKiodeneo  BogeniSnge  beträgt, 
wenn  z.  B.: 


ar=25o  und  n=:2,  weniger  als  0,0000062  oder  <iys^ 
a:=4öo    „    «=4,  „  0,0000082     „     <iy/- 


Uelier    die    Ausdiüeke»    welcbe   fQr 
^HTurzelii  heiterer  Orade  mit 

analog  sind. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  E.  W.  Grebe, 

Gymnasiallehrer  m  Ca i sei. 


Die  ausgebreitete  Wichtigkeit  des  Satzes  von  dem  Produkte 
der  Summe  und  Differenz  zur  Beseitigung  irrationaler  Quadrat- 
wurzeln ist  hinreichend  bekannt «  und  veranlasst  leicht  die  Frage 
nach  der  näheren  Beschaffenheit  der  Formeln^  welche  fär  höhere 
Wurzeln  ähnliche  Dienste  leisten.  Da  sich  dasjenige,  was  wir 
in  Beziehung  auf  eine  Wurzel  sagen  werden,  leicht  auf  andere 
übertragen  und  die  allgemeine  Gesetzlichkeit  genügend  -erkennen 
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WiM/  8ö  ft^lMieo  ^It  mit  d#f  iBrlSrteniiig  von  Auftdräcken 

fines  lM»stiiomteii  Grades.    Fragen   wir  dem  g^jnäsa  nach  einem 
.{ictor,  der  mit 

verbunden  ein  r^itiooales  Product  liefert;  so  leuchtet  ein«    dasa 
wenn  wir  den^relben 

f  •  *  • 

setseiiy  dieUnbeiEapnten  «y  y,  t  und  r  sich  werden  bestimmen 
lassMi^    ünrcli  AusfMirung  der  Multipiieation  erbaiteo  wir  nftmiich 

+ilaa;-f£a;Va    +    Dx  \Z^  +    CrV«»  +    Är^iQ* 

b  6  ft  5    __ 

' .'         •»  '  '      .     ,     » 

Befriedigen  wir  nun«  was  oboe  Scbwierigbeit  diOglieh  ist, 
vier  Gleichungen: 

A^ßx-^Cy  +Dz  +Ev  =0, 
S+Cx+Dy  -{-Ez  +Attv=0, 
C+  Dx-^Ey  'i^Aat-\-BwD={i, 


•  ►. 


,    ..    ,  Vi.   .   .  -    •  :'»  ■••»., 


80  ist  das  Verlaogte  geschehen.  Aus  der  Leiii!ei:i7on:dnyGlei'> 
cbungeo  des  ersten  Grades  mit  mehreren  Unbekannten  weiss 
man,  dass  die  Werths  vtak,Xy  jf,  z  vnd  v  sämmtlich  Quotienten 
von  gemeinscbaftlichem  Nenner  sind,  und  dass  sowohl  dieser  Nen- 
ner als  die  einzelnen  2Snler  Ag^egate  sind,  deren  einzelne  Glie- 
der keine  anderen  Faetoren«  haben  als  A,  B,  C,  D,  E  und  a. 
Wir  überzeugen  uns  leicht«  dass  wir  die  Factoren  a  auch  erst  am 
Schlüsse  der  Rechnung  in'  der~  erf&rderlichen  Anzahl  beifügen, 
nnd  mithin  dieselben  bb  dihin  zur  Erleichterung  des  Rechnens 
übergehen  können.  Zu  dem  Ende  denken  wir  uns  in  dem  Ausdrucke 

ThaU  XIII.  M 


•  o    '  t  •  •  • 

ten',  Mridem  wir  Va  als  die  biinensionseiiiheit  VStif^'^'«  ,*Tön  doli 
Bachstaben  A,  B,  C,  D  und  E  hat  alsdann  ein  J^deY  e\üe  mei- 
ner Stelle  im  Alphabet  entsprechende  Dimension.  Ebenso  dcD* 
ken  wir  uns  M;  ,    ;    ;        ;     .      . 

alle  Glieder  von  der  nullten  Dimet^ion,  wodurch  die  Unbekann- 
ten X,  y,  i  .fi^  t>  d^r  , Reihe  ni^h  4i6.  l|in»^s}onswerthe  — 1» 
—  2,  — o  und  — 4  ei-balten.  Jedes  Glied  des  Zählers  sowohl  als 
49»  JHft»nßT^  vi^,4/en  Aiis^lr^cikeQ,  dieiur  «b..«.ii.:s.;w...geimd«B 
H'fsr^kB»  mufls  id«44«iw  4^  Factcir  « !so  oft  i«liuikemi.  als  ibm^.die 
Dimension  fünf,  die  diesem  Factor  zukommt ,  noch  fehlt,  wenn 
man  es  mit  den  übrigen  Gliedern «  die  mit  ihm  von  gleich  hoher 
Dimc^s)on  seii^  «fls^^^,  vtr^l^ckt.«  Zugleich  ««in^ss 'die  Dimen- 
sion des  Nenners  aie  des  Zählers  bei  dem  Ausdrucke  för  o;  um  1» 
bei  dem  für  ^  um  2  4i.  s.  w.  Qbertreffeu.  Hiemach  haben  wir  nun 
H^CHeidiunteK  .i  »    .   ^  ...  l.  * 


bloss  idj^CHeidiungeK 

BfCx  +  Dy  +  Ex+Avz=iO, 

.     4)+^:ff  +  AyfBzira^Q\. 

aufzulösen:  und  stellen  wir  diese,  um  die  allgemeinen  Auflosangs- 
foimdB  de«!»' besser .wweitden  zu  kOonen^  durch 

ai+bix  +  ciy+diz+eiv=0, 

a,  +  6j.T + c^^ +d^x  +  e^v =0, 

« 

dar;  so  entstellt  die  Tabelle,  deren  einfaches  Gesetz  sogleich  in 
die/AB|^n'«prngtr  •'••'•''   ■  °  '  ' 

B^hx'=^(i%—e^^d,^^    

" I     ;  •  .....  l    •        .       »   .  .  ... 

•  *  •  i  •    •  * 

'CT?T*i=tr^nf<%{;^jfi4„  . 

ba  ;r,  y,  x  und  v  einen  gemeinschaftlichen  Nenner  haben 
müssen,  den  wir  N  nennen  wollen;  so  kantin  man  auch,  um  alle 
Brüche  zu  vei^i^ei^e»,  .  . 
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*  ■•  -.  k    t     j 


.». 


als  den  Ausdruck  annehmea,  mit  welchem  man 

f 

«n  moltiplicirea  hat,  um  eia  rationales  Product  zu  .gewinnen.  Der 
Werth  Von  N  ergibt  sich  nach  der  Methode  der  positiven  und  ne- 
gativen Permutononen  durch  nachstehende  Rechnung: 


+  bic^d^e^ 

JSDAC 

+  dib^c^e^ 

DCEC 

—  bic^e^d^ 

SDBB 

—  dib^e^c^ 

DCBÄ 

—  *i^e8«4 

BEEC 

—  c2|  02^8^4 

DDDC 

+  bxd^e^c^ 

BEBA 

+  dic^^ll^ 

J)J)BE 

+  iietcsd^ 

BAEB 

+  ^^^8^4 

DADA 

-  6ie»c^C4 

BAAA 

—  d^e^p^b^ 

DAER 

—  Cib^e^ 

CCAC 

-  eibs^c^d^ 

ECEB 

+  4^1  Vs^« 

CCBB 

+  ßi^siiBe^i 

EC.AA 

+  Cida*a^4 

CEDC 

+  eic^a<i; 

EDDB 

—  Cid^e^ö^ 

C£BE 

—  eic^b^ 

EDAE 

—  ^1^^3^4 

CADB 

—  eid^b^c^ 

EEDA 

+  Cietdsb^ 

CAAE 

V 

EEEE; 

und  es  ist  mithin 

^ 

NsiE*  -~ZE*DA^-3E»CB+iED»B+2EDC»+^^CA^^iEB*A 

I 

Erviägen  wir»    dass  unser  rationales  Product  mcb  «beu   so 
gut  durch  tdie  Multlplicatiou  der  Factoren 


<( 


J«  +  JE  1/^+ Z)  VI?  +  C  V«» + Ä  {'*• 


uMi 


."7 


»-.■'>'  '  * 


6 


■2r:r+%V^+Ai\^3+AiV?+  'iVV^* 


entstehen  konnte ,  und  dass  es  uns  dermalen  auf  die  Factoren  a 
noch  nicht  ankommt;  so  werden  wir  durch  einfache  Terschiebung 
der  Buchstaben  aus  dem  Werth  von  N  cnyfort  den  Werth  von  Nx 
ableiten  können.   .Wir  erbaktqn 


26* 
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Nz=A*-3A»EB-3A*DC+2AE'C+2AEDI^  +,  %iDB*+2AC*B 
— EW—D»B—C*£-B»C+ E^B»  +  D^C'—EBCB . 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  ergibt  sidi: 

Ny  =  B*—ZB^AC-ZB^ED + 2fii<«/>+2Ä4£«+2*£C»+2BZ>"C 

—  A^E—E^C—D'A—CD  +  ^C*  +  £«Z>»—  AEDC, 

Nt  =  C*-3C*BD-^C^AE+WB'E+2CBA:^+ÜCAD'+2CE»D 

—  B»A^A*^B—E*B'-B*£+B»D^^A^iE?-^BAED, 

Nv  =  ü*—3B'CE—3D»BA+iDC»A+2DCB*+WBE*^iDA'E 
-  C^B^B^E-A'^C-E'A + (?E* + B*^-CBAE. 

• 

Der  Werth  von  N  und  die  aus  diesem  abgeleiteten  Werthe 
von  2Vj?9  Ny,  Nz  und  iVb  stehen  nun  freilich  noch ,  nicht  aach  in 
so  fern  fest,  dass  die  Möglichkeit  ausgeschlossen  wäre,  auch  alle 
Glieder  ü^cber  Werthe  mit  entgegengesetztem  Vonelchen  zu 
nehmen. .  FQr  N  kann  man  ein  tClr  alle  Mal  die  Anordnung  der 
Vorzeichen  festsetzen,  nach  welcher  das  Glied  £*  positiv  ist; 
es  fragt  sich  alsdann  nur,  ob  die  dem  £**  in  den  übrigen  Wer- 
then  entsprechenden  Glieder  A^,  jB*,  C^  und  Z>*  auch  aue  gleich- 
zeitig positiv,  sein^  müssen.  Um  diese  Frage  zu  beAntwerten  be- 
denkeo  wir^  dass  wir  den  Zähler  vqp  ^i?,  d.  h.  Nx  auch  unmit- 
telbar dadurch  hfitt<hi  berechnen  können,  dass- wir  in  der  obigen 
Tabelle  vot  Permutatipnen  statt  eines  jeden  6  ein  a  gesetzt  und 
dann  alle  Glieder  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  genommen 
hätten.  Da  nun-^^^ur  aus  der  Permutation  O]  ^  r^  c^  entstehen 
kann>  diese  aber^  so  lange  sie  noch  bie^d^c^  lautete»  als  eine 
ungerade  Anzahl  von  Variationen  enthaltend,  negativ  war,  und 
also  nach  verändertem  Zeichen  positiv  werden  muss;  so  ist  A^ 
und  mithin  auch  ^,  C^  und  D^  positiv.  Man  übersieht  bald, 
dass  ähnliche  Umstände  sich  bei  jeder  Wurzel  von  ungeradem 
Grade  einstellen. müssen',  ,  dass  aber  bei  Wurzeln  von  geradem 
Grade  die*  Sache:  anders  ist«  Vergleichen  wir  nämlicb ;  die  beiden 
Permutätionen*  oj9....rfe&  und  bqp,.,.tlc,  so 'stellt  sich  sogleich 
heraus,  dass  dieselben  von  ungleichen  Vorzeichen  sein  müssen, 
wenn  die'Zalil  der  Elemente  eine  gerade  ist,  und  von  gleichem 
Vorzeichen,  wenn  die  Zahl  der  Elemente  eine  ungerade- ist.  D»- 
her  werden  wir  z.  B.  bei  einer  Wurzel  des  sechsten  Grades,  wenn 
wir  das  vorkommende  jF^  positiv  setzen»  ^  negativ»  B^  positiv, 
(y  negativ,  D^  positiv  und  E^  negativ  inefamea  mOssen. 

Ermitteln  wir  die  Werthe  von  N  auch  ßir  andere  Wurzeln 
als  die  fünfte  und  fügen  den  ledesmaligen  Grad  der  Wurzel  dem 
N  als  Index  bei;  so  ergibt  sich  die  nachfolgende  ZusammenAtel- 
lung  der  Ausdrücke  von  N2  bis  iV«:  * 

N^^C^-^AB, 
N^=:^D^^DB^^2DCA  +  C^  +  BA*, 
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JY4=i5*-3JB«l>^— 3£;«CB+2EO»J?+  2EDC*  +  2ECA^-i^2EB*A 
-^D^C—  C^A—B^D'-Ä'B  +  D^A^  +  C^ß^-^DCBA , 

y^z=zF^^F^EA'^F*DB-'2F»C*+dF^E^ßi^F^DA^+6F*EDC 
+  QF^CBA  +  F^D^  +  F^B^-2FE^O-2FA^C-^FE»D^ 
+  ZFE^A^+SFI}^B^-3FB^A^-6FD^CA-6FECB^ 
+  FEDCB—FDC^B-^FC^+DE^—BD^-DB^+BA* 
+lPC^i'B^(^-2AWE-2E^AB+2B^AE'-2C^AB^2C^DE 
+  2D^AE+3A^C*D+3E^C^ß. 

Bei  jedem  folgenden  Grad  der  Wurzel  werden  diese  Aus* 
drücke  beziehlicher  Weise  umfangreicher^  so  dass  es  geratheo 
scheint 9  mit  N^  zu  schüessen.  Üeber  den  inuern  Bau  aer  Aus- 
drücke« dieselben  sowohl  einzeln  als  in  ihrem  gegenseitigen  Ver-« 
hMbisi  bAtacblef^  Icötmfe  ich  noch  mehrere  üeraerköi^j^  liei- ' 
fügen ;  jedoch  i^t  die  Ausbeute  dessen»  was  .sich  mir  bis  jetzt  in 
dieser  fieziehuUg  ergeben  hat«  im  GanSEcn  noch  so  geling«  dass 
es  mir  besser  scheint«  alles  hierauf  Bezugliche  vorerst  noch  zu 
unterdrücken.  Ich  gebe  daher  zum  Schluss  nur  noch  eine  Probe 
über  das  Hinzufügen  der  bisher  ansgelassenen  Factoren  a : 

N^  =  m^DB^a-'^DCAa+C^Ba+BA^a^, 
N^x^-'A^a^  +  AC^a+2ADBa^D^C'-CB^a, 
N^y^B^a-BD^'-2BACa  +  A^Da+DC*, 
iV^i  =r~  C»+ Ci<««+2CB/>— B«i<«— 2<X>«. 


i*:.. 
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FinduBgr  der  Haupiaxeii  aus  zwei  co»- 
InfEirteii  Dnrcliniesfieni. 

Vom 

Herrn  Bf.  H.  Meyer, 

Lehrer  an  4f»r  mechuiUcben  Baugewerkeucliole  in  Frei^er^. 


Die  Darstellung  der  Ellipaei»  «rfolgt  entweder  durch  Bestim- 
mung einzelner  Punkte  oder  mit  Hitfe  von  Kreisbögen.  Beachtet 
man  die  Menge  kleiner  Fehler,  die  beim  Bestimmen  einer  gros- 
sen Anzahl  einzelner  Punkte  unvermeidlich  sind,  so  wird  die  letz« 
tere  Methode,  man  möge  nun  Krummungskreise  oder  eine  gute 
annähernde  Construction  oenutzen ,  gewiss  schönere  und  richtigere 
Ellipsen  geben.  Allein  fast  alle  Verfahren  der  letztem  Art  setzen 
voraus,  dass  die  Hauptaxen  bekannt  seien;  kann  man  auch 
durch  conjugirte  Axen  Krümmun^pskreise  angeben,  so  sind  die 
Endpunkte  der  Hauptaxen  doch  von  wesentlichem  Einflüsse,  und 
man  wird,  wenn  diese  nicht  gegeben  sind,  selbst  wenn  man  noch 
einzelne  Punkte  bestimmt  und  durch  diese  Krflmmungskreise  legt, 
keine  so  genauen  und  schönen  Ellipsen  erhalten.  Sind  die  Haupt- 
axen auf  leichte  Weise  zu  finden,  so  ist  es  immer  am  genauesten 
und  einfachsten,  diese  erst  zu  bestimmen  und  dann  mit  Hilfe 
derselben  die  Ellipsen  zu  vollenden.  Alle  bis  jetzt  bekannten 
Constructionen,  um  aus  zwei  conjugirten  Durchmessern  die  Haupt- 
axen zu  finden,  sind  aber  mehr  oder  weniger  complicirt,  und  es 
dürfte  daher  folgendes  einfache  Verfahren,  namentlich  ffir  die 
descriptive  Geometrie ,  wo  in  den  meisten  Fällen  conjugirte  Durch- 
messer weit  leichter  als  die  Hauptaxen  erhalten  werdien ,  von  nicht 
ganz  unbedeutendem  Vortheile  sein.  AB  und  CD  (Taf.  VH.  Fig.  3.) 
seien  die  gegebenen  zusammengehörigen  Durchmesser.  Um  die 
Grösse  der  grossen  und  kleinen  Axe  zu  bestimmen,  errichte  man 
auf  AB  die  Normale  ATE,   mache  dieselbe  =AM  und  ziehe  CE 


MB 

-1   vn      CE+ED    .y^.         ,.    ^  ,.                  ED-^CE  ^. 
and  rtU.     g wird  dai^o  die  iiaHie  grosse,  0 d«^ 

halbe  kleine  Axe  sein;  trägt  man  daher  EC  von  £  aus  auf  ED 

DF 
auf,  so  ist  -^  z=iDG=GF  die  halbe  kleine  und  GE  die  halbe 

grosse  Axe. 

Die  Lage  der  grossen  Axe  wird  durch  die  Verbindungslinie 
des  Mittelpunktes  m  mit  dem  E^lbirungspunkte  G  angegeben. 
Weichen  die  zusammen  gehörigen  Durchmesser  nur  weine  von 
den  Hauptaxen  ab.  so  wird  die  Entfernung  MG  klein  und  daher 
die  Lagii^')hi#^  dtesei^  Punkte  nicht  mehr  hinlänslicb  eenau  be- 
stimmt-   fiüßfivier  sniBwaat  man  dann  die  Verbindun^sndlä  dir  Punkte 

F  und  d  welche  der  grossen^  Axe  parallel  geht»  (da  £^=  ivg 
=1),  als  RichtuDgslinifi  Rlr  die  grosse  Ai^e  an.  • .    ..  j    ,  r...   .. 

Die  Richtigkeit  dieser  Coostruction  ergiebt  sich  folgend: 

Bezeichnen  a  und  b  ^o.  halbe  ^osse  und  kleine  Axe  der 
Ellipse»  und  /,  /i  die  beiden  conjugirten  Halbmesser  AM,  MD, 
welche  den  Winkel  AMD=^z  einschiiessen»  so  ist: 


b 


\  —  V"Pf  P|  f '^g'P^JfcVJ^dhPi-g^a'nz^ 


und,  wird  fär  t  90^  — er  subs^tqirt:  ' 


3= 


V^/»*^ +aÄic<H»tt±V#HFfli  —2^  cos« 

"72^- ' 


d.  i.  da  der  Complementwinkel  a=£iifC: 

* 

a\      ED±CE 

b\  = 2 • 

■  1. 

Der  Winkel  y»,.c|en  die  grosse  Axe  mit  dem  einen  der  conjugir- 
ten Durchmesset  h.  einschliessf«  muss  sein;-  - 

•  -*    •>  w  .  :  "'  -       -  -      • 

r 

6^(a^ P) 

Es   ist   aber    biü.JMG":^^.  g— 6*)  '  folglich   HJ  die   Lage 

bVa*  —  p) 

der  grossen  Axe.  Dass  sin .  AMCr=:  Ji/^^^M)   Ist»  folgt  aus  dem 

Dreieck  DEM,  wo  DM=li,  ME^l,  EG=a,  GD^b  und 
Winkel  AMD  =  %  ist;  denn  es  ist  is.AMG=ig{t--GMD),  oder» 
wenn  GMD  durch  X  bezeichnet  wird » 


IAA 


d.  i. ,  da 


ist» 


^   j^_     ö.ßin.GDM baJug 


^« 


1 


*t 


f  6.siDg    ^  ; . 


1+tez.. — -. 

..  .  .        ^'      li^bCOSQ 

-y  X  

und  werden  für  sinp  und  cosp  die  glei6hen  Wertbe 


und 


substituirt, 


/. cos; 


li 


^  V  g»  +  ft»  +  2a6~-/^co8s« 


^  V  l'^'/^i  f2/^8ing-^ffc^«    / 

a+b 

~     a  +  6 

.1 


•».- 


>  .  1  • 


I  \i 


^<ak  -  bUixiz)        b .  /cosz 
tg .  AIUG  a=r •  J  '    'vT".    '    "■  '. ,  7    'i'H 

a  +  Ä       ■*■        a  +  6 

_^  ^ijuli^^isinz)-^  blcosz 


»  I 

r   1" 


• '     i> 


l        »•.         \ 


»»',  . 


►  .  (  ; 


.      I 


•    >    • 

-     .       t 


•*  •  /    •    1     » 
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ä^M^     «lux .  a  A  —  bbmz^ — blcoBx^ 
ig.AMGziz * j 

ai 


SM\,AMG  = 


/•(a«  -  6«)  ' 


I    .  I  '  .  «        .  •        .  •  i  '  ■'         I  , 


t . 


■f 


I  ■ 


I    # 


'  •  ■  *  » 

■ 

•  *  •         •  • 

•       •         •     » 


.■.'   •■•..■■•  ••■   • 


M 


«  < 


\ 


..  o 


I 
/ 
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«.      .   .  , 


i  • 

I 


.1 


Hemoire  sur.  la  theorie  des  formes 

qiiHMraii^ues. 

Pur  r 
Monsieur  F«  Arndts 

Docteur  es  FhHo«o§1iie  ä  Strsltand. 


Le  Probleme  dont  nous  allons  noiis  occuper  dans  ce  memoire 
est  celul  qu*on  trouTe  dans  i*article  236.  des  »«Disquisitiones 
Aritlimeticae'S  savoir:  »^Etaot  donn^  deuz  formes  quadratiqnes, 
dont  les  determinantes  sont  en  fätSon  de  nombres  carres,  on  se 
propose  de  trouver  une  troisi^me  forme  compos^e  par  celles-ci/' 

La  solation  de  ce  probl^me»  le  plus  important  dans  la  thi^orie 
de  la  composition  des  formes,  donn^e  par  M.  Gauss,  ,est  aussi 
ingenieuse  que  difficile,  parceque  l'auteur  a  supprim^  tout-ä-fait 
l'analyse,  par  laquelle  il  y  est  narvenu  et  qui  exige  des  consid^- 
rations  trds  delicates.  Les  recnerches  que  je  fis  dans  cette  vae 
me  firent  trouver  une  solutipn  fond^e  sur  des  consid^rations  tres 
simples,  qui  sera  peut-dtre  agr^able  ä  ceux  qui  aiment  la  thi^orie 
des  nombres. 

Je  commence  par  r^soudre  le  problöme  suivant,  sur  le  qnel 
nous  auroDS  k  nous  appuyer  dans  la  suite. 


»9 


Les  six  nombres  P,  Q,  A,  S,  T,  U  ^tant  donn^s, 
on  se  propose  de  trouver  huit  autres  nombres  p,  p\ 
p''9t^\  9*^*9^*^  ^^'^  qu'ils  satisfont  aux  ^quations  sui- 
vantes/?/— j»'=^'  P^— yp"=<?,  p^-qf^^R^  p'q''-q'p''—S, 
p'^^q'p'^^T,   p''^—Yp'^=V,   que   nous  dösignärons 

par   J^." 

II  y  a  plusiettr«  cas  k  distinguer. 


411 

i9,..  Lonqm  les  troU  nombrea  P,  Q,  R  t«  a'<$vaa<Miisseiit 

simnltan^ment,  U  suit  des  trois  preml^res  ^qualloiiB  i(.>  4ue  les 
Dombres  p,  q  ue  peuvent  dtre  nuls  tous  deuz,  et  qu'il  en  exUte 
par  cottseattciit  in  iplm  gruid  ^ivi^est  Toiqdiiiii  X  qiB  meaaN^  i^ 
nombres  P,  Q»R  simulüiD^meot  Maintenant  si  notu  desiffnoos 
f^  9»  ^  des  raleucs  tellement  choiaies  qtt'eUes  satisfont  h  1  ^qiia- 
tiob  p<p^9fl>=zl,'  toüies  les  vajfetirs  des  nenibres  j/,  (^"y  |)*,  }*> 

ff^,  qTf  satisfiiisantes  aux  trois  premiöres  ^uations  St  •  seroot 
cainprises  dapS'ies  fonooles  suivantest 


i  .    .         .      • 

.1         i     •     .  •    t.  i 


*>    •)    ^  -, 


»i^ 


/>  */^  f'  ftfpr^sentaift;  AesnenAfes  ^ntiets  qaelooDqKies.  Ces  va^ 

leiirs;4tMit  siihatl}ii^.^.dAne^.V9»  trpis  deniMrest  ^qioatioifif  Sl^  ,ceU 
les-ci  seront  rempiacf^es  par  les  syiTantes : ' 

desquelles  II  'est  Mdent  qne  tes  twMtea'Sl  t^i   ü  sont  divi- 

sibles  par  I^  plus  gränd  di^Ueixr  commuii  ^^   T  ^   T'    T'     ^^^ 

nous  d^sIfitieroDs^at  fi.  Ce  noinbre  fi  sera  choii<!  fttctear  des  six 
nombres  P,  Q»  R,  S,  T,  ü,  par  cons^quent  de  lear  plus  grand 
diviseftf ;  <^ipnpnu  £.  ße  plus  si  noita  dmirnoiis  ie  plus  gfand 
divis^ur  commun  des  tröis  nombres  P,  Q,  jß  par  e,  nous  aurons 
^.^X^:  Ifniaginezr  votid  maintenant' g^'on  aft  aj^tertuiuV^  le^  tnM:' 
bres  p,  q,  t  de  sorte  que  pP-i-q^  +  tHr^e,  ce  qui  |^^tft  s^ 
faire«  d'une  infinite  de  roaniöresj  vous  aurez  k  Taide  des  yalj^urs 
de  'SJ'f*f„U,  que  rieus  iFenons  dVtablir, 


"»     .A 


•  I 


■  f  • 


n 


CA  ^Ittit*  egal  k  VMrCff'+t/".    Sobstifoez  enfiti  ces  Tifleiirs''tl# 
A  A  /*  *^tt»  •«•  e5^)ressfons  de^p',  ^j  ji^,  ^r'';  /i"*,  ^,  vms* 


avres 


412 


efl/  =P(iup-i-ioh+qqS+tgT 


,         A 


•   •    -  \ 


ep'  =P(f»t  +  »f  )+qpJS+iy  r. 


^•'.   .. 


oü  il  Importe  de  remarquer,  qne'les  öombres  ii<p+mf,  >^-f-io^ 

satisfont  k  requation  px-^qjii=e,    Remarquons  eo   demier  Heu 

qne  les  equation«  dC  n«  peavent  ^tre  vMMes ,  a  moins  que  T^qua- 
tion  Pü+RS'-QT:=^Q  ne  soit  remplie. 

C'est  par  cette  änalyse  qn'on  est  «ondatt  k  la 

5o/ufi Oft. /S^oSte  le  plus  graiid  diyiseur  commno 
des  nombres  P,  Q,  R,  k  celui  des  nombres  P,  Q,  R^  S, 
T,  üy  fi  diviseur  auelconque  de  k.  Cela  pos#»  le  nom- 
bve  e  sera  diTistbie^ar  A>  eH  e^Ds^q«eii«6  par  f»»   d'oü 

—  s'era  un  enti^r;   qtie  'hous  d^signons  par  Tl.    Mainte- 

nant  si  Ton  prend  des  nombres  p^  g,  dont  l  est  le  plus 
grand  diviseur  commnn^  qu'on  determine  cinq  nombres 
P»  q»  t,  <Pfy  fff  de  Sorte  qu'on  a  pP+^Q+tR:s^e,  pfp^fif=e, 
et  qu'on'^  fasse 


.   €q''=i^Q+tq.ü-pgS 


0p'.^rljP+qpS+f^T, 
ep''=i»Q+xpU-ppS, 
€?;i^=:^Ä— pp  ST— qp  I7,i 


le^  tibmbreSji,  p',  p^,  pf^;  g,g\  q",  ^  serottt  entiers  <^t 

TerjifieroDt    les    ^quations  Sc>     pourvu    que    T^quation 
PU+RS-QT=0  ait  lieu. 

Demonstration.  I.  Lecl  nombres  p,  q  sont  entiecs  par  rhy- 

Sotb^se;  les  nombres  p',  p'',  p^;  q',  q*^,  ^  d^termiil^s  k  Taiae 
es  ^quations  ci-dessus».  le  seront  aossi,  paroeqne  les  nombres 
P,  Q,  R  sont  divisibles  par  e/iw  nombres  p,  q  par  l,  enfin 
les  nombres  S,  T,  ü  paßt  k,  dis-lors  par  f». 

II.  En  substituant  les  yateprs  des  V»  g"»  V^;  p'»  p",  p'^ 
dans  lesexpressionsp^'— ^p',  pq  -^qp"»  Pn'—gp^f  etc.,  en  ayant 
f^gard  aux  i^quations  pP-\-<^Q'\-tR^=^,  p<p—q^=^f  PU+RS^QT 

=0,  on  verra,  que  les  ^ati^n$  ^.'  sont  v^x'^^* 

2^.  Fassons  au  cas  oü  les  nombres  P,  Q,  R  sont  nuls. 
Alors  des.  ^quations  PsO,  Qs=:0,  £—0  #n  döduira  aistesnt 
GcUes-ci:  ^S=:0,^r=:0,  QÜ=^0;  p5==0,  pT^O,.pü^O;  d^nc 
en  supposant  que  les  nomores  S,  7*  ne  s'evanoulssent  simultan^- 
ment,  il  faut  avoir  ^=0«  p=0.    Maintenant  si  Ton  determine  les 
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nombres  ^^  '^  4e  soite  quils'saüsfont  ik  r^uati<m-7iV'^''^=*^* 
l  ^tant  le  plas  grand  divisenr  coramim  d^  livmbf 69  y]^  g^^^-  fönt 
satlafaire  aux  öquations  p'q''—^'p''=zS9  p'qr—q'p*^^=^T,  on  fera 


1  .  '  * 

/,  f^  d^sigDant  des  entiers  quelconoties.  Cea  valeurs  etant  Sub- 
stituts 4ao9  la  demi^e  equation  p^'^g''p"'p=^JJ»  oelle-ei.  sera 

rtoplacöe  par  ia  suivante  ^  y  —  /'  ^  =  '^*  ^®  laquelle  il  est 
<^videot  que  U  est  divisible  pe»  le  plos  grand  diyisctur  ewnniaB  46 
-T9   Y>   ^^  nous   d^signoDs  par  fi,    Ce   nombre  f»  sera  donc 

faoteur  des  ^trpis  oö^ibres  Sr  T,  U,  en  coDS^qoeace  de  lenr  plus 

nd  diyisebr  commno  k.  Neos  anrons  en  outre  e^:^Xay  e  .Maut 
,  los  grand  diviseur  commmi  des  deax  nombres  Sr  T^  Imagi*^ 
nez  Yous  maintenant  qu'on  aft  däterminö  les  nombres  e,  t  de  sorte 
que  sS-i-tT=ze,  vous  aurez 


€9  ^tant  egal  ä  ^f+if.    De  Ik 


V.   .  I 


ep»  =  S(ii.rl,  +  a^)+tp'V] 


ep'^z^  r(fit(;+(»£-)-ap'xr^;; 


oü  U  Importe  de  remarquer  qae  les  borobres  fAg>+co^*  fi-^'+iöy-* 

satisfont  k  requation  p'ar — q^y=e. ,  Ainsi  ilpus  sommes' parvianu^l 
k  cette  .  \' 


I  •  1  •    * 


,•:  Solution-  iS.upp<rsö.que  les  nombres.<P,  Qi  i2s.oieAt 
iiuls>  mais  S,  Tue-  s'^ranouissetit  tous  deux»  sqit  e 
le  plus  grand  diriseur  ciimmnn  de  S,  T,  k  celui.  d-e  S, 
Tp  Ü,(i  diviseur  queloonque  de  i.    Cela  etaat»^  e  sett»; 

divisible  par  k»  en  conci^quence  par  ii,  d*oü  —    sera    un 

entier  que  nous  d^slgböns  par  JL   Ptenez  denx  nombre 
p^  9^  dont  X  est  le  plus  grand  diviseur  commun,  falte 


s 
es 


AU 

en  «orte   i|i]^  8» d»  ,9>9   i^  «atisfa^s^nt    aus    ^ttaitoo» 


\> 


les  Dombres  9,  ^'^  9"»  etc.  seront  entiers  et  v^rifieront 
les    äq^atioD.8    ^. 

Lft  d^^tnoDstration  est  (out-li*fiiit  aemblable  ä  la  pr^c^Dte. 

•  •  • 

3^.    Loreque  les  cinq  nombres   P,  Q,  R,   S,  T  sont  unk, 

mm.  ü  A'^stpaa  oul»  on  aura  no«  «eulement  or^O*  j9=;0,  comni« 

dana  le  Dum.  2^>.  xnaia  aussi  q'=0,  /i'=0*).    Suppos^  donc.p=ß, 

q=0,  //=0,  9^=0»  les  cinq  premieres  öquations  £^  out  lieu  et 
H  iie  reste  de  satisfaine  qo'a  la  deroi^re  p^a^^^'p^szU.  C'ett 
oe  ^i  s'eCectue  eo  prenant  deax  oombres  fr,  q",  denlt  l  est  le 
pIns  grand  dlTiseur  commiio»  et  fakant 

l  ^tant  diviseiir  quelconque  de  ü;  fp,  ^  des  racines  queiconques 
de  r^quatioD  p"q> — g"iif=^^,  f  un  Dombre  arbitraire* 

» 

4^.  EdAd  le  cas  oü  les  siz  oombres  P,  Q,  R,  S,  T,  ü 
s'^^vanouissent»  est  si  simple  qu'il  oe  faut  pas  s*y  arreter 
long-temps. 

Nous  allons  maintenaut  appilquer  ces  r^sultats  aa  problime 
mentionnö  ci-dessus. 

Soient  /l..(a,  b,  c),  f  ...(a',  b\  &)  les  förmes  donni^es«  dont 
les  d<$terminantes  soat  en  raison  de  oombres  carr^s  et  de  m^me 
sigiie«  soit  en  outre  m  ie  plus  gmnd  dlviseur  common  de  a,  26» 
c\  m'  celui  de  a\  26^  c'\   t)  ceuii  de  dm'mf,   d'mm  et  de  möme 

eigne  que  d^  d\    Cela  pos^,  les  racines  Xl  jn*    V  S      seront 

des  nombres  rationeis,  positifs  ou  n^gatifs,  que  nous  disignerons 
par  n,  nf\  mn',  m'n  des  nombres  entiers,  premiers  entre  eux; 
enfio  an\  a'n,  b'n+bn',  b'n — bn\    dn,  cn'  des  nombres  entiers; 

2ae  nous  nommons  P,  Q,  R,  Sy  7,  ü.  C'est  ce  qu'on  trouve 
^#atr^  daos  farticle  236.  des  „Dlsa.  Arithm.^  Je  die  de  plus 
que  les  nembres  P,  Q,  R,  S,  T,  C/  seront  prettiers  entftre  eax« 
t4i  effet,  eo  fiiisant  2(«-h2eA-|-Ce=tm,  V^+ik»b'+€'t^n^m' 
(Disq.  ArltiUfr.   art.  40.),    il   vieot    7iP+IbiR'^Syi^(Eü:=^nmS 


mH       ■»<    I  m^ 


Z'Q+J^XB+S)+€'T;^n»fn^.4Km  ¥((t^f^^^^  les  nombres  P,  Q, 
R,  S,  T,  ü  ja* ofii  4  ^xitrß  fait^mr  comm^Jl),  que  tel  qui  mesure 
siinultaA^QieQt  les  AöiplM-M  ntn\  tn'n,-  8uppo«i6s  premieK  eittre  eux. 

Maintenant  en  s'imftgiBaai  que  la  fofnie  cii^rcb^  F^.lAfB,C) 
est  tranviformabto  dans  le  prodiut  ;7^'  au  moyen  de*(a  Substitution 
py  p\  p%  jfi  ^,  9',  (jr,  ify  xrapres  fes  {modales  ^tablis  par 
M.  Gauss  il  ne  s'agit  que  de  d^termlner  ces  huit  nombres  de 
teile  Sorte  an  «Is  satislonit  auz  i^dtiMis  Wi-^'ist;i?^  Pfl"r^^p' 
^Q.  Vf-^'^tt,  f^gf'r^^p'^S,:  fi'y'fl--*>^^?:.  f^^*-4V' 
=  17,  et  quils  reodent  entieres  les  vaTenrs  de  A,..£,  C^  deier" 
miDi^es  a  Tai 

•  *'•'•     .  •    "    .        •■        •    '.         .     .     •  .•  .     ■•  -t  ... 

-  Oh'd'äf9^»4»  que  noos  uymm  troavtf »pfa»  liMit^   poor  satis« 
faire  ä  la  premi^re  conditioD,  00  a 


quus  reodent  entieres  les  valenrs  de  A,,js,  CV  cieief 
raide  des  (^quations    Anh'^^&q"  ^gcf",   ^Bnn'=p'q^ 


I  >. 


V.    Lorsque  l^s  nombres  P»    Q,  12  ne  sont  pas  niils  dtonl- 
tantfment:  ... 


Ig'^fpP+'qqS  +  tgT 
Xq''—q>Q  +  tgü-pqS 
lff=:qfR--pqT-ciqü 


lp'^i>P-\^<tpS  +  tpT, 

lp":^'iffQ  +  tpU'-ppS, 

lp'^z=:iipR^'-fpS—w  ü; 


..'• 


oö  l  est  le  plus  ^rand  divisenr  comroun  des  nombres  P,  Q,  R; 
p  ei  q  deux  nombres  quelconques  dont  X  est  le  plujEi  grand  divi- 
seur  commun,  pP-f  qQ-|-rl2=rJt,  pq^-^gTff^iL  Je  fais  remarquer 
que   requation    PlZ+ßS— Qy=0   a  lieu,    car   on   a    an\cn' 

Je  dis  maintenant  que  les  nombres  p,  p\  p",  p^}  q,  g',  ^, 
ff  9  ainsi  d^termiuäs,  rendent  entieres  les  valeurs 

^gf--q^       pff^qV^—pY—^'V"      V'P^-^^V^ 


+  kq.Xp^-^lp'.lq'''-Xg'Xf ,    \l{p*p 

mettant  pour  les  produit«  jly',  M!^\  Ktf ;  Ap',  ajt',  Apr'  leurs  va- 
leurs, et  prenant  qipP+qQ+tR),  p{pP+<lQ+tR)  au  lieu  de  Xq, 
Ip,    Alors  OD^  aura 

+  ppqqPT+c^q<fQU+teg9TÜ  .    / 

•  +  ptv9nR-S)+qtqqü(R+S)  +pqqf(PVi^Tr^.$JS) , : ... 
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+ r(p9>+^)  {RR-PV—Ü  T) 
—ipppqPT—'i^<lpqQÜ—itCpqTO 
—2f>tpqT(R—S)-2qvpgü(R+Sr)-^<^q{PÜ+Qf-r$S)r' 


La  valeiirde  XKp'p'^-~ppf^  «tt  cntiärenent  semblable  j^cell« 
i9  "Xlifq" —^^) ,  «le  la^oelle  etl«  «ort  en  laettiBtDt  ^,  .p  k  la 
place  de  qy,  q.  .'  '  '     •        ' 


♦        ■»- 


■  *  >  ■ 

Ed  substituani  pour  P,  Q,  R,  S,  T,  U  leurs  valeum.  om 
Terra  que  tous  les  termes  de  la  premiere  expression  contienneni 
1«  'fftetear: !pit',  et  ceaz.de^fat  Becoade  le  (acteiir  2»«^^  allönd«  que 


■•.'••  '  •  .   ' 

• ,  -  .  '  \.' 

ou  la  quanitit^  \^dd'  est  an  tioinbre  ehtier»    que  nous  d^tgnons 
par  J.    De  la  il  vieot 

.  '       .  .    .•»      'I.  '       .         • 

[»] ^Ai'g"-a9''>  ... 

i£=  ^^aa' — 2a6'p^V  *"  26a'<i9Py  —  2(M' + ^)c^9^ , 
+  ac'ppy^  +  ca'qq5'9+cc'i:r7y+26c'pty^  - 

/\;    V       +««6'1i:yy  +  2(M'— ^)pqfy. 


[2]   V...  a^./z^^^+w'^-pr-yy')  , . 


>    t 


»>  \ 


•  -fi.» 


=— yif^aa'  +  ab'pipcp+q'tli)  +  6a'q(j?g>+yi/;)  +  (66' +  ^t(p<p+g^) 

— a&pppq — ca'qqp^r— cc'nr/iy— '26c'pr/>(7 
C^  ^icb'qtpq^^{bb'—J)\^(\pq,  .  , 

13]      " ';~7(p'p"~inn  . 

=tW«fl'-"2a6'pi/jjt>— 26o'qif;j» — 2(bb' +  J)tilfp'^^  - 

+  a&pppp + ca'qqpp  +  a^tiepp  +  2bc'ptpp 

+  206'qrjü^  +  2(W'-^ppj9i.  ,,     .        ., 

Nous  dämontrerons  aetueliem^nt  que  ou'  est  divfslble  par  lil, 
oi',  Äa',  66'  +  ^  par  i. 

Ed  effet  il  rösulte  des  congnieoces 
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••j 


aVn'=0,  aft^w=0,  cl*oü  ab'Mn'^O,  d8'.m'n=0  (mod.  X);  or,  le 
plus  graod  divUeur  conuaun  de«!  produiUf  ab\mn\  ab'.m'n,  c'est  h 
dire  ab',  sera  divisible  par  iL  de  meine  que  cbacuD  de  ces  prodaits. 

D'une  maniöre  semblable  on  d^montre  que  ba'  est  divisible 
par  X. 

En  troi«ieme  lieu  oo  a 

par  suite  (bb'+J).mn'^l)f(^bb'-{-jd).m'n^O  (mod.  X),  d'oü  comme 
pröc^demment  66  -f  ^=t)  ^möd.  X), 

(mod.  'Jl).    Maintenänt  d  apr^s  ce  qu  on  vient  de  d^montrer^  U  soit 


9       \ 


aa'.cnf=ba'  {Vn  +  6n')  -^«'»(AA^+ii)^^ 


(mod.  JIA), 


i!f  f 


donc  le  plus  grand  diFiseur  commun  des  produits  ä  eanche,  c*est 
^  dire  ai^ ^  sera  divisible  par  XX  de  meme  que  cbacuo  de  ces 
produits. 

Ed  T^anissant  ces  r^sultats  on  voit  qoe  le  j)remier  membre 
dans  chacane  des  ^quations  [1],  pi],  [3]  est  divisible  par  XX ,  co 
qu'il  s'agissait  de  d^mooter.'  "^     ^"' 

2^.  Si  les  nombres  P,  Q,  R  s'^vanouissent,  oü  an'=0» 
o'n^O,  6'n-f  6n'=:0,  il  vient  nsO,  o'sO,  les  qaantit^s  n,  n' 
n'<$tant  pas  nulles*}.  De  plus  le  nombre  S  ne  s*^vanouira  pas, 
d'ailieurs  on  aurait  6=0,  6'=0»  par  cons^quent  d=bb — 0^=0» 
d'-=.b*b' — aVrzO»  cootre  fhypoth^se.  Done^  en  dösignant  par  X 
le  plus  grand  divisenr  commun  de  S^  T;  par  p',  g'  deux  nombres 
quelconques,  dont  X  est  le  plus  grand  diviseur  commun,  faisant 
ensuite  6S-i-tT=^Xf  p'tp — g^^=^X,  11  faut  avoir 


y=0 


p=0 
Xp"^=sHfS^tp'V 

Xp^^ifT'-ßp'ü. 


*)  Si  on  avait  n=0,  n*=0^  U  r^calterait  ea  cont^qaence  dM  ^qoa^ 
tiMii  d=^Dnn,  d*-='Dn*nf^  ä^O,  d'=:0;  or,  ce  ca«  est  czcla. 

Theil  xin.  sr 
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moDtre  par  une  m^thode  enti^rement  semblable  ii  celle  qua  nous 
«\roQa  eiQployöe  dan«  le  premler  caa,  que  )^  Eombvea    - 

«n'       '  2nn'  ' 

sont  entiers.    En  effet  il  yient 


itft' 


U 


1  < 


»  l  .       •      4  • 


'.    k 


vn' 


(py—pp  ) 


d'ott  Ton  T^it  qu'il  ne  reste  qtt'a  d^montrer  que  lesnoinbrte2M', 
b&  renferment  le  facteur  X.  II  suit  de«  coogruebeta  ^e^n^O, 
c'ft^O  (mod.  il),  bi(.mn'=Q, ,  bc\m'n=0 .  (uxoi,  X),  d'o«  b&sO 
(mod.  X).  Ed  outie^lbn'^a ,  Wn^O,  par  cotis^dü(snt  ^bbKmnf^fi 
2bb'.m'n=0,doue'm'sO(mod.X).  ^\     ^    ^ 


»  '>   ....•: 


,.   '   I  )T. 


•  '•  t 


I     :'. 


I 


\.  ■      ,\ 


[) 


\ . » 


.  ri 


I 


I 


V^\ 


'•  J   . 


(' 


I  '.• 


,;• 


<\ 


1 


|l 


0.-     \      ' 


I  •  ■ 


119 


•  j  ,.• 


•        •         •        I  V 


•   •»• ' 


'  V 


Geometrische  Jirftheriiiigsiiietliode  aenr 
Bektlflkation  und  dnadroliir  des 

Kreises^ 


Von 


•♦ 


Herrn  H.   Scheffler, 

Baucondacteor  bei  den  Henoglich  Bramicchweigfschen  EuenbaliiieB. 


■«*^p>*^M» 


•» 


Eioe  bequeme  eeometrische  Konstruktion,  welche  näherunffs- 
wei80  die  hh^^  aes  Kfeisumfitnges  und  den  Flächeoinhalt  des 
Kreises  liefert«  ist  zuweilen  eben  so  erwünscht,  als  eine  auf  die 
Berechnung '  dieser  GrOsse»,  namentlieh  der  Zahl  9p,  abzielende 
Formel.  |n.  wissenschaftUcäer  Beziehung  ist  aber  f!inje;,SQ!che 
Konstruktion  von  noch  grosserem  luteresse»  besonders  weno  di^ 
selbe  Jeden  Grad  von  Annäherung  gestattet.  Ich  glaube,  .dass 
die  nachstehende  Methode  zu  den  einfachsten  gebOit».  v^e|che 
nur  gefundf^n,  werden  kuqnen. 


1.)    Rektifikation  des  Kreises. 


I«  •, 


.      '.  •  '  r 


\^enn  AB  (taf,  VO.  %,  4.)  der  mit  d^ .  Halbm^eW  OA 
beschriebene  Kreis  ist;  so  werde  AM  perpendikular  auf  dem 
Durchmesser  AB  errichtet.  Man  halbh-e  durch  AC  den  Winkel 
MAB,  durch  AO  den  Winkel  MAC,  durch  AE  den  Winkel 
MAD,  durch  AF  ^^m  Winkel ü^^£  u.  s.  f.»  ziehe  darauf  in  B 
auf  AB  das  Perpendikel  BC  bis  zum  Durchschnitte  C  mit  AC, 
dann  in  C  auf  AC  das.  Perpendikel  CJD  bis.  zum  piirchs.phiqitte 
D  n\t  AB,  dann  in  p,inf  AJÜ  ^ä  Perpendikel  ^MET^U  zum 
Durchschnitte  JF  hilt  4^5  y.  »;  f.  ....... 

»r- 
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Jetzt  sind  AB,  AC,  AD,  AE,  AF Linien,   welche  der 

Länge  des  Halbkreises,  also  dem  Werthe  von  «,  wenn  der 
Halbmesser  OA  gleich  der  Längeneinheit  ist,  bis  zn  jedem  be- 
liebigen Grade  yod  Appronmation  näher  kommen.  Die  Annäh^ 
rung  geht  übrigens  nnt  raschen  Schritten  vor  sich ,  ^  und  es^  sind 
nur  wenig  Wiokelhaibirungen  erforderlich,  nm  mit  ziemlicher 
Genauigkeit  den  Puokt  M  in  der  Linie  AM  zu  erkennen,  wel- 
cher streng  genommen  erst  nach  unendlich  vielmal  wiederholter 
Operation  erreicht  werdeo  wurde,  um  in  der  Linie  AM  die  wahre 
Länge  des  Halbkreises  darzustellen. 

Der  Beweis  zu  diesem  Verfahren  kann  eanz  elementar  ge- 
fährt  werden.  Man  braucht  nur  die  Linien  CjD  ,  DC,  ED,^  FE.-. 
bis  zu  ihren  Durchschnitten  B,  Bi,  jB^,  B^...  mit  der  Linie  AB 
zu  yerlängern,  und  um  die«e  Durchifchnittspunkte  sich  Kreise 
resp.  mit  den  Halbmessern  BA,  B\A,  B^A,  B^A».^  beschrieben 
zu  denken.    Der  Kreis 

vom  Halbmesser  OA:^l,ÖA  enthält  alsdann  die  beiden  Punkte 
A  und  B, 

vom  Halbmesser  i3i4  =  2.  Oi4        „  „  ,»        »j  » 

A  und  C, 

vom  Halbmesser  B^A-^zX.  OA       »  „  „        »  »# 

A  und  Z>, 


vom  Halbmesser  B^A  =  6.0A        „  „         »,       0  >• 

A  und  jEJ, 

vom  Halbmesser  B^A^izK^OA       „  „         •,        •,  »» 

^  und  F 

o.  s.  w. , 

fio  dass  AB,  AC,   AD,  AE,  AF.,..  Sehnen    sInA,    denen    in 

9C        9E         X 

diesen  Kreisen  die  Zentmmswinkel  n,  ^$  j>  Tg-»*  ••  entspre- 
chen, deren  zugehörige  Peripheriestücke  genau  gleich  derLänee 
des  Halbkreises  AB  sind.  £s  sind  also  oei  der  obigen  Methode 
nur  die  betreffenden  Sehnen  für  die  zugehörigen  Bf( gen  gesetzt, 
was  der  Wahrheit  um  so  näher  kommen  muss,  je  grosser  der 
Halbmesser  des  betreffenden  Kreises,  II»  flacher  also  aer  zu  einer 
solchen  Sehne  gehörige  Bogen  geworden  ist. 

Durch  diese  Konstruktion,  welche  ich  bereits  in  einer  Schrift 
über  die  imaginären  Zahlen  mitgetheilt  habe ,  hier  aber  noch  etwas 
weiter  auszudehnen  beabsichtige,  findet  sich  auch  auf  ganz  ein- 
fachem elementaren  Wiege  die  bekannte  Formd 

9 

is=  ■ «— ^ ,"■    '  — ', 

cos  25^0*23^?*  55  •- P^gs" 

>  *  •  ' 

welche  bequem  dazu  dienen  kann,  den  Grad  der  Annäherung  der 
obigen  Werthe  von  AB,  AC,  AD,.,  zu  ermitteln.  Man  bat  hier 
nämlich,  wenn  man  den  Halbmesser  0^=^!  setzt» 
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AC==-^  =  iV2  =3.82313. 

C08-J 

AD=i — ^—-  =3,06147, 

CQBjCOa^OB-Tg 

-<^=       n      n^     n        n  =3.13655. 

C0«jC0»g-C08jgCp»^ 

^<^= ;; ^ h « «  =3,14033, 

n       %         fc         n         n 

cos  j  coag- c«s  Ig  cos  ^  Gosgi 

JÄ= ? :;=  344128 . 

cos  T  eos  A-  cos  T7I  cos  o^  cos  gj  cos  -rsg 

D8  9ia3,14169...i8t;  so  folgt,  dass  schon  bei  vier  Winkelhalbi- 

1 
roDgen  der  Näherangsvrerth  ÄF  nur  um  g^Q  zu  klein  ist 

Man  kann  sich  übrigens  auch  durch  einfache  Zeichnung  ein 
Urtheil  über  den  Grad  der  Genauigkeit  eines  jeden  solchen  Nä« 
hemngswerthes  AF  verschaffen.  ÄF^  wie  jeder  andere  der  vor- 
stehenden Näherungswerthe,  ist  nfonlich  zu  klein.  Verlängert 
man  aber  die  Linie  EF  bis  zum  Durchschnitte  N  mit  AM,  so  ist 
AN  %u  gross;  denn  man  hat 


n  n       »cos  7t        n         ^ 

co»3|      cosjcosg^       iS«'»S«"*g| 


und  da 

1 


1 1 


> 


C0S7|5        COSa^COSi^«*.  C0Sq2 


ist;   so  ergibt  sich  nach    dem   vorstehenden    Ausdrucke    (ur   n 

AN>n. 

Der  Werth  von  n  liegt  also  zwischen  AM  und  AN,  kann  also 
bald  zwischen  ungemein  enge  Gr&nzen  eingeschlossen  werden. 


4» 

Die  vorstehende  Methode  hat  vor  yielen  anderen .nttdll den' 
Vorzug»   dass  sie  sich  mit  derselben  Leichtigkeit  auf  die  Rektifi* 
kation   j.e^s ^^bfliebigen  Kreisbogens,    «ferselbe  mag  Meiner 
oder  grosser  sein,  als  der  Halbkreis,  in  Anwendung  briü^gen  lässt. 

Wärein  Taf. VII.  Fig.  5.  der  Bogen  J^  zu  rektifizir^h;  Boaeht>nan 
den  Halbmesser  OA^  ferner  die  Sehne  AB  und  legt  AM  per* 
pendikuiar  auf  t)A.  Darauf  halbirt  man  durcj^  AC  den  TVinkel 
mAB,  dann  durch  AD  den  Winkel  MAB,  daiMp  dmli  AE  den 
Winkel  MAC,  dann  durch  AE  den  Winkel  MAD\  dann  dnrch 
AF  den  Winkel  MAE  u.  s.  f.  (Wäre  ein  B^gen  wie  ABB', 
welcher  grus'sef  ist  als  der  Halbkreis,  zu . rektifizirep ;  so  wfirde 
man  ebenso  durch  AC  erst  den  Winkel  MAB  zv  fialhiren  haben 
u.  s.  f.)  Errichtet  man  nun  in  B  auf  AB  das  Perpendikel  BC, 
dann  in  C  auf  AC  das  Perpendikel  CD,  dato  in  D  auf  AD  das 
PerpendH^^r  DE ,  dann  in  jE  auf  AE  das  Perpendikel  EF  ü.  6.  f. ; 
so  smd  die  geraden  Linien  AB,  AC,  AD,  AE,  AFn,  a  f.  di«  gesuchten 
Näherungswerthe  für  den  Bogen  AB.  Die  vollständige  Rektifi- 
kation wäjd^  nach  unendlich  vielmal  wiederholter  Operation  eine 
in  ^J!f  raffende  Linie  ergeben,  deren  Endpunkt  ^  sich  mHralle 
derjenigen  Genauigkeit  besänmien  iSsst«  dfe-Ab^ftrhaupt  bei  der 
Konstruktion  von  Kurven  mittelst  einzelner  Punkte  erreichbar  ist, 
besonder^,  w^n^  man  unterhalb  der  Linie il^  eine  der  obieen  sym- 
metrische* Figur  ~ent$¥irCl,  wodurch  der  Punkt  ^  ^wiscmen  kwei 
immer  näher  zusan^enrflckende  Punkte  F  m  .lieyp  kommt 

•    •  ■  «  • 

Der  Beweis  ist  dem  früheren  durchaus  ähnlich. 


'der  HälliniiMser  OA  gleich  der  LäogMeliAeit  gttom- 
men  und, der  Bogen  AB=:a  gesetzt  wird;  so  ist  die.      , 

a 
Sehne  AB=2sinQ» 

"IIIJ*.!'»*  .    .    '.,.  ;.     ■      I     1  -^  J.     :  j:«l'    ,!k>.    nt\  ,^    I:...-. 


-i;/.    II'»:!'),.;.    :.-.,..  >""•    *  •''*'    '^''«'''    Ü'»*'  ' 

)r   :    -Ä'  !'     •,.       AC^'^'*  ■     *  *  ••    .  II»'   ••/ 


)"*  •  '  .V<.. 


a 

AD^  ^ 


!i 


••        ♦«■«^   — ~         ^,  *.     »■  - 


eosjcosg, 
2sin?r 


\.  I 


2  I..«  :» 


„  -r*.^  — > 


er         a         • 
cos  jcosg-eosi^  . 

u.  8.  f. 
und  es  findet  sich  för  den  Bogen  AB=€i  die  Formel 

r       •  • 

fy  ....       I 

2sin-g- 


^ «         «  ^  « . . 

COS^COSjiCOS  Z^""  cos  "5^ 
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Auch  hier  sind  die  Näheningswertbey  wie  z.  B.  A  F,  sämmt- 
lieh  SU  kleio.  Verlfingert  man  aber  £F  bis  zum  Durchschnitte 
iV  mit  AM;  so  ist  AJy  zn  gross,  und  man  erlcennt,  zwischen 
welche  enge  Grenzen  man  bald  den  wahren  Werth  des  fraglichen 
Kreisbogens  einschliessen  kann. 


2.    Quadratur   des  Kreises. 

Da  in  Taf.VII.  Fig.  4.  AM  gleich  der  Länge  des  Halbkreises 
und  in  Taf.VII.  Fig.  5.  AB  gleich  der  Länge  des  Bogens  AB  ist; 
so  muss»  wenn  man  die  Linie  OM  zieht ,  das  Dreieck  AOM  in 
Taf.  VIL  Fig.  4.  gleich  der  Fläche  des  Halbkreises  und  in  Tat. 
VU.  Fig.  5.  gleich  der  Fläeb»  4es  Kreisausschnittes  AOB 
sein.  •  .     V 


respk  f«r4iei 

jmi«ip^Ta<:VJi.Fig.  4.  odv  für  den  J^ei^pyihvijtt  in  T«f <  V«h 
P!g!^."'mll  detAseibeft  Grade  von  Genauigkeit  cT^,  welchen  die 
Länge  Mi\^m  l^eningswerfli  für  den  BogiMi'ulfe  hssAlA. 

Auch  die  Dreieck&stf<)C>  JQl|»  /10£*  AOF...  wurden  Nä- 
berungswerthe  fdr  die  genannte  Fläche  sein.  Dieselben  entfer- 
nen sich  jedoch  etwas  weitet*  vott  6er  Wahrheit,    als  die  eben 

beschriebenen. 

•    .  '■ 

Legt  man  in  Tat  VU.  Fig.  5.  docch  B  die  Linie  Bm  parallel 
zu  OA  und  zieht  mO^  iso  findet  man,  da  nun  das  Dreieck  AOm 
=  dem  Dreiecke  AOB  ist,  in  dem  Dreiecke  mOM  unmittelbar 
einen  Näherungswerth  für  den  Kreisabschnitt  AB. 

Sind  c,  d,  e,  /*...  die  Durchschnitte  der  Linie  Bm  resp.  mit 
den  Linien  AC,  AD,  AE,  AF.,.;  so  können  auch  die  Dreiecke 
^OCidpfi^  eOE,  jfOF.,.  als  Näherungswerthe  für  den  fragli- 
chen «Lreis^^schaitt  angesehen  werden,  n^lche  jedoch  xiicbf  ginas 
so  gjBnau  sind,  als  der  Werth  des  Dreiecks  mOM,  [vvovifk  Am 
^f)sp.  =  ACs  4^f  -^^f  AF^*.  gedacht  wird. 

Dafdi'  «len  Punkt  m  wird  die  Länge  AM  des  KreSsb^lpem» 

AB  in  swei  Stocke  von  folgender  Beschaflenheit  »erlegt  :>  i 

» 

dem  Stücke  Arn.  als  Kreisbogen,  entspricht  ein  Kreis,aus,sohnitt, 
'  '^  welön^  dem'Dreiecke  AOB  gleich  ist; 

dem  Stücktoiiollf,  als  Kreisboj^,  ents|lricht  ein  Kreisans^cknitt, 
welcher  dem  Kreis aj^scbaitte  AB  gleich,  i&t  - 


.'it    » 

1 


.1  '• . 


>>  '.'. 


\     •    ' 


•     inii,,     s  »j:i 


'  I  4  ' 


•    1 


I«     ', 


i     t 


«    i        •      *  I 


i.     »11  I      •• 


I 


#  ♦ 


lieber  die  Beweipiiis  eines  iral^Ani- 

sehen  ÜriEilites  unter  dem  KInflnss  des 

Brdmagnuelisnins.  ~  piednktlon  efni" 

ger  Inteiprale  anf  elUptisclie 

Funktionen. 

Von  dem 

Herrn  Doctor   J.   Dienger, 

Vontand  der  liohern  Burgerschale  bq  Ettenh^isi* 


(.  u 


»\. 


•II. 


?!.. 


$.      I. 


'  Vom  Punkte  P  (Taf.  V.  Flg.  5.)  herunter  hängt  elri  Draht 
PQ,  der  von  einem  galvanischen  Strom  durchlaufen  wird"  Dieser 
Driiht  ist  um  P  heweglich,  kann  aber  um  O,  das  senkrecht  unter 
P  liegt,  bloss  einen  Kreis  rom  Halbmesser  y  beschreiben.  Im 
Piiskie  S  (unter  dem  Kreis)  wirkt  auf  ihn  ein  magn^btisbtwr  Süd- 
pol (Nordpol  der  Erde);  welches  ist  seine  Bewegung 3n  dem  Ke- 
gel, dessen  Axe  OP^^h  ist? 

(Wie  die  Bewegung  ipt^glich  sein  kann,  kann  man  aus  der 
daneben  stehenden  r igur  ersehen ,  wo  das  Ende  des  Drahtes, 
das  dnich  JLoik  gesteckt  ist^  auf  Queoksiiber '^hwimmt). 

Man  wähle  die  Ax6n  Öxl'Ov  in  der  Ebene  des  Kreises,  so 
dass  S  in  der  Ebene  xz  liegt;  die  positive  Seite  der  z  sei  nach 
oben  eerichtet.  Sei  die  Länge  OS=^k,  und  d  der  Winkel,  den 
OS  mit  der  Axe  der  z  macht;  alsdann  sind  die  Koordinaten  von 
Siisini,  0,  kcoBÖ,  Am  Ende  der  Zeit  t  befinde  sich  der  Draht 
in  PQ  und  sei  der  Winkel  afOQ  =  a,  so  sind  die  Koordinaten 
von  Q:  rcosa,  rsina,  0.  Sei  D  ein  Punkt  in  PQ,  QD=s,  PQ 
zizl,  dt  das  Element  von  /,   dessen  Mitte  D  pst;   endlich  y  der 


Winkel  PQO,  so  dass   tgy  =  -  Ist. 


^5 

Man  lege  nun  suerst  eine  Eli^ne  dnrch  S,  P,  Q,  so  ist  die 
Gleicbong  derselben:  ^ 

-^rA:sind8lna(2(^-  h) 

'>  I 

Die  Kraft,     welche  S  auf  das  Element   Ss  aasübt«     wirkt 
nur  in  D  nach  der  Senkrechten  auf  ^eser  Ebene. 

Die  Gleichungen  dier  lilnieT- PQ  sind: 

:             .        rcos« 
A-»— r  cosa= -T —  Z, 

(2) 


Fällt  man  von  S 
deren  Länge: 


auf:dlesÄ  -Länge  eine  Senkrechte»   so  ist 


^  V"pW8«(«rfAcos3^^ 

i'.:  ,       -  ■■   ; 

Heisst  also  lo  der  Winkel  der  Linien  DQ  und  SD,  so  ist 


vi 


n 


,.g  ■ . 


11" 
st 


=■1 


437 

Die  GleichoDg  einer  Ebene  durdi,  O,:^«  Q  ist: 

—cos«.  F+  sina.  Jt=6.  *(6)  ' 

Ikt^  £  <Mr> Winket  diMer  Etone  niid  (1),  so  ist: 


f  •   I  •  • 


cosa                V      '         (6) 
AArsinfcostt — y(  jf^  -f  AcoeJ) 

Man  zerlege  nan  die  in  D  wirkend^  JKraft  in. zwei  andere^  wo? 
von  die  eine  senicrecht  auf  der  Ebene' (5) 'steht,'  die  kndbVe' in 
dieser  Ebene  liegt;  alsdann  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die 
letztere  Kraft.  Iteineilei  Einfiess  auf  die  UmdrehuDg  des  Drahtes 
um  PQ  ausübt.  Die  erste  KrafV  'ergiebl  sich  aus  der  Multiplika- 
tion von  (6)  und  (A);  d.  h.  sie  ist: 

k^fSüi—  -  ÄfeloÄeow-^rft-f  Äcosd)     ''\'  '  •. 

/  r  (sj^^/.-f  ^osd}^ + (rcosa —  «.cosycosa — kaini)'^* 

L  +  (r.sin« — i.cosysinix)^  J 


I      /  ■ 


Da  9ie  Entiernuhg  iea  Punktes  2)  Von  OP  gleich  V-^i.cos}'  ist, 
80  ist  das  l^oment '*der  Drehung:  <•.   . 

-*"      /     *  p(«. siny  -f-  Äcosd;*  +  (rcosa  —  j.cosy coso  —  AsinÄ)^"!* ' 
L  +  (rsina — i.cosj^ina)^  ü 

Ist  5  eih  magnetischer  ISrdpoI,  so  'M  k  unendlich  ^^Nuijr,  üiiii)A^ 
•es  Moment  wird: 

qBs 
J:  r7*(Asndbösa*f-^rcoii^(r^--«.dostr)')..'; 


'■•*  - 


dehnt  man  es  auf^tU  gan«e  Drahtläng^'ails,.so  erhält  man: 

4:  — T*  cosy(sinysindcosa — cosycos^) . 


Für  y7=0  ist  qie&ie  Grps^e  negi^tiv,  wenn  .man  daSVbbefifr'^iZei.chep 
v^ähRrdä  aber  di^ ' Kraft ^ rc^cMShiig  (ii^  der* R!ciifttii^det'''ZMg^ 
einer  Uhr)  zu  drehen  strebt,  so  ist  das  Moment:  *"  "  :'" 


«    ■ 


BesMdhnei  fl!«liitf>Keastaat^^''di^  skJb  anf  den  Widdislemd:/difa 
das  Quecksilber  der  Bewegung  lelstei,  bexMit,  bad/  tfetatiimuh 
diesen  Widerstand  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportio- 
nal, so  ist  die  Gleichung  der  Bewegung: 


'^  S?"^  '**'*  \WJ  ^ V co8y(co8ycos<— slnysinÄcosa) ,       (7) 

wenn  0  das  Trägheitsmoment  des  Drahtes  «1  Besag,  auf  ,QP  ist. 

Man  setze  hier    (-^j  =3(f  so  ergiebt  sich: 

.» 

_  4.(1,..  »  .  ,        .  .     .1     . 

Das  Iiitegrai  dieser  Gleichung  ist: 

^-  •■     (8) 


; .  '      1  '     r 


+  li55«<w")'c«»*— ^];ni  *^  ««sy  8»* pS =\W ' 

■"  '  •       .  "—  -■  '     . 

Ist     sr=0  fär  a:=0,   so  ist  Cleieht  zu  bestimmeo.    Da  aber, 

et    '.     •%   '    ■• 

namentlich  wenn  -^-—ziemlich  gross  ist 9  6  p  bald nnmerlLlich 
sein  wird,  (9o  kann  man  nach  Inirzer  Zeit  setzen: 

/da  \^       qP                 .      qP  '''''''  +  &  *'" « 
V8r/Pi;5y^®»*y.?^«'--5;SA  ■ ^^I «inycosyVmÄ.CQ) 

Ist  iL  das  Gewicht  des  Drahtes«  so  ist  uugefthr 

p=^  /      (r  — i.cosy)*8«=-^, 

P      u 

also  ffs^g"*  K&nn  man  nun  iL  im  Verh&ltniss  zu  6fft  vernach- 
lässigen,, so  ergiebt  sich,  Air  einige, Zeit  nach  Anfang  der  Be- 
wegung: V. 

(|f)*|i(cos«-tgysin»cos«),  00) 


durch   welohe  GleichuBfp  die  Winkelgeschwtnd^keit  für  jedes  o 
bestimmt  wird.    Hieraus  folgt  r 


■  »'»••   .  •  ■■  •  •  -j 
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f     2(»     •«''—  Vl~tgy.tgd.co8a 


...  I.-; 


tgytgdcos«  ;    :     • 

wenn  man  die  Zeit  (nachdem  die  Bewegung  schon  gedauert),  von 

st)  >  0»   80    folgt  au8 
(10),  dasB  :  r. 


*  > 


' .  ■■  j  I ;  i ' 


I.    wenn  tgytgd  ^^1«  oc  von  0  bis  2z  gehen  kan,a; 

0'       99     ^y^S'^^»    ^  nur  von  /?  bis  2»— ^jJ  geben  Icann, 

■  .)•  ,      '         ■      .  • 

Nur  Im  ersten  Falle  hat  ^^ine  vollständige  Rotation  statt,  während 
im  zweiten  Falle  ein  Hin-  und  Herschwanken  vor  sich  geht.  Im 
ersten  Falle  ist  d  <  OPQ,  d.  h.  .die  Neignng  des  Drahtes  gegen 
die  Senkrechte  ist  grosser  at^  die  Neigung  der  Richtung  der 
erdroa^netischen  Krait  gegen  dieselbe.  '  Im  ersten  Falle  giebt  (11), 
wie  wir  sogleich  zeigen  viroiten: 

-  g  iBf«  i/    2tgytgg  -|         /^t-a  .  /    2tgytgJ\) 

■"  Vl  +  tgytgd  rL2'\   l+t^^J"*'V    2     '\  l+tgytg*>;i 

nnd  (fir  di^  Daner  einer  ganzen /tlltadrebtaiig'iist  die  Zeitt 

Das  Qudrat  dieser  Grösse,  unter  sonst  gleichen  Umständen,  ist 
also  der  Stärke  des  Erdmagnetismus  proportional.  FQr  y=0 
wird  (13): 

'•  •  ••*    '2..V(f');'      m^ 

Im  zweiten  Fall  ist  die  Dauer  eiiies  Hingangs: 

\l  (Jl.  \.  r*  '-f      ^  rt6) 

V  \(fC088j  J  Vi— ^tgicos«  ^ 

V  \pco8i/V_^         VT+tgytgdcos«' 
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welche  Grosse  mao  leiciit  ^orch  elBpfUclie  FaaUoMB  ansdrOek« 
bum. 

Naekdem  wir  diese  Aufgabe  geföst  haben,  wollen  wir  nondie 
SD  eben  angeführten  Inti^prationsf&oiefai  beweisen,  vnd  dabei  Ge- 
legenheit nehoMn,  einige  ähnliche  beizolngen. 


Setoi  a  und  6  positiv,  wie  ni  Aüeoi,  was  folgt, 
niehst  a>  6,  so  ist 


a+b—'Ucotfi^^ 


2         /»» 

VTTlJ.  . 


^ 


wenn  ranifhsl  4i=2i|',  ^^3^—^  oder ^^—5 —    Uierans  Mgt: 

f-Ja— 

Ans  (I)  «i^i^t  ^di  tt«n: 

Unter  denselben  Bedii^nngen,  wie  so  eben,  ist:' 


/ 

f 


4ai 


10 


■Jfe  ■ 
(. 


^^  O 

i»      ^ 

■       }  ■ 


.}     .  . 


.\     ' 


..'U 


1  ^      V     \ 


<  t 


n 


.1' 


»    I   ♦ 
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Sei  nan  b  willkfihrlich ,  80  ist: 


J     (a+6cos«)4~V     («+*co82g»)*  ~  V     («+*— 2«8inV* 

O  •  0 

_2 P9  Bip 

d.  h. 

O 

Eben  so  findet  man: 

' .    ■'                        •'  ■»  ** 

/**    coa«5i6e  ^»--'^ 

(a  +  *co»a)»  i^ 


/* 


Unter  den  Bedingungen  von  (1)  folgt  hieraus 


(a— ocosa)t '  " 


^_.' 


da 


"V      (a— 6cpsa)i  ^,/      (a  —  6 cosa)^  ^J      {a—h  cos«)^ 


<**J^  3» 


"-^ 


Eben  «o:  -r  ^  ;-» 


« 

(a— ^sa)i 


4S8 


j      (a  +  6co««)i  -  V^XS K?' V  5+6/]'  H 


J       (a+6co8«)i  ^"^l 

=Jvw[<'+«<?V^)-«''(rV^)] 


H-6 
Da  die  lotegrale 


/^         da                /*•»     cosoa« 
«'     y        ' n-     *<« 

*»      (a+6co8ef)*         <>      («db^cosa)* 

sieb  aaf  die  obigen  zurfickfubren  hssen,   so  konDen  sie  ebenfalls 
bestunint  werden.    So  ist  z.  B. 

J       {o+6cosa)J-    at_Ä«      V2  '  \  o+6/' 


TheU'XIIl  S8 
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I 
I 


I 

IJelier  filternpolyipone  miil  Stern- 
poiyeder,  nach  Potnsot. 

(Frei  ans  den  Nonrelles  Aonales  von  Terquem.  Fävrier 

et  Avril  1849.) 

Von  dem 

(    Jlerrn  Doctor  J.  Dienger, 

Tontand  der  höhero  Borgerschule  za   Etteoheim. 


1.    Es    seien   die  Zahlen    1^  2,  S, n    in   der   natfirlichen 

Ordnung  auf  den  Umfanff  eines  Kreises  geschrieben;  man  gehe 
nun  vom  Punkte  1  zum  Punkte  p,  '^Ton  da  zu  p+p—l,  Ton  da 
za  p-{-2(p  —  1)  n.  s.  f.,  so  soll  zunächst  bestimmt  werden,  wie 
▼tele  Punkte  mau  zu  durchlaufen  habe ,  bis  man  zu  1  zurückkehrt, 
und  wie  riele  Male  man  den  Umfang  des  Kreises  durchlaufen  hat. 

Gesetzt  man  gehe  durch  x-i-i  Punkte,  den  ersten  mit  einge- 
rechnet, und  durchlaufe  dabei  ymai  den  Umfang  des  Kreises, 
so  ist 

p+a?(p— l)  =  »y+l,  oder  (/i— l)(ar+l)=ny,  (1) 

wie  man  leicht  einsehen  wird.  Sei  nun  m  der  gr5sste  gemein- 
schaftliche Theiler  zwischen  n  und  p  —  1 ,  zugleich 

'?=i=a,-^=6;  (2) 

so  ist  auch 

a(x+l)^by.  (3) 

Es  ist  klar ,  dass  es  sich  nur  um  die  kleinsten  Zahlen  x  und 
y  handeln  kann,  welche  diese  Gleichung  befriedigen,  da  es  klar 
ist,   dass,  vv6nn  a  and  ß  die  kleinsten  Werthe  von  y   und  :r-f  1 
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sind,  %r,  2ß  ebeofeUs  der  GleiGhimg  (3)  genfigen  n.  «.  f:  Zu- 
gleich ist  klttt,  daB9  die  Werthe 

«=^6  —  1,  y=a  (4) 

'der  Gleichung  (3)  genfigen«  Aber  ich  behaupte»  dass  y  nicht  <« 
sein  liann;  denn  aus  (o)  folgt 

nnd  da  y<a>  6  aber  theilerfremd  zu  a  ist,  so  könnte  6jf  kein 
Vielfaches  von  a  sein.  Ebenso  kann  nicht  w  +  l'^b  sein»  Die 
Werthe  (4)  sind  also  die  kleinsten,  welche  der  Gleichung  (3) 
genfieen,  d.  h.  man  durchläuft  6  Punkte,  den  ersten  eingerecn- 
net>  bis  man  zu  ihm  zurfickkehrt>  und  besehreibt  dabei  amal  den 
Umfang  des  Kreises. 


Sind  i/-^l  und  ft  tbeilei^fremdj  so  ist  m==l,  a?so  azrzv-'i,  6=fi; 
d.  h.  in  diesem  Palto  dnrehlfluft  man  alle  nPynkte,  ene  man  zum 
ersten  zurückkehrt  und  bewegt  sich  dabei  (p — l)mai  durch  den 
Umfang  des  Kreises. 

Im  allgemeinen  Falle  trifft  man  nach  einander  auf  folgende 
Punkte: 

1,  p,  2^-1,  3p-2,  4p -3,  ,  (6-l;p-(6-8),  1; 

In  dem  besondern: 

1,  Pf  2p-l,  3p-.2,  4p-3,  (n-.I)p-(n-2),  1. 

Denkt  man  sich  im  letzteren  Falle,  der  Punkt  1  bewege  sich 
durch  alle  diese  Punkte»  so  ist  also  seine  letzte  Stelle,  ehe  er  auf 
seine  ursprüngfiehe  Lage  zurfickkehrt: 

(n— l)p  —  (n— 2)  :=ii/i— n— p+2= (p— I)  n  +  2— »p . 

Pie^r  Punkt  ist  also  der  Punkt  n  +  2 — p,  was  fibrigen«'  natfirlich 
kt,  da  er  vqm  Punkte  n-|- 1  (d.  h.  1)  um  p-^1  zurückliegt 

Daraus  folgt  auch,  dass  man  dieselben  Punkte  durchlaufen 
wird,  wenn  man  von  1  zu  n-f  2 — p  gebt  und  sodann  immer  uai 
p  — 1  weiter,  also  die  Punkte  von  p  zu  p  nimmt;  nur  wird  man 
da  die  entgegengesetzte  Richtung  einschlagen. 

2.    Theilt    man  ^  also  den  Kreisumfang  in  n  gleiche  Theile, 

bef^eicbnet    die   Theilpunkte    pit    ],   2,, n,     und     verbindet, 

wenn  p— t  zu  n  theilerfrerad  ist,  den  Punkt  1  mit  p,  diesen  mit 
2p -^l,  den  letztern  mit  3p. — 2  u.  s.  f.,  so  wird  man^  nadbdem 
man  (p^l)roal  den  Kreisumfang  durchlaufen  hat,  ein  geschlosse- 
nes Vieleck  von  n  Seiten  erhalten,  welches  lauter  gleiche  Seiten 
und  gleiche  Winkel  hat.  .    . 

Sind  die  Theile  des  Kreisnmfangs  nicht  gleich   gewesen,  »o 
sind  a«eb  die  Seiteo  and  Wiokel  des  Vielecks  nicht  gleich. 
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Wenn  jp=2  ist,  so  erbfilt  man  die  gewdbnlicfaen  VIeledce; 
furp>2  aber  die  Sternpolygone.  Diese  sind  regelmSssig, 
vreon  die  Tbeile  des  Kreisumtangs  gleich  waren. 

Es  ^iebt  demgemäss  so  viele  Vielecke  von  n  Seiten »  beschrie- 
ben in  einer  oder  der  entgegengesetzten  Richtung,  als  es  Zahlen, 
kleiner  als  n,  giebt/  die  mit  n  theilerfrerad  sind,  und  also  eigent- 
lich bloss  die  Hälfte  dieser  Anzahl,  wenn  man  nur  die  Vielecke, 
die  nach  einer  Richtung  beschrieben  werden,  aufzählt,  indem  die 
andern  mit  diesen  zusammenfallenw  Ob  man  nämlich  von  1  zu jp, 
oder  von  1  zu  n-|-2 — o  geht,  erhält  man  dasselbe  Vieleck.  Ist 
aber  p  —  1  zu  n  theilenremd,  so  ist  es  auch  (n+2 — />)— 1 
=«— (p — 1>,  und  dies  ist  zugleich  <tt,  so  dass  diese  zwei  Viel- 
ecke nur  für  eines  zu  rechnen  sind,  wenn  sie  gleich  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  beschrieben  sind. 

Da  die  Anzahl  aller  zu  n  theilerfremden  Zahlen  gerade  ist, 
so  kann  mau  immer  die  Hälfte  dieser  Anzahl  bestimmen. 

Das  Vieleck  von  n Seiten,  das  man  erhält,  wenn  mun  von  1 
2U  p  geht  (p--l  Abtbeiiungen  des  Krebumtangs  Oberspringt), 
h^se  von  der  Ordnung  p^\.    Also 

n    Anzahl  der  Vielecke. 

\ 

3 1, 

5 2,  näml.  von  I  zu  2,  u.  1  zu  3;  also    Ite  u«  2te  Ordnung. 

vl>..«aJ, 

7 3,  „  „  1  „  2,  1  zu  3,  I  zu  4,  1„,2„,3„,     „ 

^ 2,  „  ,,  l  „  2,  1  „  4,  L,,3„, 

^ *•»  >9  >f  1  „  2,  1  „  3,  1  ,•  5  l„,z,,,  4^, 

10 2,  „  „  1  „  2,   1  „  4,  i99»3„. 

Unter  Winkel  eines  solchen  Vielecks  verstehen  wir  den 
Winkel,  welchen  zwei  auf  einaader  folgende  Seiten  desselben 
bilden;  es  ist  der  Winkel,  welcher  d^n  Mittelpunkt  enthält. 

3.  Die  Summe  der  Winkel  eines  Vielecks  von  n  Seiten  und 
der  (p— l)ten  Ordnung  ist  »[n— 2(p— 1)],  vorausgesetzt,  dass 
yr— 1  theflerfremd  zu  n  ist. 

^  Denken  wir  uns  nämlich  vom  Mittelpunkte  des  Kreises  (allge- 
mein von  einem  Punkte  im  Innern  des  Vielecks)  gerade  Linien  auf 
die  Ecken  des  Vielecks  gezogen,  so  erhält  man  n  Dreiecke,  de- 
ren Winkelsumme  nit  ist.  Davon  gehen  die  Winkel  am  Mittel- 
punkte ab,  wenn  man  bloss  die  Winkel  des  Vielecks  berechnen 
will.  Da  aber  der  Kreisumfani;  (p— l)mal  durchlaufen  ist,  so  ist 
dte  Snmme  der  Winkel  am  Mittelpunkte  %p—\)%\  also  bleibt  f5r 
die  Summe  der  Winkel  im  Vieleck  n\n — 2(;>— 1)J. 

Wenn  i9=2,  so  ist  diese  Summe  9r(»-~2),  wie  bekannt. 
Wenn  n=:2(p--l)-hl==^^-l*  so  ist  die  Summe  aller  Winkeides 


9f 
»9 
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Vielecks  stp.  Ist  also  ii=2^-|-l»  und  man  geht  von  1  ku  g+h 
so  erhält  man  ein  Vieleck,  in  dem  alle  Winkel  zusammen  zwei 
rechte  betragen*  Wenn  n=:2(p-^l)+2  =  2p,  so  ist  die  Summe 
der  Winkel  =2»«  Ist  also  n=2a  und  man  geht  von  1  zu  ^,  so 
erhält  man  ein  Vieleck,  in  dem  die  Winkel  zusammen  vier  rechte 
ausmachen. 

Ist  das  Vieleck  regelmässig,  so  ist  jeder  Winkel 

=  J[«-2(|,-l)] =«-2«(2=l). 

Es  wurde  bis  jetzt  vorausgesetzt,  dass  die  n (Punkte  auf 
einem  Kreisumfang  lieeen;  aber  es  ist  einleuchtend,  dass  die 
aogefiihrten  Sätze  ebenfalls  besteben,  wenn  dieselben  beliebig  auf 
einer  Ebene  vertheilt  sind.  Nur  kann  in  diesem  Falle  es  sich 
ereignen,  dass  einspringende  Winkel  vorkommen. 

4.  Da  der  Punkt  1 ,  wenn  man  denselben '  sich  bewegend 
denkt »  den  Kreisomfong  (p  —  l)mal  durchläuft,  so  kann  eine  C^ 
rade  von  demselben  2(|^ — l)mal  setroffen  werden;  demn^^h  kann 
eine  Gerade  die  Seiten  eines  Vielecks  von  n  Seiteii  und  der 
(o — l)teB  Ordnung  (immer  p — 1  theilerfremd  zm  n)  in  2(p--l), 
Punkten  treffen. 

5.  Die  Zahl  ^^'  ist  theilerfremd  mit  2q+l.  Denn  sei 
r  der  griSsste  gemeinschaftliche  Theiler  und 

2r     """*       r     —"*' 

wo  aiso  n  und  m  theilerfremd  sind  und  jedenfalls  m  nicht  =2  ist, 
so  sind  auch  2n  und  m  theilerfremd.    Da  aber 

y(5r+l)=2iir,  29+l=mr; 

so  hatten  also  auch  q(g+l)  und  2^-1-]  denselben  grössten  gemein-* 
schaftKchen  Theiler  r.  Da  aber  q  und  q+1  keinen  gemeinschaft- 
lichen Theiler,  ausser  1,  haben,  eben  so  aber  auch  nicht  q  und 
2^-|-l,  so  wie  q-t-i  und  ^q+i,  da  sonst  immer  auch  2^-fl — q 
=:9-f  1,  2q+l'^iq+i)=q  denselben  Theiler  hätten,  so  folgt  da- 
raas ^  dass  r=l  sein  muss»  was  die  Behauptung  beweist. 

6.  Wenn  r  zu  iq-^-i  theilerfremd  ist,  so  geben  die  ^q  +  l 
ersten  Glieder  der  arithmetischen  Reihe,    deren  erstes   Glied  r, 

und  deren  Unterschied  ^-^ — '    ist,    wenn  man  sie  mit  2q+l  di- 

Tidirt,  die  Reste  1,2,  ...{2q-^l)  in  beliebiger  Ordnung,  und  der 
(2^-|-2)te  Rest  ist  r,  wo  natfirlich  r<2f-f  1  angenommen  ist. 

Damit  nämlich  der  Rest  r  wieder  erscheine,  muss  fOr  x  und 
y  ganze  Zahlen: 
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seiD,  TForaus  wie  in  1.  folgt,  das«  die  kleinsten  Werthe  von  x  und 
y   2^+1  und   ^ V^  '  sind»   d.  h.  r  erscheint  nicht   wieder  als 

Rest,  als  beim  (99-|-2)teD  Gliede.  So  lange  ferner  :r<2^-f  ]  Ist, 
sind  alle  Reste  ^verschieden.  Denn  seien  h  und  k  kleiner  als 
25r+l,  so  müsste  fflr  *>ä/: 


also  (*-Ä0^— =(«-«0(29+1), 


d«  b.Jda  —^    a^  29+J    tbeüterireiad  ist,     ^,  mfisste  £-if 

dtirdi  27-f  1  tfaellbar  sein,  was  rmmuglicfa  ist.  Es  giebt  somit 
S^-fl  verschiedene  Reste,  die  demoach  dte  Zahlen  1,  2,...29+l, 
üoter  deneo  anch  r  Torkommt,  wenn  anch  in  beliebiger  Ordnong, 
umfassen. 

.  7.  Es  seien  29+ L. Punkte  im  Baihne  angenommen  und  die 
Aufgabe  gestellt,  in  eioem  einzigen  Zuge  die  ^(2^-1-1)  Geraden 
SU  beschreiben,  die  zwischen  diesen  Punkten  möglich  sind,  ohne 
dieselbe  Gerade  zweimal  zu  beschreiben. 


Man  bilde  die  Reihen: 


y(y+i) 


2,  4,  7,  11, ,  ^t-2^'+i; 

2+2(^,  4+«<^,  n^.  ll+2^>,  .... 


2^.p.<M),    4  +  2.Ä^>,    7+2.  £(£+»). 


2^^ 


>       r 


2(^+1^2.5(l+l>; 


2+2,Ä+±>.    4+2,.«i)     7  +  2..«^-^. 


«     . 


i^s^i)  ^H^^p 
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Jede  dieser  29-fl  Reihen  enihdlt  ^  Glteder ;    die  erste   wird 

n(n4-\) 
gefunden a  wenn  man  in-  dem  Ausdrucke       h      -^  i  für  n  Setzt: 

I,  2,  9,...,gi  die  zweite  ergiebt  sieb  aus  der  ersten^   indem  man 

ySy,.,.^   2a  den  Giiedem  der   eri^en  Reibe    hinzAsSMl,    tii  s.   f. 

Mau  durchlaufe  nuo,  vom  Puuli^te  1  ausgebend,  alle  Punkte,  die 
durch  die  erste  Reibe  beiseiehiiet  sind;  von  deim  l^t£te1i' dieser 

Reihe,  der  durch  ^  V^  ^  +  1  bezeichnet  ist,  gebe  mau  zum  ersten 

der  zweiten  Reihe  und  durchlaufe  eben  So  die  Punkte  der  zwei» 
ten  Reibe;  von  diesen  gebe  man  zu  denen  der  dritten  Reihe 
iber  u.  s.  f.,  so  erhäK  man  7(29 4-1)  Linien/  die  ttUe  VM  ri«- 

ander  Tersehieden  sind. 

•   .'  * " 

Betrachtet  man  die  g  Yertikalreiben,  so  folgt  noch  6. 
leicht,  dass  in  jeder  die  Punkte  1,  2,... (29-^I}  vorkommen,  so 
dass  jeder  Punkt  9 mal  vorkommt,  wie  dies  noth wendig. ist^Wen^ 
ferner  n,  n'Ko,  k,  k  nicht  >29,  so  kann  man  je  zwei  auf  einan- 
der folgende  Punkte,  die  durch  eine  Linie  verbunden  werden, 
durch 

k 

bezeichnen.  Sind  nun  m,  w!  ganze  Zahlen,  so  werden  keine 
zwei  der  ^(2^-1-1)  Linien  dieselben  sein,  wenn  nicht  zugleich 

oder 


sein  kann.    Aus  den  ersten  zwei  Gleichungen  folgt  durch  Sub- 
tndrtlon: 

«  + 1 =11' + 1  =s(m'-m)  (2^1) , 
d.  i. 


tt -r«n'=s(m'— -?fi)(8y-|*  1) . 

9o  ist  diese 
wäre  our 

.       ..  ^   folgen  wfirde, 

was  unstatthaft  ist,  da  sonst  die  oben  angegebenen  raikte  statt 
zweier  Pa^e  nur  ein  einziges  sein  würden. 

Aus  dei>  andern  zwei  Gleichongen  würde  eben  fK>  folgen; 
«+1  =3  -  (n'+l) + (m'--*ii)  (29 + 1 ) , 

Da  aber  n  und  n'  Icieiner  als  q,  so  ist  n-f  n'+2<29-f  1»  so  dass 
diese  Gleichung  ebenfalls  unmöglich  ist.  Woraus  denn  die  Be- 
hauptung folgt. 

Würde  man  die  (2{r-f  ^te  Re|fae  bilden ,  so  würden  die  Punkte 
derselben  mit  denen  der  ersten  Reihe  zusammenfallen  u.  8.  f. 
Der  letzte  Puiikt  der  (S^-f  l)ten  Heihe  föllt  mjt  dem  erstep  zu* 
Bammen/' 

Man  kann  also  ohne  Verdoppelung  einen  Faden  über  die 
Seiten  und  Diagonalen  eines  VielecKS  von  ungerader  Seitenanzahl, 
so  wie  über  die  Kanten  und  Diagonalen  eines  Polyeders  von  un- 
gerader Eckenzahi  wickeln. 

8.  Wenn  die  Anzahl  der  Punkte  gerade  ist,  so  ist  4ie  Auf- 
gabe unmöglich.  Denn  seien  l,  2,.... 3g  die  Punkte,  so  mü^ste 
man,  wenn  die  Aufgabe  möglich  wäre,  in  einet-  Linie  fort  alle 
flr(2g — 1)1  Verbindungen  zu  zwei  schreiben  können,  so  dass  die 
Antangszahl  jeder  Verbindung .  die  Endzahl  der  vorangehenden 
wäre,  und  zugleich  am  Anfang  und  Ende  der  Linie  dieselbe  Zahl 
stünde.  Ein  jeder  Punkt,  z.  B.  I,  würde  also  eine  gerade  Anzahl 
mal  vorkommen,  d.  h.  es  würden  von  jedem  Punkte  eine  gerade 
Anzahl  Linien  ausgehen,  was  falsch  ist. 

So  ist  es  z.  B.  unmöglich,  durch  einen  einzigen  Zug  die  vier 
Selten  und  die  zwei  Diagonalen  eines  Vierecks  zu  beschreiben, 

9.  Man  habe  ein  ebenes  Vieleck  von  n  Seiten  und  der  Ord- 
nung p — 1;  man  nehme  einen  Punkt  O  ausserhalb  der  Ebene 
dieses  Vielecks  an  und  lege  durch  Ihn  und  jede  Seite  des  Viel* 
ecks  Ebenen,  so  erhält  man.  in  Q  eine  körperliche  Ecke  von  n 
Seiten  und  der  Ordnung  p — I.  Eine  Gerade  kann  seine  Selten 
also  in  2(p  —  1)  Punkten  schneiden  (4.).  Denkt  man  sich  um 
O  eine  Kugel,  so  bilden  die  Durchschnitte  der  genannten  Ebe- 
neil mit  der  Kugelfläche  ein  Kugel vieleck  von  n  Seiten  und  der 
Ordnung  j9 — L  Im  Folgenden  sollen  jedoch  bloss  Kugelvielecke 
der  ersten  Ordnung  betrachtet  werden. 

10.  Man  habe  ein  regelmässiges  Kugelvieleck  von  n  Seiten, 
von  dem  jeder  Winkel  =a  Rechte  ist,  so  ist,  wenn  ^solcher 
Vielecke  jgrmal   den  Flächeninhalt  der  Kugel  bedecken,    offenbar 

/•(no— 2n+4)=:8sr. 
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Wir  wdllen  nim  «no^haieii ,  diese  f  Vielecke  wAren  (io  ^le^, 
dftss  sie  einerseits  omal  die  Kugel  bedecken,  anderseits  jeweils 
ff  Winkel  in  einem  Punkte  zusammengelegt  sind  und  dort,  darch 
die  den  Seiten  entsnredbenden  .Sehnen,  eine  körperliche  Ecke 
der  OnhiaDg  p-*«-l  bilden.    Für  diesen  Fall  ist  offenbar  (1.)' 

fas:4(j9 — 1); 

so   dass  also  zu   gleicher   Zeit   folgende   Gleichungen   bestehen 
mfissen: 

* 

wonaf,  n,  g,  q^-n  ganze,  positiire  Zahlen >  p--^l  tbeilerfremd 
zu  q  ist,  und  i^  und  q  nicht  unter  3  sind« 

Sei  nun  zunächst  ^ 

und 

•  4 

er)   icsSy  {)c=3,  so  ist  a=T'  f^=^^»    d.  h.   man   hat  das  regei- 

mSssige  Tetraeder; 

|3)   m^y  q=^9  so  ist  <t=l»    /*=8,    d.  h.   man   hat  das    rogel* 
inässige  Oktaeder; 

4 
f)  n^^3  9=^9  so  ist  o^^-g»  /'=20,   d,  h.  man  bat  das  regel- 

mSssige  Ikosaeder. 

FQr  n=3,  kann  nicht  f  ^6  sein« 

4 
S)  n=A,  9=3,  so  ist  0=3  >   /=0>    d.  h.   man   hat  das    regel- 
mässige Hexaeder; 

4 
c)   fi=dS,  9=3,  so  ist  c(=3>  /=12,   d.  h.   man  hat  das    regel- 
mässige Dodekaeder«    .. 

Hdher  als  it=Ö  kann  man  nicht  mehr  gehen. 

p=3. 

Das  Fflnfeck  bietet  zuerst  ein  Vieleck  der  2ten  Ordnung 
dar  (2.).    Sei  also  9=5  und 


a)   «=3,  also  fl=g  »  /==-y^> 


woraus  in  den  kleinsten  Zahlen: 

9=1,    f=20. 


\ 
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Wenn  diestfr  Korper  also  besteht,  mo-  fc«t  er  90-  dreiedcige 
Seitenflächen  lod  bedeckt  die  Kugel  7maL  Maa  bildet  •  ihn  veff* 
mittelst  des  reffelmässigeii  Ikosaeders.  Von  jeder  Ecke  dee  leftz* 
tero  gehen  sechs  DiaMDalen  aus,  tob  denen  flinf  gleich  «sind  und 
die  &aoten  einer  fiinluichen  kSrperllchen  Ecke^  der  ztreiAta  Ord- 
nung bilden.  Die  zirolf  derartigen  Ecken  bilden  20  gleichseitige 
Dreiecke,  gleich  geneigt  ^aof  einander ,  so  dass  £tdurch  der 
Stern -Ikosaeder  hervorgebracht  wird. 

ß)   n=5,  also  a=g  und  f=^4g.  Da  die  körperlichen  Ecken 

von  der  zweiten  Ordnung  sind,  so  ist  ^^2.    Sei  also  ff=3,  und 

daher  /*=I2,  so  erhält  tn^n  einen  Kdit^er,  der  ebenfalls  besteht 
Man  erhält  ihn  aus  dem  regelmässigen  ikosaeder.  Von  jeder  Ecke 
des  letztern  gehen  5  Kanten  aus,  deren  Enden  ein  regebnäesiges 
Fünfeck  bilden.  Die  zwölf  Ffinfecl^e  machen  den  Stern-Dode- 
kaeder aus. 

11.  Wenn  man  in  dem  letzten  Korper,  der  die  Kugel  3iaal 
bedeckt^  die  Seiten  der  F)äcben  ^zn  |e  zwei  verlängert,  bis  sie 
sich  treffen,  so  erhält  man  12  regelmässige  Fünfecke  der  zweiten 
Ordnung,  die  sich  zu  3  um  20  Ecken  vereinigen  und' einen  neuen 
Stern-Dodekaeder  bilden,  der  von  Fünfecken  der  zweiten  Ordnung 
gebildet  ist  Er  hat  20  dreifache  Ecken,  30  Kanten,  und  bedeckt 
die  Kugel  5 mal,  während  die  körperliche  Ecke  von  der  4ten  Ord- 
nung ist 

Verlängert  man  eben  so  im  gewöhnlichen  regelmässigen  Do- 
dekaeder die  Seiten  der  12  Fünfecke,  so  erhält  man,  einen  neuen 
Stern -Dodekaeder,  gebildet  von  Fünfecken  der  zweiten  Ordnung. 
Diese  vereinigen  sich  zu  fünf  an  jeder  Ecke  und  die  Oberfläche 
des  Polyeders  bedeckt  die  Kugel  nur  sweimal. 

Diese  vier  Korper  sind  die  einzigen  regelmässigen  Stern- 
polyeder, deren  Bestand  nachgewiesen  ist. 


4A8 


( 


$  » 


. ..     I 


»  * 


J     ' 


ÜJL^JUL 
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Ueber  den  Inhalt  einer  gewissen  Art  von  Korpern, 

die  vielleicht  bei  dei:^  näherungsweisfen  Bestimmung  der 

Schiffsräume  yon  Nutzen  sein  können. 

Tod  dem  Heraatgeber. 


In  Taf.  VII.  Fig.  6.  sei  ABCDEF  ein  Korper  von  folgender 
Beschaffenheit  Die  eine  begränzende  Ebene  ABCD  desseltmn. 
sei  ein  Trapezium  mit  den  parallelen  Seiten  AB  und  CDy  welche 
auf  der  ihre  Mittelpunkte  Cr.  i;^nd  H  mit  einander  verhindenden 
geraden  Linie  GB  senkrecht 'Meben«  -Die  beiden  auf  d«r  ^ben^ 
ABCD 9  und  also  nach  dem  Vorhergehenden  auch  auf  der  Linie 
GH  senkrecht  stehenden  beeränzenilen  Ebenen  AEB  uivd  CF/>. 
unsers  K«*irpers  seien  Parabelseemente,  deren  Axen  die  ^f  den' 
Linien  AB  und  CD  in  deren  iSittelpiinkten  G  und  H^  und  also 
auch  auf  der  Ebene  ABCD  und  der  Linie  GH  senkrecht  stehen- 
den Linien  EG  und  FH  sind.  Die  Scheitel  dieser  Parabelseg- 
mente sind  E  und  F,  Endlich  sei  die  unsern  Körper  begränzende 
krumme  Fläche  ABCDEF  so  beschaffen ,  dass  jeder  auf  GH 
senkrecht  stehende  Queerschnitt  des  Korpers  ein  Parabelsegment 
ist 9  dessen  Axe  in  der  auf  4«r  Ebene  ÄBCD  senkrecht  stehen- 
den Ebene  EFGH',  und  dessen  Scheitel  in  der  die  Scheitel  E 
und  F  der  Parabelseginente  AEB  und  CFD  mit  einander  verbin- 
denden geraden  Linie  EF  liegt. 

Um  das  Volumen  'F  dieses  Korpers  zu  bestimmen,  setze 
man  der  K(irze  ivegen  ABr=zxi,  CD=sx^  EG=yi,  FH=y^; 
und  bezeichne  die  i^bstände  der  Pimhtet  Sund  jy.Ton  einem  in 
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der  Linie  GH  oder  deren  VerläogerungeD  beliebig  aoeeDomnieoea 
Punkte  respective  durch  Uj  und  u^,  wobei  wir  jedoch  annehmen 
wollen,  dass  Ui  kleiner  als  1%  sei,  was  offenbar  immer  verstattet 
sein  wird.  Bezeichnen  wir  indess  zuerst  die-  Linien  AB  und  EG 
überhaupt  respective  durch  x  undy,  und  den  Abstand  des  Punk- 
tes G  von  dem  in  der  Linie  GU  oder  deren  Verläneerun^en  an- 
genommenen  Punkte   überhaupt    durch   u,   so   ist    das   Parabel- 

2  111 

Segment    AEB^i^xy;    sind  aber  (emer  ^a:z^^  au -i- ^b   oder 

x^riou+b  und  fjf^au+ß  die  Gleichungen  der  Linien  i^C  oder 
BD  und  EF,  so  ist  das  Parabelsegment 

AEB=^  (au  +  6)  (Ott  +  /5) , 
und  folglich  offenbar  der  gesuchte  körperliche  Inhalt 


I         ■ 


4/ 


(au  +  6)  (cm + (5)  flu. 


oder 


4/ 


"*|aatt*  +  {äß+ab)u+bß\Su, 


d.  i. 


oder 

r;^l(u^-u^){laa(u^Hthu^+u^'^'i^^(aß  +  äb)  (u^  +  u,)  +  bß\ 


n 


Es  ist  aber 


also 


ff 

a?a — Xi       -     ••t^tt«*-*-^««^ 

—5    9  0=  TT*. . f 

U^ — Ml  Ö^  — «1 

U2 — 1*1*  «a"^««! 


folglich,  wie  man  leicht  findet: 


US 


•  ■    •     W  I 


5(%~^%)  1     1  • 

Naeb   geborieer  Ent^?ck>ehnig   der   eingeklammerten  GHVsse 
findet    man    leicht,      dass     in     derselben     die    Grössen     jf^yi 

und  x^Sf^  beide  in  ^  (% — tix)*»  die  Gr5ssen  ^r^j^x  und  ortyi  beide 
>n  7(ua— ^i)^  multiplieirt  sind;  also  Ist 


2  1 


oder 


^=  g  («2-^Mi)  1 2(^*1^1  +^2*2)  +  -«^ly« + «jyi  l ; 


oder^  vreon  wir  u^ — Ui=^w  setzen: 


V=gfo{2(a:iyi  +  or^ya)  +  ariy»  +  ar^yi  i 


oder* 


r=  g  w{a?iX%i+y«)+^(2!ys+yi)l.   • 


oder 


'^=  9«^lyi(2^i +««) +y2(23^+^i)i 


In  Bezug  auf  die  Figur  ist  1* 


\ ' 


oder 

Vsng  GH,  {EG.(ßAB+  CD)  +  Fß.(^CD+ AB)]. 

■ 

Dass  die  Linien  GH,  AB,  CD,  EG,  Fft  bei  Körpern  wie 
der  Torlieeeode  immer  sehr  leicht  gemessen  werden  kennen ,  siebt 
man  sogleich  ein,  und  auch  die  Rechnung  nach  den  obigen  For- 
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mein  bietet  keine  Sebwierigkeit  dar,  weshalb  man  also  diese 
Formeln  wohl  zur  näheninesweisen  Berechnung  der  SchiiSbräanie 
iil  der  Praxis  sollte  gebraaclieii  kcHiOjeii ,. wenn  man  nnr  die  Qoeer- 
schoitte  desSchiiEs  mit  hinreichender  AnDäherung  als  Parabekeg- 
niente  betrachten  kann,  was,  übrigens  schon  Otter  in  .Vovscbla^ 
gebracht  wohlen  ist 

Zerlegt  man  ein  Schiff  iii  mehreM»  selche  Körper  wie  der  vor- 
her betrachtete  von  der  gemeinschaftlichen  oder  gleichen  Hohe  w, 
so  ist  in  leUbt  darqb.  sieh  selbst  TepstüncUieher  Bezfsicbnung, 
wenfi  n  die  Anzahl  der  Tkeiie  Istd 


^1  (2yi  +  ya)  +  ^a  (2^2  +  .Vi) 
+  -t^a  (2ya  +58)  +  ^5  C^»  +  »a) 
+  ^8(2^8+5*)  +^4(2y4  +  y8) 

|+^*(2y4  +  y5)  +  ^5(2yA+y^ 

u.  s.  w. 
+  wn  (2y«  +yii+i) +0?«+!  (2y«+i  +y») 


F=^« 


oder,  wenn  l,  die  ganze  Länge  des  Sohiffs  beseicbnel: 


F=: 


9n 


^1  (%i  +#a)  \ 

+  ^a(%a+yi+y3) 

t+^sC^ya+ya+yJ 
+  -^4(4y4+y8+y5) 

u.  s.  w. 

+  «ji(4y»+y»-i+y«+t)' 

l+^n+i(2y«+i  +y«) 


oder 


F= 


Jt    (     2(a:,yi +20:2^2 +2ar8y3  +  ...+2a;»y«+ar«+,y«-|.i) 
^  "  (+  ^iya+^2(yi  +y3)+^8(ya+y4)  +  ••  +  ^n  (y«-i  +yfi+i)  +ar«+iy« 


Fflr  n=2  ist  z.  B. 


i  ■ 


^=  i|;l2(^iyi  +  2;rayai+^8ya) + f iy^+^a(yi  +y«)  +  ^<«Ä  l 


oder 


. ./  -1 


■1  >  f » 


Diesen  Gegenstand  noch  weiter. aii«i/iuifibr«n,  ist  jetxt  nidit 


meine  Absicht. 


^    •    'TT 


.    I  .  .. 
Schreiben   des    Herrn    Franz    Dietzel,    Lehrer    an    der 

Königlichen  Baugeiverkenschule  zu  Zittau;  ^n  dan  Herans- 
gebet*.       »    •   .   * 

'  Ich'  erhübe  mir  Ihnen  eiae,  in  den  letzten  Tagen  Ton  mir 
gefundene  Formel  für  die  Bestimmung  de^  KabilLiahaltes  der  ab- 
gekürzten Pyramide  mitzutheiien.  Dieselbe  ist  zwar  für  die  Wis- 
sevacbaft  nicht  von  Bedeutung»  für  den  elementaren  Unterricht 
und  .die  Pra^s  aber  nicht  gaoz  ohne  Wichtigkeit.  Weniestens 
haben  mir  das  Letateie  einige  Baumeister»  denen  leb  sie  mittneiltey 
versichert. 

Bezeichnet  man  (Taf.  VII.  Fig.  7.)  den  FlXcheDinhalt  der  im« 
tern  Grundfläche  ABC.,,,  der  abgekürzten  Pyramide  ABC,,.,  mit 
Fi  deri  der  obern  abcd.*.  niU/«  &n  Abstand  beider  mit  A,  sowie 
den  Abstand  ^et  obern  Grandftftcfae  abc...  von  der  fiagirten  SpHze 
S  mit  A';  seien  ferner  ab  und  AB  swei  beliebige,  aber  in  der- 
selben SeHenfläch«  4iegende  Seiten  dev  timndflSehen  und  werde 
ab  mit  ly  AB  mit  L  Mseichnet;  so  Ist 


oder 


woraus  folgt 


femer  ist 


folglich 


SaiSA—liL—h'ih^h' 


liL—l^h'ih, 


I)     4.=^; 


fiF=P.I^, 


2)       f=Jj,F, 

3)      F=  ^f. 

Nnn  ist  der  Inhalt  /  der  abgekürzten  Pyramide  gleich  der  ganzen 
Pyramide,  weniger  dem  abgeschnittenen  Stück,  also 
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J?= J .  P(A+A') -5/»'=  |-<FA  +  A'(F-/)} 
und  wenn  man  1)  sabstitairt: 


^  ^=H^^' 


oder  wenn  man  2)  und  3)  substituirt: 


n.     •'=jAr  P+T+  i»!  Jzus.   Wird  fc=£,  werden  also  beide 

l         Grundflfichen  einander  gleich,  so 
m.      •'=|*'[H2,+^](        erhält  man  ein 


u.  s.  w. 


Die  Formel   1.    wird    man  anwenden ,   wenn  beide  Gniodflfi- 
chen  Fund  f  leicht  zu  bestimmen  sind;   IL,   wenn   die    untere 
Grundfläche  nicht,    sondern  nur  eine  Seite  L  derselben,  und  lU., 
wenn  die  obere  Grundfläche  nicht  leicht  zu  bestimmen,    sondern 
nur  eine  Seite  /  derselben. 

Es  Hessen  sich  daran»  noch  Foleeningen  sieben,  z.  B.  för  das 
Verfahren,  welches  man  bei  schief  abgeschnittenen  Pyramiden 
einzuschlagen  hat,  wo  man  nur  durch  den  tiefiBten  Punkt  eine 
Parallele  zur  Grundfläche  ztf  ziehen  bat  u.  s.  w.,  was  ich  aber, 
um  nicht  weitläufig  zu  werden,  nicht  weiter  ausfahren  will. 

Zittau  d.  12.  Febr.  1849. 


Sl 


DeBteehe  Maasse,  MftBzen  und  Gewichte. 


Heber  deutsches  fllllnK-,  Haass-,  und 

GewIcbts-^lVesen. 

Von  dem 

Hwn  Professor  Dr.  Oerling 

an  der  Universität  cu  Marburg. 


Der  Aufforderung  der  Redacfion  des  ArchiTS  für  Mathematik 
und  Physik,  Beiträge  zu  dem  in  der  Ueberschrift  angegebenen 
Ctegenstand  zu  tiefern»  glaube  ich  entsprechen  zu  müssen,  weii 
\th  über  diese  Verhftitnisse  seit  einer  langen  Reihe  von  Jahren 
nicht  nur  zu  sammeln,  sondern  auch  mich  amtlich  und  ausser- 
amtlich  darüber  zu  äussern  wiederholt  Veranlassung  hatte. 

Als  ersten  Grundsatz,  den  man  bei  Vorschlägen  dieser  Art 
festhalten  muss,  habe  ich  mir  aus  meihen  desbsHbigen  Studien 
und  Erfahrungen  den  entnonunen,  das«  man  ja  nicht  bloss  mit 
matbematiscben  Aoacbauungem  auszureichen  glauben  soll,  sondern 
sioh  s^Uts  bew'usst  bleiben  muss,  dass  es  Dinge  des  tAglicheo 
practischen  Lebens  sind,  bei  welchen  dmu  Jie  Hindernisse  zu  be- 
seitigen hat  Denn  was  hilft  ein  noch  so  gelehrt  ausgedacbtes 
mathematisch  richtiges  System,  wenn  dasselbe  bei  seiner  Einfuhp 
rung  entweder  besondere  neue  Kenntnisse  erfordert,  welche  nicht 
schon  aus  dem  ersten  Schuluntenicbt  jedermann  bekannt  sipd, 
oder  wenn  es  unerschwingliche  Kasten  veranlasst,  deren  nur  zu 
Tiel  schon  bei  dergleichen  Aenderungen  den  Leuteif  ohnehin  zu- 

femuthet  sind.    Es  soll  ja  die  Neuerung  eine  Wohlthat  und  keine 
landplage  werden. 

.  '  6 
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,  Demnach,  ttcheint  mir  das  allein  richtige  Verfabren  zu  sein, 
sich  60  einfach  als  möglich  an  etwas  Vorhandenes ,  Fertiges  and 
Bekanntes  anziischliessen^  and  einen  leichten  Uebergang  von  dem 
bisherigen  Zustand  in  den  neuen  zu  vermitteln. 


Münzwesen. 


Hier  ist  ein  System  vorzaschlagen^  wodurch  .die  bisherigen  in 
dem  Volksverkehr  geläufigen  Mfinzen  nicht  gleich  abeethao  zu 
werden  brauchen,  und  wobei  zugleich  eine  allgemeine  IJmprägoDg 
nicht  sofort  nuthig  wird ,  sondern  nach  und  nach  je  nach  JBediirl- 
niss  vorgenommen  werden  kann. 

Dazu  ist  sich  zuerst  za  erinnern»  dass  die  Einheit  eines 
neuen  Münzsystems  durchaus  willkiihrlich  ist,  indem  der-  Zosam- 
menhane  mit  dem  Maass-  und  Gewichts -System  bei  allem  wis- 
senschaftlichen Interesse  doch  für  das  gemeine  Leben  von  gar 
zu  geringer  Bedeutung  ist,  um  practische  Interessen  dafür  hinten- 
anzusetzen. 

Sodann  aber  ist  auch  nicht  zu  übersehen,  dass  die  Gewohn- 
heit, die  Münzen  alle  auf  eine  hShere  Einheit  zu  beziehen  (in 
Deutschland  auf  die  MarkjiGolInisch  fein  Silber)  eine  Willkfihr  ent- 
liält,  die  man  ohne  i^end  practischen  Nachthml  verlassen  kann. 
Im  Gegentheir  man  kann  eben  so  gut  einen  aliquoten  Theil  der 
Münz-fiinheit  zum  Grunde  legen. 

In  unsenn  besondem  Fall  haben  wir  aber  schon  einen  sol- 
chen aliquoten  Theil,  der,  wie  sich  gleich  zeigen  wird,  uns  in 
Deutschland ,  mit  einem  verhältnissmässig  sehr  geringen  Opfer  zu 
einem  gemeinsamen  System  verhelfen  kann. 

Dieses  Opfer  ist  nach  meiner  Ansicht  von  dem  preussi- 
8 eben  Staate  zu  verlangen,  welcher  vor  ungefähr 80  Jahren/durch 
•Annahme  des  s.  g.  Graumaunischen  oder  21  Guldenfusses  den 
bisher  unerhörten  Factor  7  in  das  Munzwesen  einführte  und  da- 
durch das  Zustandekommen  eines  allgemeinen  deutschen  Systems 
sehr  erschwerte.  , 

Preussen  ist  es  dagegen  wieder  gewesen,  welches  in  den 
letzten  etwa  25  oder  30  Jahren ,  dadurch  dass  es  auf  ein  offenes 
ehrliches  Münzwesen  überall  hinwirkte,  die  jetzt  zu  thnenden 
Schritte  wesentlich  Torbereitete.  Namentlich  hat  die  Münz -Con- 
vention der  Zollvereins-Staaten  yom  30.  Juli  1838.,  indenl  sie  Ver- 
einsmünzen schuf,  den  heimlich  fortschleichenden  sogenannten 
Kronthaler-Unfiig  aus  dem  Wege  räumte,  und  «den  festen  Satz 
4  Thaler  (14  T.-Fuss)  =  7  Gulden  (24yttFI.-Fass)  einführte ,  ausser- 
ordentlich nützlich  vorgearbeitet. 


»3 

Zugnindlefliing  diMer  MfltiB-GoBvention  von  .1838  Miangt 
man  dber  «ehr  leicht  su  einem  Theil»  der  in  sehr  vielen  Staaten 
D^tschlanda  schon  wirklich  (freilich  ßlr  jetzt  nur  ab  Seheide* 
rofinze)  vorhanden  nnd  dahei  so  klein  ist«  dase  Bruchtheile  davon 
im  gemeinen  Leben  schon  jetzt  vemachlSssigt  werden »  und  wel- 
cher dann  auch  sehr  leicht  zu  einer  angemessenen  Einheit  fährt. 

Dieser  Theil  ist  der  in  ganz  SOddeutschland  bekannte  Hel- 
ler* also  Y«4o  ^^^  Guldens  (2^^/%  Fl.-Fuss)  oder  V«^)  des  Tba- 
iers  (14  T.-russ)  d.  h.  V4  Kreutzer  oder  y^^  Silbergroschen. 

Preussen  braucht  also  nur  das  geringe  Opfer  zu  bringen,  dass 
es  seinem  Silbergroaehen  statt  der  bisherigen  12  Pfennige  (oder 
meinetwegen    auch  sanächstnur    neben   denselben)    14  Heller 

Siebt,  so  iiaben  wir  von  Memel  bis  Basel  wenigstens  einen  Theil> 
en  jedes  Kind  kennt,  die  böse  Zahl  7  ist  der  Vereiniffung  nicht 
mehr  im  Wege»  die  unausstehlichen  Umrechnungen  auf  der  lang- 
gedehnten Gränze  des  14'Thlr.-  und  24y9  Fi.-Fosses  sind  zu  Ende, 
und.  wir  können  nun  hiervon  zu  der  neuen  Einheit  fortschreiten. 

Diese  Einheit  würde  bequem  zu  hundert  TheHen  ange- 
nommen, und  wSre  also  ::=  25  Kreutzer  rheinisch.  Der  Einwurf, 
dass  In  100  der  Factor  3  fehle,  wird  jetzt  wobt  nicht  mehr  zur 
Sprache  kommen  oder  doch  nicht  hierbei  zu  tiircbten  sein,  da  im 
grossen  Verkehr  doch  nicht  nach  Heitern  gerechnet  wird ,  im  klei- 
uen  Verkehr  aber  Niemand  daran  denkt,  ülj^er  Bruchtheile  eines 
Hellers  streiten  zu  wollen. 

Die  Einheit  wäre  also  zuerst  gesetzlich  zu  defintren. 
Dazu  mfisste  meines  Eracbtens  die  Münz -Convention  von  1838 
vollständig  zum  Grunde  gelegt  werden.  Demnach  wurde  die  De- 
finition also  lauten:  Die  cölluische  Mark  fein  Silber  (zu  233»8655 
Grammen  nach  der  Convention  von  1838  angenommen)  wird  aus- 
geprägt zu  68,80  Einheiten  oder  5880  Tbeilen  (^Hellern). 

Was  die  Benennung  und  Schreibweise  betrifft,  so  würde 
ich  rathen  die  Mamen  wenigstens  vorerst  so  beizubehalten  wie 
sie  entstanden  sind,  und  es  dem  Volkswitz  zu  überlassen,  ob 
etwa  eine  andere  ihm  mehr  zusagende  er(unden  werden  wolle, 
es  sei  denn,  dass  man  der  Anschaulichkeit  wegen  für  Theil  gleich 
von  Anfang,  das  alte  Wort  Heiler  im  Gesetz  beibehalten  wolle. 
Für  die  Art  des  iSchrelbens  aber  rathe  ich  die  einfachste  der  mir 
beicanDten  Methoden,  die  der  practiscben  Amerikaner  nachzu- 
ahmen  und  also  zu  schreiben 

1  Mari^  cölln==J558.80*). 


*)  Da«  ^  ist  naturlich  hier  nar  beitpieltweite  gMetst  und  k^ent« 
«ben  HO  gnl  ein  M  (Münze)  D  (denUche  Mäoseinheit)  ß  (Reichfmässe) 
gewählt  werden. 


»4 

Wm  vofgeMhktfeoft  Elaheit  empAefck  «lob  unter  aadern  da* 
durch»  dass  die  Msnerigen  ganpfbarsten  Milnaen  ifiob  genan  daiin 
ausdrAckeir  lassen:  * 

1  Tbaler  (14  Th.-Fuss)  =:  £4.M, 
1  Gulden  (U^  Fl.-Fuaa)  =  E'2 .40 

Olli  allen  ibren  CnterabtheilaBgeo.    AehBlich  w£re  demnadi 

1  Zwanziger  (Kopfstack)  =  £0,96. 

Eben  «Mi  ist  es  metoes  Wissens  mit  alleo  den  Miliisen,  wel« 
ehe  im  gemeinen  Leben  einen  debranehswerth  aiigenoinmeo  ha* 
liee.  So  £«  B.  reclmet  man  In  fikmbarg»  wo  das  eigentllcbe  Cou- 
ran^eld  im  tagtichen  Verkehr  nur  noch  selten  vorkommt  i  5  Mark 
Cottrant  zu  2  Thaler  (14  Th.-Fass)  und  hat  demnach  des  Sati 
1  MarkCt  ss  £1.06.  So  rechnet  man  femer  Im  gemehien -Lehen 
3  FOnflrankenstflcke  zu  4  Thalern  (14  Th.-Fuss),  demnach  w&e 
das  Funffrankenstfick  =  £5.60.  So  wird  ferner  der  Kronthaler 
(Brabänter)  je  nach  der  Verschiedenheit  der  Staaten  meines  Wis* 
sens  minaestens  zu  2  fl.  42  kr.  (=£6.48)  und  hrichstens  zu 
1  Thlr.  16^i^  Sgr.  (=3£6.50)  im  gemeinen  Leben  ausgebracht 
Derselbe  wird  sich  also  sehr  bald  zu  £=6.60  im  ffemeioen  Le- 
ben feststellen  >  ohne  Anspruch  freilich  In  den  Reicnskassen  zu- 
gelassen zu  werden. 

Umgekehrt  stellt  sich  die  Einheit  des  vorgeschlagenen  Sy- 
stems  leicht  in  den  vorhandenen  Mflnzeo  und  den  nach  den  Ge- 
braucbswertb  gangbaren  dar: 

£  LOO  t:=7Vt  Sgr.  (hoffentlich  demnächst  7  Sgr.  3  Heller) 

d,  h.    £  21.00:±:SThater  (14  T.-Fuss), 
£  1.00  =26  Kreutzer,] 

d.  h.    e  12.00:^:6  Gulden  (24V,  Pl.-Fuss). 

und  in  ähnlicher  Weise  nach  obigen  Angaben: 

£  13.00=  2  Kronthaler, 
£  28.00  e&  6  FAnffrankenstOcke« 
£  42.00=26  Mark  Hamb.  Ct, 
£  72.00=126  Gulden  Conv.-M. 

Ein  Hauptvortheil  des  vorgeschlagenen  Systems  würde  darin 
l>estehen,  dass  mit  äusserst  geringen  Opfern  sofort  zu  ihm  über- 
gegangen werden  kOnnte.  Man  brauonle  sich  nftmlich  nlcbt  dar- 
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aof  so  beflchtttoken»  nit  derAnsgabe  der  neuen  Münzen  znglelch 
die  Ve^^chuDg  der  vorhandenen  öffentlich  bekannt  m  machen, 
aondem  man  k£idte  auch  den  Cebergang  und  die  Einbürgerung 
nehr  erleichtern  dadurch «  dass  man  den  vorhandenen  guten  Mun- 
sen,  se  wie  sie  die  betreffenden  Staataluisaen  wieder  durchlaufen, 
mit  groeMMi  deutiiehen  Ziffern  den  Werth  im  neuen  8ystem  un- 
mittelbar aufprägte,  ein  Vorschlag»  •dessen  Aosfahrbarkeit 
von  bewährten  Technikern  mir  bezeugt  Ist.*)  Es  verstände  sich 
dabei  von  selbst^  dass  das  vorhandene  Geprä^  in  soweit  dabei 
erhalten  bleiben  könnte  und  musste,  dass  derjenige  Staat,  wel- 
cher seine  bisherige  Landesm'finze  durch  diese  Aufprftg^ng  zar 
Reicbsmfinze  erklärte,  erkennbar  und  fdr  die  Gfite  des  Geldes 
verantwortlich  bliebe.  Bei  dem  neu  auszuprägenden  Reichsg^lde 
bedürfte  es  dagegen,  ausser  einer  Bezeicnnunji;  der  Münzstätte, 
nar  der  Darstellung  des  Reichsadlers  auf  der  emen  und  der  Zif- 
fer auf  der  andeni  Seite» 

Eine  solche  Anfprägang  dürfte  auch  ttr  die  bisherigen  Schei- 
demünzen den  einzelnen  Staaten  (als  Cebereangsmaassregel) 
nachzulassen  sein,  und  würde  dann  wahrscneinlich  für  die 
£inbürgeninff  des  neuen  Geldes,  so  wie  zur  Beseitigung^  der  noch 
Immer  stattnndenden  Störungen  auf  den  Gränzen  der  beiden  jetzi- 
gen Systeme  nützlich  wirken.  Nur  bedürfte  es  hier  allerdings  dea 
besondem  Vorbehalts,  dass  die  Staatskassen  desjenigen  Staa- 
tes, der  seine  Scheidemünze  so  bezeichnet  hat,  verpflichtet  blie- 
ben, ihre  dgene  Scheidemünze  in  angemessener  Menge  von  den 
Reichskassen  zurück  zu  nehmen ,  wänrend  letztere  nur  gehalten 
wären  sie  zur  Ausgleichune  von  Zahlungen  anzunehmen,  welche 
sich  in  Stücken  ümt  J90.5Ü  nicht  leisten  lassen: 

Demnach  konnte  ein  Reichsmünzgesetz  vielleicht  sich 
ganz  einfadi  nach  folgenden  Grondsügen  aufstellen  lassen. 

I.)  Die  Grandsätze  der  Convention  von  1838  werden  ausdrück- 
lich ßir  alle  erSberen  Münzen  in  Silber  angenommen, 
und  deren  Ausführung  wird  auf  die  obige  Weise  geregelt 

2.)  Hinsichtlich  der  Scheidemünzen  viird  eine  gewisse  Fest- 
setzung auch  gleich  mit  angenommen.   « 

Not  Diese  Festoetsang  ist  im  Graade  zSemlioh  wUl* 
liährlich,  da  ein  ■chädlicher  Uebergriff  der  Scheidemönse 
«ich  durch  dM  im  Gesetz  aozuj|^eb<^de  Maxinnm  der  Aiie^ 
gäbe  im  Verkehr  und  in  den  Kasten  vermeiden  lässt.  Am 
sweckm&ssigsten  vflrde  es  urohl  sein  das  System  der  Sii- 
burgroschea  oder  der  Sechtkretnerstüeke  gerad6ia  ansa- 
uehmen« 

3.)  AHe  Rechnni^n  und  2ahlunceD  des  Reichs  werden  gleich 
nftch  dem  neuen  System  eingerichtet. 


*)    Blae  filmlidie  Anfpracong  ftmd   in  bglaad  im  Anfug  dieses 
Jahrhnmlerts  statt,    ala  Spanische  Thaler    in   grosser  Menge  gekapert 
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4.)  Alle  neuen  Blüncen  sind  nach   dieflem  Symimm  su  acbia* 

feD  und  zwar  gleich  Aufan«  eine  gehörige  Anzahl  von 
tücken  zu  £5.00;  £3.00;  £1.00  und  £0.50. 

5.)  Auch  die  Scheiderafinzen  in  Silber  und  ^Kupfer  werden 
nach  Maasagäbe  dieses  Gesetzes  dem  neuen  SysteoBi 
angeschlossen  und  gleichL  Anfangs  in  der  geherigen  An- 
zabl  geschlagen,  s.  JB.  In  Silber  £0.40;  £Q^;  £0,90; 
£0.10;  E0.&;  in  Kupfer  £004;  £0.01. 

6,)  Denjenigen  Staaten «  welche  ihre  Zahlungen  an  die  Reichs* 
kassen  nicht  gleich  Anfanss  in  der  neuen  Mflnze  leisten 
kunneo»  bleiben  obige  Uebergangsmaassregeln  vorbe^«^ 
halten. 

Wegen  der  Goldmünzen  wage  Ich  nicht  schon  jetzt  be- 
stimmte Vorschlage  zu  thun.  Ueber  das  Bedurfniss  derselben 
wird  sich  die  Handelswelt  erst  dann  aussprechen  kOnncto-  und 
müssen,  wenn  sich  der  Preis  des  Goldes  gegen  das  dem  deut- 
schen System  zum  Grunde  liegende  Silber  mehr  festgesetzt  bat, 
als  dies  gerade  jetzt  der  Fall  zu  sein  scheint.  -*  Vor  der  Hand 
wird  es  genügen  festzusetzen,  dass  von  Zeit  zu  Zeit,  vielleicht 
▼on  10  zu  10  Jahren'  oder  von  20  zu  20  Jahren  der  Werth,  wor- 
nach  Goldmünzen  bei  den  Reichskassen  angenommen  und  aus^- 
geben  werden  sollen,  bestimmt  und  bekannt  gemacht  werde,  oo 
z.  B.  also  flir  jetzt  nach  dem  Gebrauch  des  gemeinen  Lebene: 

1  Friedrichsdor  r=  £23.80, 
1  holllnd.  lOGuldenstfick  =  £24.00. 

Demnächst  wird  man  je  nach  Bedfirfnlss  und  mit  Vorbehalt 
von  Zeit  zu  Zeit  den  Werui  In  Silber  Je  nach  dem  wechseteden 
Werthverhfiltniss  des  Goldes  neu  zu  bestimmen,  auch  Reichs- 
münzen in  Gold  etwa  zu  £80.00  und  £25,00  prägen  lassen 
können. 

Die  Einführung  einer  allgemeinen  Gesetzgebung  bat 
bei  dem  Münzwesen  nach  meiner  Ueberzeugung  bei  weitem 
geringere  Schwierigkelten  als  bei  dem  Maass*  und  Gewichts- 
wesen. Bei  ersterem  wird  nämlich  der  Einzelne  von  der  Verän- 
derung verhältnissmässig  ntir  wenig  gewahr,  die  Opfer,  welche 
zu  bringen  sind,  treffen  zunächst  die  Staatskassen  und  also  nur 
in  sehr  entfernten  Wirkungen  den  einzelnen  Haushalt  So  z.  B* 
war  durch  den  s.  g.  Krontnalerunfujg  ^/^  des  Silber  Vermögens  der 
betreffenden  Länder  stillschweigena  nach  und  nach  in  die  Staata- 
kassen  gewandert,  dme  dass  im  Volk  etwas  davon  bemerkt  wor- 
den war,  wie  man  deutlich  daran  erkennt,  dass  es  kenntniss- 
reiche und  erfahrne  Männer  genug  giebt,  die  sich  nicht  klar  be- 
wusst  sind,  weshalb  ihr  bekannter  24Guldenfuss  1838  die  neue 
Benennung  24%Guldenfuss  erbalten  habe.  Eben  so  ist  mir  ein 
deutscher  Staat  bekannt,  wo  im  Laufe  von  etwa  SO  Jahren  durch 
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Scheidemanzoperationen  Vn  des  SilbervermSgeDs  unbemerkt  in 
die  Staatskasse  gewandert  war,  und  wo  letztere  demnächst  ver- 
anlasst wurde  die  Hälfte  davon  wieder  zurflck  zu  erstatten.  Letz- 
teres ging  eben  so  anbemerkt  vor,  mit  der  einzigen  Ausnahme, 
dass  die  kleinen  Geldwechsler  an  den  Gränzen,  welche  schlau 
genug  gewesen  waren  diese  Verhältnisse  zu  benutzen^  fiber  den 
innen  entgehenden  Gewinn  hOcblich  erzflrnt  Wurden.  Nur  eine 
neue  Abtheilung  der  Mflnzen  ist  es,  welche  im  gemeinen  Le- 
ben Anfangs  Unbequemlichkeiten  mit  sich  fuhrt,  (icn  erinnere  z. 
B.  an  die  Einiuhrung  der  8ilbergroschen  statt  der  sonstigen  guten 
Groschen  u.  s.  w.).  Da  bringt  der  kleine  Hausverkauf,  die  Um- 
rechnung der  Brod  -  und  Fleischtaxen  u.  s.  w.  dann  Anfangs  aller- 
hand IrrthClmer  und  Zänkereien  mit  eich»  Diese  verlieren  sich 
aber  schon  Im  Lauf  des  ersten  Jahrs  und  werden  gewiss  in  unserm 
besonderen  Fall  durch  die  oben  vorgeschlagenen  Uebergangs- 
maassr^eln  auf  ein  Kleinstes  gebracht 

Ganz  anilers  aber  verhält  es  sich  mit  den  Veränderungen  von 
Maassen  und  Gewichten.  Hier  ist  die  Einführung  der  neuen 
Abtheilung  das  Geringste.  Dagegen  muss  die  veränaerte  Sache 
(wejche  beim  Gelde  von  selbst  in  jedes  Haus  kommt)  von  jedem 
Uaushalt  besonders  und  mit  besondern  Kosten  aneeschaA  wer« 
den.  Welche,  Schwierigkeiten  da  entstehen,  wenn  jede  Hausfrau 
bis  zu  einem  gewissen  Termin  eine'  neue  Elle  und  neue  Ge- 
wichtssteine angeschafft  haben  soll,  der  Gebrauch  der  altgewohn- 
ten mit  Strafe  bedroht  ist  u.  s.  w.  das  erföhrt  man  am  besten 
durch  Nachfragen  bei  den  Bauern  und  s.  g.  kleinen  Bürgern  der- 
jenigen Staaten,  In  welchen  solche  Veränderungen  durcngefährt 
sinoT 

.  Diesemnach  würde  es  nicht  räthlich  sein  und  noch  weniger 
billig  gegen  die  Bewohner  derjenigen  deutschen  Länder,  in  wel- 
chen erst  in  neuerer  Zeit  Maass-  und  Gewichtsreformen  statt 
gefunden  haben,  jetzt  ein  neues  allgemeines  System,  was  ihnen 
also  neue  Unkosten  und  Beschwerden  veranlasste,  bis  in  jeden 
einzelnen  Haushalt  hinein  durchHibren  zu-  wollen* 

Dazu  scheint  aber  auch  keine  Nothwendigkelt,  sondern  es 
geoflgt  wohl  ein  System  anzunehmen,  welches  bei  allen  von 
Keiäswegen  vorzunehmenden  Bestimmungen  zum  Grunde  zu 
legen  Ist  und  sodann  gesetzlieb  zu  bestimmen,  dass  eine  Aende- 
rung  in  den  einzelnen  Staaten  nicht  anders  vorgehen  darf  als 
durch  Annahme  dieses  Reichssystems. 
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Ein  ausgezeichneter  Practiker  und  Schriftsteller,  Hr.  G.  Ha- 
gen, hat  neuerdings  flher  die  Grondlaee  eines' solchen  Systems 
seine  Meinung  in  einem  mir  freundticn  flbersandten  Schriftchen 
(Druck  von  Krebs -Schmitt  in  Frankfurt  a.  M»)  gefinssert;  ich 
halte  mich  also  verbunden  anzuf&hren,  worin  meine  Ansicht  über- 
einstimmt und  abweicht. 

Einverstanden  bm  ich  durin*  dass  es  durchaus  unpractisch 
Bein  wfirde  das  Meter  als  ein  Maturmaass  sum  Grunde  zu 
legen,  dagegen  aber  glaube  ich,  dass  das  reine  metrische 
System,  als  ein  vorhandenes  und  schon  in  einem  grossen  Theil 
von  Deutschland  bei  den  neueren  Gesetzgebungen  zum  Grunde 
liegendes,  auch  fQr  die  Reichsgesetzgebuns  angenommen. werden 
niuss.  Es  käme  dann  einestheils  nur  darauf  an,  die  gesetzliche 
Definition  des  Grundniaasses  so  zu  fassen,  dass  kein  Zw*eifei 
über  die  wahre  Länge  bestehen  kann,  anderntheils  die  Einfuh- 
rung ins  practische  Leben  so  zu  ordnen,  dass  es  sich  in  mSg- 
Hebst  kurzer  Zeit  auch  darin  einbürgere,  wie  es  sich  ßlr  wissen- 
schaftliche Arbeiten  schon  eingebürgert  hat 

Einverstanden  bin  ich  ferner  damit,  dass  es  nicht  genügt 
bloss  zu  definiren:  Das  Grundmaass  soll  sein  =443',  296  pariser 
Linien  der  Toise  von  Peru ,  und  dass  es  viel  zweckmässiger  sein 
würde,  die  schon  vorhandene  vortreffliche  deutsche  Arbeit  des 
unvergesslichen  Bessel  hiebei  zum  Grunde  zu  legen  und  also  zu 
definiren  =443', 296  solcher  Linien,  dergleichen  nach  der  preus- 
sischen  Gesetzgebung  139^,13  auf  einen  preussischen  Fuss  gehen.  — 
Es  sind  übrigens,  so  weit  meine  Kenntniss  reidit,  auch  die  Ver- 
schiedenheiten' zwischen  den  von  Paris  entlehnten  Maassstäben, 
dergleichen  bei  den  verschiedenen  neueren  deutschen  Bestimmun- 
gen zur  Grundlage  dienten,  keineswegs  so  gross,  dass  eine  im 
practisehen  Leben  Irgend  merkliche  Benaohttieiligung  daraas  er- 
wachsen konnte,  im  Gegentheil  zeigen  sie  im  Allffenieinen  eine 
sehr  gute  Uebereinstiimaung  für  diesen  Zweck.*)  Es  dürfte  des- 
halb, wenn  man  jene  Bessel'sche  Arbeit  nicht  gerade  hätte, 
auch  vollkommen  genügen ,  einen  voa  jenen  zu  MaassreguBrungen 
schon  gebrauchten  Stäben  asszuwählen  and  als  Gmndmaaflfe  anzu- 
nehmen. 

Jedenfalls  bedarf  es  also  meines  Erachtens  keiner  neuen 
Darstellung  des  Grundmaasses,  sondern  man  kann  gleich  zu 


*)  Zwei  Beispiele  von  solcher  Uebereiattimmung ,  wovon  die  eine 
sogar  an  das  Fabelhafte  grätist,  sind  angefübrt  in  meinen  Beitrftfren 
S.  226. 
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deo  8.  g.  Oopien  schreiten»  deren  besonders  in  SOddetttscblaiid 
wabrseheinlicb  scbon  eine  hinifioglicbe  Anzabl  vorbanden  sind« 
Diese  Copien  vvlüren  in«  Form  von  eisernen  Maassst&ben  in  den 
€reffenden;  wo  sie  noch  fehlen»  so  viele  auf  Reichskosten  zu  ver* 
tbeilen»  dass  doch  etwa  aaf  jede  50  Quadratraeilen  eine  käme. 

Anlangend  die  Einführung  des  Gmndmaasses  in  das  prac- 
tische  Leben ,  so  kommt  es  dabei  vorzüglich  auf  zwei  Umstände  an, 
zuvorderst»  dass  man  die  Anschauung  deuselben  so  viel  als  moriich  er^ 
leichtere»  sodann  dass  man  schickKche  dentsche  Namen  für  das* 
selbe  und  seine  Abtheilungen  gesetzlich  feststelle.  Was  das  erste 
betrifft»  so  sollte  man»  meine  ich»  unter  öffentlicher  Aufsicht  Co- 
pien zweiten  Rangs  in  Holz  anfertigen  lassen  und  alle  Cre^ 
meindeh  so  wie  alle  öffentlichen  Schulen  gesetzlich  verpflichten» 
.eine  solche  anzuschaffen.  Solche  hölzerne  Meter-Stäbe»  mit  ihrer 
Eintheilune  ^  in  100  Theile  versehen  und  übrig  genau  genug  fSr 
alle  Bedürfnisse  des  gemeinen  Lebens»  kosten»  wenn  sie  in  grös- 
serer Menge  angefertigt  werden»  das  Stück  höchstens  6  Suber- 
eroschen;  es  liegt  also  hierin  keine  unbillige  Zumuthung.  —  Für 
die  Benennung  des  Grundmaasses  (Meters)  schlage  ich  den 
Namen  Stab  vor,  der  schon  deshalb  leicht  sich  dem  Lebens- 
gebranch anbequemen  wird^  weil  die  Bauhandwerker  Stäbe  von 
ungefähr  gleicher  Länge  führen.  Die  Unterabtheilung  icönute  man 
vielleicht  (eben  so  wie  beim  Gelde)  eleich  in  100  Theile  machen» 
und  jedem  Theil  dann  weiter  10  Striche  ^illimeter)  oder 
100  Pjankte  zuschreiben.  Ob  es  zweckmässig  ist  je  zehn  Theile 
zusammen  (das  Decimeter)  noch  mit  einem  gesetzlich  vorgeschrie- 
benen Namen  zu  verseben »  oder  ob  man  niebei  dem  Volks witz 
seinen  Spielraum  lassen  will»  mag  dahingestellt  bleiben.  Entschei- 
det man  sich  für  das- Erste»  so  würde  sich  wohl  die  Benennung 
Hand  (Handbreit)  dafür  empfehlen»  so  wie  man  den  Their(das 
Centimetre)  dann  Nagel  (Nagelbrett)  nennen  könnte.  Vor  allem 
aber  wird  man  sich  vor  zwei  Umständen  zu  hüten  haben,  dass 
man  nicht  die  philologischen  Pedantereien  nachahme,  die  dem 
französischen  Gesetz  ankleben  (woran  die  Akademie  bekanntlich 
unschuldig  ist)  und  dass  man  die  alten  bestehenden  Namen  Fuss» 
Zoll  u.  s.  w.  nicht  auf  das  neue  Maass  übertrage.  Diese  Namen 
müssen  vielmehr  den  bleibenden  Landesmaassen  allein  vorbehal- 
ten ^bleiben»  und  sind  ohnehin  schon  bei  den  meisten  neueren 
Maassbestimmunsen  z.  B.  in  Baden»  Hessen- Darmstadt  u.  s.  w.  auf 
das  Grundmaass  (Meter)  in  bequemen  Verhältnissen  zurückgeführt. 


G  e  w  i  ch  t  e. 


Hier  stimmen  meine  Ansichten  mit  denen  des  obeA  erwähn- 
ten verehrten  Freundes  in  allem  Wesentlichen  durchaus  überein» 
nur  gehe  Ich  darin  noch  etwas  weiter»  Indem  ich  glaube»  es  be- 
dürfe dazu  gar  keiner  neuen  Festsetzung»   sondern  nur. einer  An- 
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erkennoog  der  schon  bestehenden.  Wir  haben  nämitcb  eehon  in 
dem  grGissten  Theil  vao  Dentschland  das  ZoUgewicht  auf  das  Ki* 
l\i>gramni  gegründet,  wir  haben  auch  als  waadLage  der  Muns- 
cenvention  von  1838  sehen  das  Grammengewicht.  Bs  kommt  also 
nnr  daranf  an,  wie  Hagen  riehtig  will,  steh  unabhängig  zu  ma* 
eben  von  der  für  das  Leben  doch  illusorischen  Gelehrsamkeit, 
welche  der  franatosischen  Definition  zur  Gr nndlage  dient«  nnd  dann 
einfache  deutsche  Benennungen  einzuführen.  Da  nun  überdies 
eine  Beziehung  auf  das  Laiigenmaass  in  den  Gränzen  des  practi- 
schen  Bedürfnisses  ohnehin  schon  längst  erreicht  ist,  so  genügt 
es  meines  Eeachtens  vollkommen,  wenn  man  ein  bestimmtes  in 
einer  dentschen  Münzstätte  oder  sonstigen  Öffentlichen  Anstalt 
befindliches  gutes  Gewichtsstück  (von  einem  Kilogramm)  zur  Ge- 
wichtseinheit erklärt  (ähnlich  wie  der  Bosse  Ische  Maassatab 
bei  der  Definition  der  Längenmaasse  dienen  soll)  und  nur  in  den 
Gegenden,  wo  noch  Mangel  an  Copien  sich  findet,  für  Herbei-* 
Schaffung  derselben  sorgt. 

Marburg,  den  23.  April  184d. 


JLlterarlüclier   Herlelit 


Aritliinetik« 


Sammlung  von  Integraltafeln  zum  Gebrauch  für  den 
Unterricht  an  der  Kunigl.  Allgemeinen  Bauschule  und 
dem  Königl.  Gewerbe-Institut  Im  Auftrage  des  Mini* 
sterPums  fQr  Handel,  Gewerbe  und  uffentliche  Arbei- 
ten bearbeitet  von  F.  Minding,  Doctor  der  Philosophie 
und  Professor  der  Mathematik  an  dbr  UnirersitHt  zu 
Dorpat.    Berlin  1849.   kl.  4.  1  TMr.  5  Sgr. 

Wir  beeilen  uns  das  Erscheinen  eines  Werkes  anzuzeigen, 
durch  welches  einem  wahren  Kediirfnisse  sowohl  bei  dem  Unter- 
richte in  der  Integralrechnung  und  der  höheren  Mathematik  über- 
haupt, als  auch  bei  den  vielfachen  Anwendungen,  welche  sich 
von  derselben  machen  lassen,  abgeholfen  wird.  Es  ist  bekannt» 
dass  schon  Leibniz  vielfach  auf  die  grosse  Wichtigkeit  analyti- 
scher Tafeln  hingewiesen  hat;  für  keinen  Theil  der  Analysis  sind 
solche  Tafeln  aber  wichtiger  als  für  die  Integralrechnung.  Die 
ersten  Integraltafeln  lieferte  der  um  das  Stuoium  der  Mathema- 
tik vielfach  verdiente  Meyer  Hirsch  im  Jahre  1810^  und  aiaa 
kann  wohl  sagen«  dass  diese  Tafeln  den  Hauptinhalt  der  damals 
die  Integralrechnung  in  ihrer  Gesamrntheit  repräsentirenden  Werke 
von  Eufer  undLacroiz  darstelHen,  und  deshalb  allen  billigen 
Ansprüchen  entsprachen,  da  sie  jedenfalls  auch  fdr  den  prakti- 
schen Gebrauch  hn  Ganzen  zweckmüssig  eingerichtet  waren.  Diese 
Tafeln  von  Meyer  Hirsch  sind  nun  aber  «ehr  lange  Tergriffen 
«ad  im  Buchhandel  nicht  mehr  zu  }iaben,  was  wohl  Jeder  Lehrer 
dar  höheren  Analysis  und  maneher  Praktiker  schon  oft  nnange- 
nehm  empfunden  hat    W^ir  erinnern  uns  schon  einigemal  Ankfin- 
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digungen  neuer  fotesraltafelii  gelesea  zu'  haben;  aber  kein  solche« 
projectirtes  IJntemehmen  scheint  zur  Ausffihrang  gekommen  9U 
sein,  was  namentlich  rfickslchtlich  der  Tafeln  zu  nedaoern  ist, 
die,  60  viel  uns  lioch  erinnerlich  ist  —  da  uns  in  diesem  Aoeeu- 
blicke  nicht  die  nOthige  Zeit  zu  genauem  literarischen  Nacbsu- 
chuiigen  zu  Gebote  steht  —  vor  einigen  Jahren  der  sehr  verdiente 
und  geschickte  Herr  Professor  Motn  in  Linz  in  den  Astrono- 
mischen Nachrichten  ankündigte,  da  diese  Ankündigung  zu 
«ehr  schonen  Hoffnungen  belrechtigte.  Als  eine  neue  Ausgabe 
der  völlig  vergriffenen  Tafeln  von  Meyer  Hirsch"  Ist  nun  das 
vorliegende,  wohl  auch  in  demselben,  nur  an  einen  andern  Besi- 
tzer übergegangenen  Verlage  erschienene  Werk  in  gewisser  Rück- 
sicht zu  betrachten ,  wenn  auch  die  Gerechtigkeit  gegen  den  jetzi- 
gen Herrn  Verfasser  erfordert,  gleich  hier  zu  bemerken,  das« 
sein  Werk  eigentlich  eine  ganz  s^stständige  Arbeit  ist.  und  io 
vielen  Punkten,^ die  wir  nun  etwas  näher  bezeichnen  wollen,  von 
seinem  Vorgänger  wesentlich  abweicht. 

Zuerst  billigen  wir  es  ganz,  dass  der  Herr  Verfasser  die  Ble- 
ihoden iind  Formeln  zur  Verlegung  der.  gebrochenen  Functionen 
in  PartialbrGche,  mit  denen  Meyet  Hirsch  seine  Tafeln  beginnt, 
ganz  weggelassen  hat^  weit  diese  jedenfalls  nur  in  die  Lehr- 
bficber  der  Integralrechnung  geboren,  und  aus  denselben  erlernt 
werden  müssen.  Nicht,  ganz, einerlei  Meinung  können  wir  mit  dem 
Herrn  Verfasser  darin  sein,  dass  auch  nie  Reductionsformeln, 
von  denen  in  der  Integralrechnung  so  häufiger  Gebrauch  gemacht 
wird,  und  fOr  welche  Meyer  Hirsch  daher  auch  eine  ziemlich 
vollständige  Talel  geliefert  hat,  ganz  weggelassen  worden  sindj 
denn  wenn  allerdings  diese  Formeln  eigentlich  zu  den  Integra- 
tionsmethod^n,  und  deshalb  streng  genommen  in  eine  Samm- 
lung von  Integral formejn  nicht  geboren,  so  ist  es  jedoch  jeden- 
falls sehr  angenehm,  sie  in  den  altern  Täfeln  von  Heyer  Hirsch 
ihres  häufigen  Gebrauchs  wegen  au  ei'nem  Orte  beisammen  zu 
finden.  .Indess  können  auch  in  diesem  Punkte  die  Lehrbucher, 
w^elche-die  Reductionsfornibli)  nothwendig  enthalten  mOssen,  leicht 
zur  Ergänzung  der  Tafeln  dienen ,  usd  wir  wünschen  daher  aus 
unserer  vorhergehenden  Bemerkung  keineswegs  einen  bestimmten 
Tadel  der  vorliegenden  neuen,  gewiss  sehr  verdienstlichen  Tafeln^ 
entnommen  zu  sehen,  da  dem  Herrn  Veriasser  wohl  auch  der 
auf  dem  Titel  angegebene  specielle  Zweck  derselben  gewisse 
Schranken  vorzeichnete.    Rücksichtlich    der    anderen   Abweichun- 

§en  von  den  älteren  Tafeln  von  Meyer  Hirsch  wollen  wir  niia 
en  jetzigen  Herrn  Herausgeber  selbst  reden  lassen: 

„  Bei ,  Ausarbeitung  dieser  neuen  Tafeln  ist  der  im  Unterrichte 
bewährte,  auf  stufenweisen  Fortschritt  vom  Einfacheren  znm  Zu- 
sammengesetzteren gegründete  Plan  der  früheren  Tafeln  im  Gan- 
zen beibehalten  worden,  jedoch  mit  wesentlichen  Abänderungen, 
nämlich: 

1.  Das  den  Tafeln  zu  Grunde  liegende  System  von  aDgemei- 
BCA  Formeln  ist  b  seinen  einzelnen  Gliedern  mehr  entwickelt  end 
in  das  Ganze  verwebt  worden,  indem  theils  jeder  Tafel  die  Ihr 
entsprechende   allgemeine  Formel,    nach  Umständen  Jn  mebrern 
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Gestatten,    vorangestellt  ist,   theils  die  mehrere  Tafeln  sngleich 
um&esenden  Formeln  an  den  gehörigen  Orten  eingeschaltet  sind. 

2.  Die  Zurückweisungen  von  einer  Tafel  auf  die  andere  sind 
auf  ein  geringeres  Maass  beschränkt  worden,  um  überall,  so  lange 
nicht  allzu  grosse  Weitläufigkeit  entstand,  vollständig  ausgereclb- 
nete  Formeln  vorzulegen. 

3.  Intc^ale,  welche  durch  sehr  nalie  liegende  Substitutionen 
in  andere  einfachere  übergehen,  sind  unter  oer  einfacheren  Form 

aofsosHcben.     Dies  gilt  namentlich  von  cien  Formen  /  — TTIä» 

.  *  -  ,  ^^  in  der  ersten  Abthellurig,  welche  man  nur '^ dann 
unmittelbar  in  den  Tafeln  findet,  wenn  m  und  n  keinen  gemao- 
schafUichen  Theiler  haben,  so  dass  a.  B.  I^'TTZa  '^^    ^^^  Form 

wird.    Durch   diese  Unterscheidung  werden  viele  stOrende  Wie* 
derholungen  vermieden. 

4.  Mehrere  Tafeln  dber  bestimmte  Integrale  und  andere  wich« 
tige,  erst  In  neuester  Zeit  entstandene  oder  verbreitete,  analyti* 
sehe  Entwicklungen  sind  in  der  vierten  und  fünften  Abtbeilong 
hinzugefdgt  wotden.  Hier  konnten  auch  ^ie  Beweise  der  Formeln 
nicht,  wie  in  den  anderir  Abtheilungen  ~  wo  sie  nämlich  durch 
Differentiation  der  Integrale  slcl^  von  selbst  ei^eben  — -  fibergan- 
gen  werden;  doch  sind  sie  möglichst  kurz  gefasst  worden,  um 
die  tabellarische  Fo^m,  so  weit  es  anging,  auch  hier  zu  bewahren. 

An  yerschiedenen  Stellen  sind  die  den  trigonometrischen  nach» 

Sebüdeten  hyperbolischen  Functionen  gebraucht  worden,  nämlich 
er  hyperbolische  Sinus,  Cosinus,  Tangens,  Cotangens  von  x,  be- 
zeichnet durch  &inx,  Cofa;,  ^ngXy  Zotangx.  Man  hat  bei 
kanntlich 


€q(x:=^  — -^ —  #  ©In  a:= g — ,  Zan^x  =  -j^ 

Ferner  HtCM' CSin^x)  oder 2rc€in a: = log («  +  Vi* + 1) 
=y^T&j.  aee  Cof.T = log  («  +  V^=I) 

0  • 
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Die  sonstigen  Beaeicbaungen  siod  die  allgemein  üblichen. 

In  allen  fliesen  Punkten  sind  wir  mit  dem  Herrn  Herausgeber 
vollkommen  einverstanden,  qnd  glauben. auch,  dass  er  bei  der  Mit- 
theilung  verschiedener  neuer  Entdeckungen  und  Entwicklungen, 
durch  welche  die  Integralrechnung  in  neuester  Zeit  allerdings 
sehr  erweitert  lind  bereichert  worden  ist,  meistens  das  för  den 
vorliegenden  Zweck  richtige  Maass  getroffen  hat,  wie  s.  B.  mi 
der  fjfnflen  und  letzten  Abtheilung  bei  den  Elliptischen  Functionen» 
wo  er  eich  seiner  eigenen  Angabe  nach  bauptsäofalich  anLegendre: 
Trait^  des  fonctions  elliptiques.  Tome  I.  Paris^  1825. 
gehalten  hat,  wenn  freilich  ancn  die  Tafel  den  j^genwärtigen  lat- 
stand  dieser  wichtigen  Lehre  nicht  vollständig  darstellt,  was  aber 
auch  nicht  möglich  gewesen  sein  wfirde,  ohne  dem' Buche  einen 
ganz  ungcbühriichen  Umfatiiif  geben  zu  müssen,  weshalb  ^Ir,  wie 
Qchon  erinnert,  rucksichtlkh  des  hier  mit  Umsicht  inne  gehalte- 
nen Maa^&ses  ganz  mit  dem  Herrn  Vf.  iibereinstiramen.  Dasselbe 
gilt  von  den  Ganimafunctionen ,  dem.  Integrallogarithmus,  den  £a* 
ler*schen  Integralen  und  anderen  keinem,  wer  mit  den  neueren  Fortr 
schritten  der  Integraireehnung  vollständig  vertraut  ist,  uabekann- 
ten  bestimmten  Integralen,  wobei  wir  jedoch  im  Interesse  der 
Wissenschaft  an  sich  den  Wunsch  nicht  unterdrücken  können» 
dass  es  einmal  dem  Herrn  Vf.  oder  einem  andern  mit  den  neue- 
ren Fortschritten  der  Integralrechnung  vollständig  vertrauten  Ge« 
lehrten  gefallen  möchte,  ein  zweckmässig  geordnetes  vollständiges 
Verzeichniss  aller  bis  jetzt  gefundenen  bestimmten  Integrale,  idso 
mit  anderen  Worten  eine  besondere  Tafel  der  bestimmtes  inte* 
grale  zu  liefern,  mit  einer  kurzen  Nachweisung  der  Quellen,  wo 
sich  dieselben  entwickelt  finden;  ^o  viele  Schwierigkeiten  eine 
solche  Arbeit  auf  der  einen  Seite  haben  dürfte,  so  nätzlich  wfirde 
0se  auf  der  andern  sein.  In  der  vorliegenden  Tafel  scheint  uns 
Indess,  ohne  dieselbe'  rucksichükh  ihrea  Zweckes  ungeböhHiGh 
ausdehnen  zu  müssen,  auch  för  die  bestimmten  Integrale  hiniet« 
chend  gesorgt  zu  sehn« 

Zum  Sehhisse  wollen  wir  nun  bloss  noch  bemerken,  dass  wir 
allerdings  in  einer  Beziehung  noch  eine  Vervollständigung  der 
vorliegenden  Tafeln  gewünscht  hätten,  die  denselben  auch  ohne 
zu  grosse  räumliche  Ausdefaoung  derselben  leicht  hätte,  gegeben 
werden  können,  und  nach  unserer  Meinimg  auch  namentlich  dem 
auf  dem  Titel  angegebenen  speciellen  Zwecke  dieser  Tafeln  sehr 
förderlich  ^wesen  sein  würde.  IVIan  weiss  nämlich,  wie  um^e* 
mein  wichtig  für  alle  Anwendungen  der  Integralrechnung  die  Me- 
thoden zur  näherungsweisen  Ermitfelung  bestimmter  Integrale  sind. 
Fassen  wir  z.  B.  nur*  einen  für  Deutschland  gerade  gegenwärtig 
überaus  wichtigen  Ciegenstsnd,  die  Schiffsbaukunst  und  das  Schiffs* 
manoeuvre,  ins  Auge,  so  finden  die  genannten  Methoden  z.  B. 
bei  der  Bestimmung  des  cubischen  Inhalts  der  Schiffe,  der  Schiffs- 
aichung,  der  Bestimmung  des  Wasserpasses ,  bei  der  Ermittelung 
des  Schwerpunkts,  der  jso  höchst  wichtigei»  Stabilität  der  Schiffe, 
ihrer  Trägheitsmomente  Behufs  des  Schwankens   und  Stampfens 


der  Schiffe  (ronlis  et  fangage»)^  aeUwt.auoh  dee  Wideretundes 
u.  8.'  w^  die  wieliiigdte  Amvenduog,  und  flberbaupt  in  keinen  TheU 
der  Sdiiffebaukimcit  ist  eine  gehdrig  wisseud^ciiaftllcli  begründete 
EiDsicht  mOglich,  öboe  eine  voUstfiudige  Kenntoiss  der  zur  Er- 
mittelung der  Werthe  bestimmter  Int^graie  erforderlichen  Metho- 
den zu  besitzen.  Wenn  sich  nun  auch  freilch  von  diesen  Metho- 
den gewissermassen  dasselbe  sagen  Ifisst,  was  oben  von  den 
Methoden  snr  Zerlegung  der  gebrochenen  Functionen,  in  einfache 
Bruche  na^  von  den  Reducfionsformein  gesagt  worden  ist,  so  hat* 
ten  wir  doch  gewünscht,  dass  wegen  ihrer  so  überaus  grossen 
Wichtigkeit  für  alle  Anwendungen  der  Integralrechnung: 

1.  den  Formeln  und  numerischen  Coefficienten  von  Cotes 
(Aestimatio  errorum  in  mixta  ma-thesi  etc.  auctore  Ro- 
gero  Cotes^  Lemgo viae.  1768.  8.  p.  86.  in  der- besonderen 
Abhandlung:  De  methodo  differentiall'  Newteniana.); 

2.  den'  mit  diesen  Cotesiscben  Formeln  in  naher  Beziehung  ste- 
henden, nach  unserer  Meinung  eben  so  wichtigen  Correctioosfor* 
wein  und  numerischen  Coefficienten  von  Stirling  (Method us 
differentialis:  sive  Traciatus  de  sumraatione  et  iater« 
polatioue  s^rierum  infiaitarom.    Londini.   1730.    pag« 

und  endlich 

3»  den  berflhmten  Formeln  und  numerischen  Coefficienten  von 
Gau^s  (Methodus  nova  integralium  valores  per  appro- 
^iiaatioaeoa  inveaieHdi  in  den  Commentatioaes  socio* 
/tatia  regiae  scientiaram  Gottingensis  recentiores. 
•Vol.  Ul.  Gottiogae.  181.6.  pag.  39.},  welche  als  eine  buchst 
wichtige  Erweiterung  der  Cotesiscben  Formein  zu  betrachten  sind; 

eine  besrondere  Tafel  gewidmet»  und  die  Art  der  Anwendung 
dieser  Formeln  kurz  erklärt  und  etwa  durch  ein  Paar' Beispiele 
erläutert  worden  wäre,  wodurch  gewiss  der  sehr  zu  wfinschenden 
EinfShrung  dieser  Formeln  in  die  verschiedenen  Zweige  der  Pra- 
xis wesentlicher  Vorsrhub  geleistet  worden  wäre;  auch  wurde 
eine  kurze  Hindeutung  auf  die,  als  ganz  specielle  Fälle  der  obi- 
gen Formeln  zu  betrachtenden  Formeln  von  8impison  oder 
Chapnian,  die  schon  In  der  Praxis  aUgemein  Eingang  gefun- 
den haben,  ohne  zu  vielen  Raum  in  Anspruch  zu  nehmen,  zu 
geben  leicht  mOglich  gewesen  sei^.  Vielleicht  entschilesst  sich 
der  Herr  Verfasser,  seine  Tafel  durch  eine  kleine,  in  gleichem 
Format  eedrackte  Tafel  aller  dieser  Formeln  iii»ch  zu  vcrvoilstän* 
digen ,  die  dann  jeder  Besitzer  des  vorliegenden  Buchs  demsel- 
ben feicht  noch  anbinden  lassen  kann. 

Wir  scbliessen  mit  der  bestimmten  Hoffnung,  dass  das  vor- 
liegende Buch,  welches  einem  wesentlichen  Bedurtnisse  auf  zweck- 
mässige Weise  abhilft,  viele  Käufer  und  eise  weite  Verbreitung, 
die  es  in  der  That  auch  vollkommen  verdient«  finden  wird.  Der 
Druck  und  überhaupt  die  äussere  Ausstattung  ist  sehr  scli5n,^nnd 
die  Zahl  der  S.  V.  und  S.  VL  angezeigten  Drückfehler  ist  mit 
Rücksicht  auf  die  Schwierigkeit  des  Drucks  nicht  gross. 
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Programin  des  Hersoglichen  Realgymnasioms  aiu 
Gotba,  nerausgegeben  Ostern  1849.  Innalt:  Elemen- 
iar-€  Entwicklung  der  GaussiMchen  Methode  y  die 
Werthe  begtenzter  Integrale  durch  Näherung  lu  fin^ 
den.     Vom  Professor  Bret^ehneider. 

Der  Herr  Verfasser  hat  in  dieser  ausgezeichneten,  eine  wei- 
tere Bekanntwerdung  sehr  verdienenden  Schalschrift  eine  eleiüen« 
tare  Entwicicelung  der  berühmten  Gaussischen  Methode ».  die 
Werthe  begrenzter  Integrale  zu  finden  (Methodus  nova  iotegraliuni 
valores  per  apnroümationem  inveniendi  in  den  «Corom.  Soc.  Reff. 
Gott,  recen^.  Vol.  III.  1816.  p.  39.)  gegeben ,  und  sich  dadurch 
um  die  weitere  Verbreitung  dieser  auch  för  die  Praxis  sehr  wich- 
tigen Methode,  welche  die  Cotesischeu  Formeln  unter  sich  be- 
greift, ein  sehr  wesentliches  Verdienst  erworben,  weil  das  Stu- 
dium der  Gaussischen  Abhandlung  wegen  der  vielen  darin  ange- 
wandten analytischen  KunstgHffe,  die  meistens  siemHch  versteckt 
Degen ,  mit  manchen  Schwierjffkeiten  verknflpft  ist  Auch  hat  der 
Herr  Verfasser  in  dieser  Abhandlung  einen  Beweis  a  priori  ge- 
'  geben,  dass  die  Endpunkte  der  Abscissen  von  den  Grenzen  paar- 
weis gleichweit  entlernt  sind,  welcb^  sich  in  der  Gausslscheii 
Abhandlung  nicht  findet,  und  ist  auch  in  der  allgemeinen  Bestim- 
mung der  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung  Nr.  ISu  S.  9. 
seiner  Schrift  weiter  gegangen  als  die  Abhandlung  von  Gauss. 
Wir  wünschen  daher  dieser  sehr  verdienstlichen  Schrift»  welche 
der  Herr  Verfasser  vielleicht  künftig  noch  einmal  weiter  ausar- 
beiten wird,  eine  möglichst  weite  Verbreitung,  und  namentlich 
auch  eine  Berücksichtigung  ron  Seiten  der  Praktiker,  die  bei  der 
näherungsweisen  Bestimmung  der  Werthe  bestimmter  Integrale 
diese  alTgememe  Methode,  und  die  In  derselben  Hegenden  speci- 
eilen  Methoden  häufiger  als  bisher  anwenden  sollten. 


O  e  o  m  e  t  r  i  e. 

In  dem  Programm  der  Realschule  im  Waisen^aose  au  Halle 
bat  Herr  Dr.  A.  Wiegand  S.  42.  --  S.  48.  die  wichtigsteD  der 
in  Prima  segebenen  georaetriaehen  und  trieonometriscben  Aufga^ 
ben  mltge^beilt,  welches  jedenfalls  eine  sehr  nachahmungsweräe 
Einrichtung  Ist,  weil  dadurch  die  verschiedenen  Lehranstalten  sic( 
gegenseitig  besser  kennen  lernen,  und  man  auf  diese  Weise  nach 
unjd  nach  eine  sehr  werthvoile  Sammlung  mathematischer  Uebungs- 
aufgabeo  erhalten  muss,  die  sich  zugleich  dadurch  besonders 
empfiehlt,  dass  die  in  deraelben  enthaltenen  Aufsahen  sämmtlich 
in  der  Praxis  sich  als  Bildungsmittel  wirklich  bewährt  haben. 
Dem  Herrn  Dr.  Wiegand  werden  daher  mit  uns  'sich  gewiss 
^uch  noch  andere  Lehrer  fSr  diese  9fter  zu  wiederholenden  Mit- 
thellungen  verpflichtet  filhlen. 


M5 


Astronoinle. 

Sloria  cele«te  del  R.  Oaservatorio  di  Palermo  dal 
1792  al  t813.  Parte  secooda  1803  —  1813.  Tomo  «et- 
timo  4806—  1806.  Vienoa  1848.  4.  Auch  unter  dem 
Xitel:  Annalen  der  k.  k.  8teruwarte  In  Wien.  Nach  den 
Befehl«  Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten 
herausgegeben  von  C.  L.  von  Littrow,  Director  der 
Sternwarte  und  G.  Professor  der  Astronomie  an  der 
k. 'k.  Universität  zu  Wien  u.  s.  w.  und  F.  Schaub,  Ad 
juBct  der  Steruivarte.  30ster  Theil.  Neuer  Folge  10 
Band.  Enthaltend  Piaszi's  Beobachtungen  in  den  Jah 
r#n  1805  und  1806.  Wien.  1848.  4.  (]tf.  vergL  Litera'r.  Ber 
Nr.  XLIV.  S,  626.) 

Wir  freuen  uns  sehr,  auch  in  der  jetzigen»  den  Wissenschaf* 
teo  wenieer  gfln^tigen  Zeit  wieder  eine  Fortsetzung  dieses  muh- 
sameDy  aber  ßir  die  Wissenschaft  wicbtieen  Werks  anzeigen  zu 
können,  'und  wunscheu  dem  trelfllchen  Herrn  Herausgeber  von 
Herzen 9  dass  es  ihm  gelingen  möge,  dasselbe  bald  glucklich  zir 
Ende  zu  fuhren »  wofflr  ihm.  der  Dank  aller  Astronomen  nicht  ent 
g^ben  wird. 


Physik. 


Jahresbericht    Qbec    die    För^tschritte    der    reinen, 
pharroaceutisclien  und   technischen  Chemie,   Mineralo- 

6ie  und  Geologie.  Tlnter  Mitwirkung  von  H.  Buff,  E. 
ieffenbach,  C.  Ettling,  F.  Knapp,  H.  Will,  F.  Zam- 
miner  herausgegeben  von  Justus  Liebig  und  Hermann 
Kopp.  Für  1847  und  1848.  Erstes  Heft.  Giessen.  184U 
8.    1  Thir. 

Wenii  auch  dieser  Jahresbericht,  wie  es  seinem  Titel  nach 
scheint,  haiiptsächlich  die  Chemie  in's  Auge  fassen  dürfte,  so 
verbreitet  er  sich  doch  auch ,  wie  schon  das  vorliegende  erste 
Heft  deutlich  zeigt,  sehr  ausl&hrllch  über  die  Fortschritte  der 
Physik  in  dem  auf  dem  Titel  angegebenen  Zeiträume,  und 
derselbe  darf  daher  in  diesem  Literarischen  Berichte  nicht  uner- 
wähnt bleiben.  Ja  wir  k&nnen  selbst  sagen,  dass  er  uns  von 
aMen  derartigen  Bachern,  die  uns  bis  jetzt  zu  Gesiclit  gekommen 
sind,  80  viel  Verdienstliches  dieselben  auch  ilbrigens  haben  mö-  ' 
gen,  insbesondere  auch  seiner  grossen  Vollständigkeit,  und  der  Ub»- 
sicht  halber,  mit  welcher  er  aueenfilltlg  gearbeitet  Ist,  am  besten  ge« 
faUeü  hat,  weshalb  wir  ihn  allen  Lesern  des  Anchivs  ganz  besoa« 
ders  empfehlen.  Von  nnserni  wissenschanilchen  Standpunkte  aus 
geschieht  dies   auch   hauptsächlich    noch    deshalb,   weil  er   viel 
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mehr  als  irgeod  ein  anderes  Buch  dieser  Art  die  mathemati'sche 
Seite    der  Physik  mit   grosser  Umsicht  berücksichtigt,    und  die 
Resultate  der  mathematteehei»  OBtersuehimgen  oder  der  mit  ijülfe 
des  Caiculs    geführten    fixperiroeiitaluntersuchun^en  so  weit^  mit- 
theilt,    dass    man   eine   deutliche    Einsicht  in    deren   eigentlicheti 
Zweck  erhält,  und,  wenn  man  eslBehuls  irgeiut  einer  verhallen- 
den Untersuchung  iur  ni»thi^  finden  sollte,    immer  leicht  lu  den 
ursprünglichen  Quellen  zurückzugehen  im  Stande  ist    Wir  spre- 
chen es  daher  mit  voller  Zuversicht  aus ,  dass  wir  diesen  Jahres- 
bericht namentlich  für  jeden  nmthematischen  Physiker  fiir  ein  on- 
entbehrliches  üülfsroittel,  und  hei  Weitem  föf  das  Eweckroässigste 
Buch  dieser  Art  halten,   was  bis  jetzt -existirt;    dies  hier  su  be- 
merken, war  um  so  mehr  nuthig,  weil  der  Titel  des  Buchs  leicht 
gerade  zu   der   entgegengesetzten  Ansicht   —   dass  nftmtich  die 
mathematische  Seite   der  Physik  wenig  Beachtung  in  demselben 
gefunden   habe  —  verleiten    könnte.     Die   mathematische   Physik 
wird  und   muss  es   den  geehrten   und  verdienten  Herren  Heraus- 
gebern ganz  besonders  Dank  wissen,  dass  sie  sich  ihrer  so  sorg- 
tllltig,  und  bei  Weitem  mehr  als  alle  bisherigen  Herausgeber  ähn- 
licher   Bücher,  angenommen  haben.    Wir  sehen  daher  auch  den 
folgenden   Helten,    für  welche  z.   B.  noch  der  grosste  Theif  der 
mathematischen  Optik   zurück  ist,   mit  grossem  ^'erlangen  entge- 
gen,   und   wünschen  sehr,    dass  dieselben  recht  bald  er«scheineu 
mögen.     Um  unser  vorhergehendes  Urtheil  zu  best&tigen,    wollen 
wir  namentlich    liir    Leser  im    Auslande,    denen   das  Buch   nicht 
selbst  sogleich  durch,  den  Buchhandel  in  die  Hände  kommt,    den 
Inhalt  des  vorliegenden  Hefts  vollständig  an«^eben:  „IVlolecular- 
wirkungen.     Abhängigkeit  der  Cohäsion   der  Flüssigkeiten   und 
der  Capillaritätshohe  von  der  Temperatur.  Veränderung  der  Form 
der  Oberfläche  von   Flüssigkeiten    durch   andere.     Capillarsenkung 
des  Quecksilbers.    Endosmose,  -—    Atomlehre.    Krystallisation. 
Krystallographie.    Beziehungen    zwischen    Zusammensetzung   und 
Krystallform;  Isomorphismus,  Dimorphismus.  Specifisches Gewicht; 
Bestimmung  desselben  bei  festen  Körpern .  Flüssigkeiten  und  Ga- 
seri.  ßeziehiingen  zwischen  Zusammensetzung  und  spec.  .Gewicht 
— :  Spec.  Volum.  —    Wärmelehre.    Wärmequellen;   Wärmeent- 
wickelung bei  ehemischen  Verbindungen.   Mechanisches  Aeouiva- 
fent    der   Wärme.     Ausdehnung    durch   die  Wärme.     Speclnsche 
Wärme;  Scitmelzen,  latente  Schmelzwärme.  Sieden;  latente  Dampf- 
wärme.   Beziehungen   zwischen  chemischer  Zusammensetzung  und 
Siedepunkt. V Spannkraft  der  Dämpfe;  Thaubildung;  hygrometrische 
Apparate.  Wärmeleitung.  ^Wärmestrahlung.  —  Bewegungslehre. 
Ueber  Kräfte  im  Allgemeinen.  Gleichgewicht  starrer  Korf>er,  Ela- 
sticität   und   Festigkeit.     Gleichgewicht    tropfbarer  Flüssigkeiten; 
Zusaramendrückbarkeit  derselben.  Gleichgewicht  gasförmiger  Flfis« . 
sigkeiten;    Zusammendrßckbarkeit    derselben.    AÜgemeine  Bewe- 

Eingslehre.  Bewegung  starrer  Körper.  Bewegung  tropfbar  flüssiger 
orper.  Bewegung  gasförmiger  KOVper.  Dynamik  der  Erde.  The- 
orie der  Maschinen.  Apparate.  —  Akustik.  Schallgeschwindigkeit 
Tonscbwingungen  von  Stäben  und  Saiten.  Tuue  durch  den  elec- 
trisehen  Strom  veranlasst  Physiologische  Akustik..  Apparate.  •*- 
Optik.  Lichtquellen.  Theorie  des  Lictites.  Gradfioige  .Fortpflan- 
zung des  Lichtes;  Aberration,  Interferenz,  Beugung.  Zurflck- 
werfung  des  Lichtes;   Polarisation.  New'.tonsche  Farbenringe.   iri« 
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wes.  Einfache  BrecboDff  des  Li<:htes.  Farbensercrtreuimg.  Natür- 
liche FarheD.  Doppelte  Brechung;  Polarisation  durch  doppelte 
Brechung.  Optik  der  Atmosphäre.  Optische  Apparate.  Physiologi- 
sche Optik,  Bau  und  optiscbe  Eigenschaften  des  Auges.  Gesichts- 
fehier.  Theorie  des  Sehens.  Subiective  Farben.  Optische  Täu- 
schungen. Chemische  Wirkungen  des  Lichtes.  Chemische  Wirkun- 
gen der  verschiedenen  Farbenstrahleo.  — 

Wir  ^einsehen  schliesslich  nochmals  recht  sehr,  dass  dieses 
-  verdienstliche  Unternehmen  einen  ungehinderten  und  schnefllen 
Fortgang  haben  möge,  und  empfehlen  es  namentlich  auch  allen 
denen,  «reichen  keine  grossere  Bibliothek  zuGelioto  steht»  folglich 
insbesondere  auch  Lehrern  an  höheren  Unterrichtsanstalteo  je- 
der Art. 


Vermlsclite  S<!lirlltl;en« 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  XLVIIL 
S.  676.). 

Fünftes  Hefte'S.  6.  Haidingerj  Ueber  die  Ursachen  der 
X Erscheinung  der  Polarisationsbfischel.  —  S.  53.  Koller:  Nach- 
richt über  das  am  18.  October  in  Kremsmünster '  gesehene  Nord- 
licht. —  S.  55.  Kreil:  Bestimmung  einiger  Längenunterschiede 
mittelst  des  elektrischen  Telegraphen. —  S.  69.  Burg:  Ueber  die 
am  Z7.  Juli  I.  J.  auf  der  Kaiser  Ferdinands-Nordbahn  Statt  gefun- 
dene Explosion  der  Locomotive-^  5,  Jason '^  —  /S.  103.  Schön- 
bichlers  Multiplicationsregister.  —  8.  133.  Res I  hu  ber:  Beob- 
achtungen während  der|  Nordlichter  am  18.  October  und  17.  No- 
vember 1843  auf  der  Sternwarte  zu  Kremsmünster: 

Jahrgfing  1849.  Jänner-Heft.  S.  8.  SchrQtfer:  Ueber 
Wagen  des  Mechanikers  Kusche.  Eine  Wage  dieses  Künstlers, 
welche  nur  34.  Fl.  Cr-M.  kostet,  zeigt  bei  einer  Belastung  von 
Einem  Pfund  auf  ^  jeder  Schale  noch  fünf  Milligramme  deutlich 
an.  —  S.  16.  Gintl:  Antrag  zur  Hilfeleistung  bei  der  Einrichtung 
der  meteorologischen  Observatorien.  —  8.  28.  Baumgartner: 
Vorschlag  zur  Veranlassung  einer  Telegraphenlinie  zwischen  Klo- 
stemeuburg  und  Wien.  —  o.  29.  Kreil:  ISntwurf  eines  meteoro- 
logischen Beobachtungssystems  för  die  österreichische  Monarchie. 
III  Abschnitt. 
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"^The  Cambridge  and  Dublin  matbeinatioal  Joorttal. 
fidtted  by  W.  Thomson,  M.  A*  F.  R.  S.  E.  Vergl.  Lite- 
rar.  Bericht  Nr.  XLVllL   S.  675. 

No.  XX.  Mathematical  Note.  Contioaed.  -^  On  Symbolical 
Geometry.  Conttnued.  By  Sir  William  Rowan  Hamilton*  — 
On  the  Triple  Tangent  Planes  of  Surfaces  of  tfae  Tbird  Order« 
Bv  Arthur  Cayley.  —  On  the  Order  of  certain  Systems  of 
Algebraical  Eonattons.  By  Arthur  Cayley.  — *  On  a  Point  in 
the  Solution  of  Linear  Differential  Eqnations.  By  Augnstus  De 
Morgan.  — On  the  Relation  beti^-een  Different  Curres  and  Cones 
connected  with  a  Series  ofConfocal  Elltpsoids.  ByJohn  Y.  Rat- 
led ge.  —  On  the  Focal  Generation  oT  Surfaces  on  tbe  Second 
Order.  By  the  Rev.  Wm.  A.  WillocL  —  Exercices  in  Quater- 
nions.  By  Sir  William  Rowan  Hamilton.  —  On  the  Equili- 
brium  of  a  Floating  Body.  By  Richard  Townsend.  —  On 
the  Cone  Circumscribing  a  Surface  of  the- m(k  Order.  By  tbe 
Rew.  George  Salmon. —  On  Geodesic  Lines  traced  on  an  Sur- 
face of  the  Second  Degree.  By  Andrew  S.  Hart —  On  Attrac- 
tlons,  and  on  Clairaut's  Theorem.  By  G.  G.  S tokos.  -^  No. 
XXL  will  be  published  on  tbe  Ist  of  November ,  1849. 


ülterarlisclter  Berielit« 


(Dte  interMsanteii  Hitthellongeo  ans  Johann  Bernoulli's  eignen  Anf- 
zclchnungen  fiber  sein  Leben  haben  in  dieser  Nummer  des  Literarischen 
Berichts  so  Tie!  Raum  eingenommen,  dass  Terschiedene  erscliienene, 
sqm  Theil  wichtige  Schriften  haben  fur's  Erste  noch  cnrücligelegt  wer- 
den taö^sen;  in  der  nächsten  Nummrec  des  Liter.  Bericht«  werden  aber 
alle  diese  Schriften  angezeigt  werden)« 


'  A  r  1 1  li  m  e  1 1  K^ 

Lehrbuch  der-Differ€atial-  ond  Integralrechnung 
von  Navier,   Mitglied  der  Akademie,   Professor  an  der 

tofrytechnischen  Schule  ^u  Paris  e:tc.  Mit  Zusätzen  von 
iouTille.  Deutsch  herausgegeben,  und  jnii  einer  Ab- 
handlung der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  beglei- 
tet von  Dr.  Tlieodor  Wittstein.  Zweiter  Band.  Uanno^ 
ver.  l84g.Ä    1%  Thir. 

Wir  freuen  uns,  das  Erscheinen  des  zweiten  Theils  dieser 
vorzfiglichen Uebersetzung  des  R^su-me  des  le^ons  d'Analyse 
donni^es  h  lecole  poiytechnique  uar  M.  Navler.  Paris, 
1^40.  1841.  anzeigen  zu  kunn^i^  welchem  ganz  dasselbe  zur 
Empfehlung  dient,  was  im  Liter.  Ber.,  JSr.  XLll.  S.  GOO.  von  dem 
ersten  Theile  gesagt  worden  ist.  \  Die  Zusätze  haben  folgende 
Ueberscbriften:  I.  der  Uest  der  Taylor'schen  und  der  Maciaurin- 
schen  Reihe.  11.  Brüche,  welche  unter  die  Form  §-    fallen.     III. 

Die  Euler'scben  Integrale.  IV.  Ar^genäberte  Berechnung  des  Pro- 
dukts 1.2. 3. 4»...^,  wenn  x  sehr  gi^ss  ist.  V'.  Ariii^endun«;  der 
Theorie  dier  doppelten  Integrale  auf  den-  Beweis  ehies  Lehrsatzes 
iler  Aigehrm.    (Es  ist  dies  nämlioh  Jer   beriihtnte  dritte   Beweis 
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des  Fandamentaltheoreros  der  Theorie  der  algebraischen  Glelchon- 
gen  von  Gauss  io  den  Oomm.  soc.  scientiar.  Gottingen- 
iiis  recentior.  Tom.  111.).  Vi.  Integration  einer  gewissen  Gat- 
tung von  Differentialgleichungen.  Endlich:  Die  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  von  dem  Herrn  Uebersetzer,  bei  deren  Darstellung, 
was  hauptsächlich  die  theoretischen  Grundlagen  betrifft,  der  Herr 
Uebersetzer  sich  vorzugsweise  an  die  GrundzAse  der  Wahr 
scheinlichkeitsrechnung  von  Hagen.  183/.  gehalten  hat» 
wobei  aber  doch  die  ganze  Arbeit  als  eine  eigen thiimliche  Arbeit 
des  Herrn  Uebersetzers  zu  betrachten  ist.  Die  Darstellung  dieser 
för  die  praktische  Anwepdung  so  wichtigen  Lehre  ist  sehr  deut- 
lich, und  verleiht  dem  Buche,  welches  vorzüglich  bestimmt  ist, 
lim  auf  einer  praktischen  Lehranstalt  als  Grundlage  fBr  die  Vor- 
lesungen gebraucht  zu  werden,  ausser  seinen  sonstigen  Vorzögeu 
noch  einen  besonderen  Werth.  Ueberhaupt  hat  der  mit  den  neue- 
ren Fortschritten  der  Analysis  und  ihrer  stren^ren  BegrflnduDg, 
die  leider  immer  noch  manche  aus  einer  nicht  volwtiindteen 
Kenntniss,  oft  aber  auch  aus  völliger  Unkenntnis«  der  Sache  her- 
vorgegangene Widersprüche  von  Leuten^-  die  den  alten  Schlendrian 
lieben ,  erfahren  muss ,  vollständig  vertraute  Herr  Uebersetzer 
Alles  geleistet,  was  man  von  einer  solchen  Arbeit  billigerweise 
verlangen  kann;  und  diese  Uebersetzung  wird  daher  auch  das 
Ihrige  zu  der  sehr  zu  wünschenden  iroiner  allgemeinern  Verbrei- 
tung der  neuern  Behandlungsweise  der  Analysis  jedenfalls  bei- 
tragen. 

Lehr-  und  Handbuch  der  Algebra,  verfasst  für  den 
Unterricht  an  der  k.  k.  Ingenieurs- Akademie  in  Wien, 
gleichzeitig  für  das  Selbststudium  eingerichtet.  Von 
Dr.  Alexander  Morgante.  Wien  1849.  8.   1  Thir.  16  Sgr. 

Ein  deutliches  Lehrbuch  mit  recht  vielen  zweckmässigen 
Uebungsaufgaben ,  das  seinem  Zwecke  w^ht  entsfirechen  wird; 


P  li  y  8  I  kl 

Physikalisches  Lezicon.  EncyklopSdie  der  Physik 
und  ihrer  Hülfswissenschaften:  der  Technologie,  Che- 
mie, Meteorologie,  Geographie,  Geologie,  Astrono* 
mie,  Physiologie  etc.  naeh  aem  Grade  ihrer  Verwandt- 
schaft mit  der  Physik.  Zweite  Auflage.  Von  Oswald 
Marbach.   Erste  Liefernng.  Leipzig  1849.  8. 

Wir  dürfen  dieses  Werk  als  aus  seiner  ersten  Auflage  hin- 
reichend bekannt  voraussetzen,  und  begnügen  uns  daher  zu  be- 
merken,   dass  diese  neue  Auflage  mehr  als  eine  solche,    nftmlieli 
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als  eine  vOlllge  Umarbeitung  der  ersten  Auflage  zu  betrachten  ist, 
wobei  der  Herr  Verfasser  das  Werk  einem  streng  wissenschaftli- 
chen .  Standpunicte  noch  näher  als  in  der  ersten  Auflage  zu  fuhren 
beabsichtigt,  und  daher  in  dem  Vorwörter  den  Namen  eines  ^ po- 
pulären Werks '^  —  diesen  Ausdruck  in  der  meistens  gewöhnli- 
chen Bedeutung  genommen  —  zurückweist.  So  viel  sich  nach  der 
ersten  Lieferung  nrtheilen  lässt;  scheint  die  Bearbeitung  der  ein« 
seinen  Artikel,,  wenn  auch  in  Rficksicht  auf  Ansfährlichkeit  etwas 
ungleich,  für  alle  diejenigen,  denen  das  grosse  Gehler'sche  Wör- 
terbuch entweder,  namentlich  rflcksichtlich  der  Anwendung  der 
Mathematik,  zu  weit  geht,  oder^zu  theuer  ist,  ganz  zweckmässig 
zu  sein,  worüber  sich  jedoch  erst  sicherer  urtheilen  lassen  wird, 
wenn  eine  grossere  Anzahl  von  Lieferungen  vorliegt 

Die  periodischen  Storoschnuppen  und  die  Resul- 
tate ihrer  Erscheinungen,  abgeleitet  aus  den  während 
der  letzten  10  Jahre  zu  Aacfien  angestellten  Beobach- 
tungen, von  E.  Heis,  Oberlehrer  der  Mathematik,  Phy- 
sik und  Chemie  an  der  kömbinirten  höheren  Bürger- 
und Provinzial-^ewerbschule  zu  Aachen.  Coln  1849. 
4,    10  Sgr. 

Eine  sehr  lesenswerthe  Schrift,  welche  ausser  ihrem  auf  dem 
Titel  angegebenen  Hauptinhalte  auch  lehrri^icbe  Betrachtungen 
über  Stemschnappen  im  Allgemeinen,  namentlich  über  die  perio- 
dischen, und  eme  ziemlich  ausführliche  und  sehr  deutliche  Dar- 
stellung der  von  dem  Herrn  Verfasser  ^befolgten  Methode  zur 
Beobachtung  der  Sternschnuppen,  Aufsuchung  ihrer  Richtung  und 
ihres  Ausgangspunktes,  und  zur  Bestimmung  der  wahren  Bahn 
der  Sternschnuppen  aus  correspondirenden  Beobachtungen  enthält. 
Insbesondere  In  letzterer  Beziehung,  abgesehen  von  den  aus  den 
in  Aachen  angestellten  Beobacihtungen  und  Rechnungen  gewonne- 
nen Resultaten,  die  am  Ende  übersichtlich  zusammengestellt  wor« 
den  sind,  verdient  die  Schrill  allen  denen,  die  sich  gelbst  mit 
Beobachtungen  der  Sternschnuppen  zu  beschäftigen  gedenken,  zmr 
Beachtung  recht  sehr  empfohlen  zu  werden. 


Vermtsclite  fiksliriften. 


Mittheilüngen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern.  Nr.  13L  bis  Nr.  155.  (Vom  15.  Juli  1848.  biä 
3L  März   1849.) 

(M.  vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  XLVUL). 

L.  Schlaf li,  Ueber  eine  durch  zerstreutes  Licht  bewirkte 
InterfereDserschelnung  (Nr.  131.  und  132^). 
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Derselbe,  Ueb^r  die  e&nfaehste  Art,  die  Oifferentialelel- 
chungeii  erster  Ordnunv,  durcb  welche  die  Si5ruiigeo  der  «Itip- 
tlschen  Elemente  einer  Planetenbahn  bestimmt  sind  >  ausziidrilckeii. 
(Nr.  131.  und  132.). 

M.  Perty,  Ueber  die  Entwicklung  einiger  Infusorien.  (Nr.  133. 
und  134.). 

R  Wolf,  Nachrtehten  von  der  Sternwarte  in  Bern.  (Neue 
Gestaltung  der  Sternwarte).  (Nr.  135.)^, 

Derselbe,  Notizen  zur  Geschiebte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz. 

Dieser  sehr  worth  volle  Aufsatz  enthält  Bruchstücke  aus  einer  Le- 
bensbeschreibung Johann  I  Bernoulli's ,  die  .  Johann  Bemoulli 
selbst  aufgesetzt  hat.  Diesen  Lebensabriss  tbeilen  wir  im  Folgen- 
den Tollstlndigmit,  da  er  jedenfalls  für  die  Geschichte  der  Ma- 
thematik von  Wichtigkeit  ist.  Sollte  Herr  R.  Wolf  noch  mehrere 
dergleichen  Bruchstücke  auffinden,  so  würde  er  durcb  deren  Mit- 
theilung die  Mathematiker  sich  gewiss  in  hohem  Grade  ver- 
binden. 

SSrinnerani^^eii  an  JFoltaiui  I  Bernonlil  aus  Hasel. 

Von  Herrn  R.  Wplf  in  Bern, 

Bereits  sind  100  Jahre  seit  dem  Tode  Johann  I  BernouUi  ver- 
flossen; aber  noch  immer  lebt  der  Name  dieses  Mannes,  den 
seine  Zeitgenossen  als  ihren  Archimedes  verehrten«  der  während 
mehr  als  SU  Jahren  die  Hauptstütze  roatheinatiscber  Bildung  und 
Forschung  war,  —  der  jEuler,  Varignon,  Daniel  Bernoulli,  Hos- 
pital, Haller,  Maupertuis,  König,  Kramer,  Job,  Gessner  etc.  zii 
Schülern  hatte ,  im  Andenken  jedes  Gebildeten ,  dem  die  Mathe-  ' 
matik  und  ihre  Anwendungen  nicht  völlig  fremd  sind^  fort,  und 
die.  Veröffentlichung  folgender  Bruchstücke  einer  von  Johann  1 
Bernoulli  selbst  planirten  Leb  ensbescbreibungi^  welche  ich  unläiigst 
aus  Basel  erhalten  konnte,  darf  sich  sorojt  wohl  einigen  BeiiaU 
versprechen : 

„Je  naquis  k  BSle  le  27.  Juillet  v.  St.  1667,    ätant  le 
lOme  enfant   de  nion   p^re  Nicolas  Bernoulli  et  de  ma  mere 
Margu^rite  SchOnauer,    qui    se   sont  donn^   tout  le  sein  de 
me  oien  clever,    tant  dans  la  räligion  que  dans  les  bonnes 
„moeurs.    Si  je   n'en   ai  pas  bien  proGte,,   ce  n'est  pas  leur 

„faute  mais  la  mienne^^^ 

•  '. 

Nachdem  er  die  uffentlicdien  Schulen  seiner  Vaterstadt  be- 
sucht hatte,  wurde  er  nach  Neuenburg  geschickt,  um  den  Handel 
und  die  französische  Sprache  zu  erlernen : 

„Mais  Dieu,  qui  m'avait  destinä  ^  un  autre  genre  de 
„vie,  me  fit  retourner  dans  la  patrie  au  beut  d*un  an  poUr  y 
„continuer  les  <§tudes  des  helles  lettres  et  des  scienccs.  l/au 
,4685  je  fus  cree  Magister  ou  docteur  en  nhilosopbie,  apres 
„avoir  re^u  un  an  et  deroi  auparavant  le  degrö  de  Bachelier; 
,,ce  fut  pendant  ce  temps  qu'ä  rimttation  et  rifietination  de 
„feu  mon  frere  Jaques  Bernoulli,  je  commenfai  k  m'applit|aer 
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ii  r^ttide  des  mathematiques:  le  plaisir  singuiler  qu#  je  sen- 
,tai«  dana  eette  belle  et  dlTine  spience  ni*y  fit  faire  dea  pro- 
»,gr<§8  avec  mie  rapidite  incroyabla.  Car  en  moins  de  aeux 
„an«  non  aeulement  je  m'^^taia  renda  famitier  presque  touts 
tfleB  anciena  aotears  qui  oat  ^crit  «ur  lea  mathematiques,  mala 
^»anssi  les  ittodarnes ,  corame  la  geometrie  de  Descartes  et  sod 
j,algebre  avec  aea  cotnnientairea.  Apr^s  cea  eommeiiceraens/ 
Bar  «n  hasard  impr^vu  doqs  tomlmni^ä  coDJolntement  moo 
Irdre  at  moi  aur  on  petU  dcrit  de  Mr.  Laibnita  ins<$rd  daoa 
les  actea  de  Leipzic  de  1684,  oiüi  en  5  ou  6  pa^es  seule- 
ment  il  donpe  une  Id^  fort  Ug^re  du  calrul  diff^eniiel, 
ce  qoi  ^tait  ane  ^nignie  platdt  qu'nne  explicatioo;  mais  c'en 
litait  aaaez  poor  nooa,  pour  en  anprofonair  en  peu  de  joara 
»toqt  le  aacret,  t^inoin  quantitö  ae  piöeea  qae  nous  publid- 
mes  eaauite  aar  le  sajet  des  infiniinent  petita.  Apr^s  cette 
„heareaae  d^couverte,  ia  fas  le  pretDier,  qui  aoa^ealt  ä  in- 
,,veiiter  quelqae  liidthöae  paur  remonter  des  quaiitit^  infini- 
yyfneat  petites  aux  fihlea  dont  cellea-lä  soat  les  ^l^mens  ou 
yylea  dlffi^reacea.  Je  dannai  k  eette  m^thode  le  nom  de  cal- 
ffCui  ittiearais  n'en  ayant  point  trouv^  alors  de  plus  conve- 
,,iiable.  Je  voyaia  blen,  qail  ^tait  impoaalble  de  trouver  une 
yytella  ni^thode  qat  fut  abaohiment  g^^rale,  je  ne  laisaai  pour- 
»ytant  paa  de  redaire  ce  cakul  k  dea  r^gfea  g^n^ralea  pour  • 
„certamea  circonatancea.  Quand  je-  (es  comitiuniquais  ä  mon 
„h^re  11  eut  d'abord  de  la  paine  a  lea  admettre,  mala  apr^  y 
„ävoir  r^^hi  plua  mürement  il  y  prtt  du  gout  et  s'en  servit 
,,i]tileinent  pour  rtfaoudre  quelauea  probldmea.  Pour  Ty^  aaimer 
,,d*arantage  ja  Ini  proposai  piuaieurs  probl^mes  physico  -  m4- 
,,caniques»  entre  autre  celal  de  la  cnäinette,  qui  est  de  d^ 
-  j^termlner  la  propri^t^  de  la  eoiirbured'ane  chatne  l^cbe  sus- 
„pendne  pltr  lea  deox  bouta ;  mala  comme  il  ne  put  y  reuaair, 
yypendant  que  je  Tavais  n^solu  pleinement»  je  Tengageal  ä  pro- 
„poser  aux  georoatrea  ce  probl^me  daos  lea  Acttos  de  Leip- 
,,zic,  oü  aprds  uo  temps  considörable  il  ne  parut  que  trois 
,,8olütlons  (conformes  au  fand  entre' elles)  savoir  cejle  de  Mr. 
,yLeib«ita,  eelle  de  Mr.  Buguens  et  la  rolenne;  voir  les  actes 
„de  Leipzic  de  1691.**  -• 

Gegen  Ende  1690  ging  er  nach  Genf,  wo  er  sich  etwa  8  Mo- 
nate aufhielt  und  unter  Andern  Christoph  Fatio^  einem  altern  Bru- 
der   dets*  ihm  später   in  dem  Leibnitz-Newton'schen*' Wettkampfe 
gegenüberstehenden  Nikiaus  Fatio ,  Unterricht  in  den  neuen  Rech-  <» 
nungsmethodeo  gab« 

yyVers  le  comraeneement  de  Tautomne  1691  je  qaittai 
,,Gen^ve  pour  aller  en  France;  apr^s  a^olr  pass^  par Xyen 
9,et  quelques  autres  villes  con8id<$rables  famvai  a  Paris;  le 
.jS^jour  de  cette  capitale  devint  bien  plus  fong  que  je  ne  m*^- 
„tais  proposä,  ce  que  je  dois  atn'ibuer  non  seulement  aux 
»agremetas  avec  lesquels  on  y  passe  son  temps;  mais  sur- 
,tout  ä  la  multitude  de  connaissances  que  j'eus  occassion  de 
»faire  avec  les  plus  illustres  savants  de  cette  grande  vllle. 
»yLa  prämiere  chose  que  je  fis  pour  cela  ce  fut  de  m'adresser 
„au  i^»  Mailebr^nche  chez  les  P.  P.  de  Toratoire ,  qai  ^ant 
,«appris  mon  nom  me  re^ut  avec  nn  accuail  des  piits  tenvrea. 
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„Psa  son  rooyeo  je  me  ü»  bieot^t  connaitre  des  penN>liiieft  \^s 
plus  distiagues  dans  les  seiendes.  Oar  m'ayanl  niarqu^  qa'a 
un  certain  jour  de  la  Bemaiiie  il  y  avait  dez  lui  astfembl^e 
de  gees  saTaots  en  toute  eorte  de  scieoces»  et  rae  priant 
d'y  venir  aossi  autaat  de  fois  qvLii  nie  plairatt»  je  ne  man* 
„qua!  pa8  de  profiter  de  cette  invitation.  La  premiere  fois 
»Que  j*y  fiis»  jeus  le  bonheur  d*y  trouver  Mr«  le  Mq.  de 
,jtHogpiial,  qui  passait  alore  pour  un  des  premiere  matfa^ma- 
,,cieQ6  du  royanme.  Maie  comme  en  ce  terops-lä  toute  la  ma- 
j,tbeniatique  en  Fraoce  se  bornait  4  rastronomie,  la  g^omi^- 
^ytrie  et  lalg^bre  ordinaire»  tellement  qu'ä  peine  oiravait  oui 
„parier  de  nos  nouTeauz  caIcuU»  on  peut  bieo  s'im^iner, 
,,que  dans  la  premi^re  conversation  avee  Mr.  de  THopital  il 
fut  etrangement  eurpria  de  yoir  la  facilit^^  avec  laquelle  je 
resolvais  aur  le  tehaiiip,  comme  en  jouant,  certaine  probro- 
mes  qu'ii  m'avait  propoaö  et  qu  il  avouait  j^tre  insolbble  pour 
Talgebre  commune.  Aprös  deux  ou  trois  eotretiene  qne  nous 
eumes  ensuite  cbez  le  P.  Mallebranche  je  le  mts  totalenient 
dans  le  goüt  de  nos  nouvelles  mi^thodes ;  il  ne  faliait  que  )ui 
„en  ouvrir  la  route  et  le  mettre  au  fait,  afin  de  savoir  les 
^rdgles  pour  pouvoir  s'en  serrir  luirro^me:  11  Tiut  doae\cbez 
,,inoi  me  prendre  dans  son  csffrosse»  pour  aller  dies  lui,  oü 
,^e  commen^ai  k  lui  expliquer  les  principes  du  calcul  diileren- 
„tiel;  inais  non  content  de  mes  le^ons  donn^s  de  vive  volx, 
,,Crai|^nant,  disait-il  de  les  oublier,  il  me  pria  de  les  lui  com- 
„muniquer  par  ^crit.  Je  me  pr^tai  par  complaisance  ä  son 
d^siT,  ne  prevoyant  pas  le  dessein  i|u*il  aurait  de  les  pu- 
blier  un  jour/)  Ainsi  je  lui  apportai  tous  les  deux  jours 
une  legen  ^crite  de  ma  main  en  lattn,  sur  une  feuille  de  4 
pages  in  4P  cbacune.  J'avais  cependant  la  priSvoyance^  de 
,f\e8  faire  copier  par  un  ami  qui  logeait  avec  moi»  "«vant  de 
y^'porter  les  originaux  ^  Mr.  le  M.  de  rflopital/  L'ö^^  sui- 
»,vant  il  partit  avec  Madame  son  ^pouse  pour  se  rendre  dans 
,»une  des  ses  seigneuries  nommi^  Oügues  pr^s  de  Blois;  il 
„m^  pressa  de  lui  teuir  coropagnie  ce  que  je  fis  quoique  avec 
«,quelque  r^pugnance.  Les  3  ou  4  roois  quenous  y  s^jour- 
,,nameSf  furent  employ^s  k  le  fortifier  dans  Tusage  des  neu« 
»,veaux  calcuis  pour  resoudre  toutes  sortes  de  problemes 
physico-mathematiques.  Ce  fut  \k  oü  je  lui  enseignai  une 
troisidme  espöce  de  calcul  ejcponeniiel  ou  parcourant;   qui 
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*)  Die  hier  berührte  Schrift  ist  die  hekannte  Analjce  de«  inflnimenta 
petita  pour  rinteUigence  de«  lignee  coarbet,  welche  snerst  1696  ohne 
den  Kamen  de«  Verfasser«,  dann"  1715  unter  dem  Namen  von  Hospital 
erschien.  Hospital  anerkennt  nun  swar  in  der  Vorrede,  dass  er  den 
Bemoolli's  viel  schulde,,  indem  er  sagt:  „Au  reste  je  reconnais  devoir 
beaocoup  aax  lumi^res  de  Mss.  Bemoulli,  sartont  k  celle  da  jeune  pr^- 
senteinent  professeur  k  Groningne.  Je  me  suis  servi  sans  fa^on  de  leura 
d^couvertes  et  de  Celles  de  Mr.  Leibnitz.  C^est  poarqnoi  je  consens  qa*ils 
en  revendiqticnt  tont  ce  qn'il  leiir  plaira,  me  contentnnt  de  ce  qn'ils  voa-' 
dront  bicn  roe  iaisser/'  Dagegen  schweigt  er  von  dem  Verhältnisse,  in 
dem  er  eerade  in  Besiehunff  anf  den  Cfehait  seine«  Buches  xu  Johann  I 
Bernoolli  als  Schüler  «um  Lehrer  stand,  ^üoilich,  und  diese  liast  sich 
nieht'  entschuldigen ,  und  mnsste  Bemoulli  kränken. 
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,,traite  des  «ynantii^,  da««  les.  ekpoMmts  .desquelle«  entrent 
,.des  indMerminöes  on  des  variables;  j'avais  appel^  parcau- 
„ranfs  les  «Sqnatlons  qul  cooteiiaient  ees  sortes  de  quaatiti^s, 
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parceqa'elles    parcoureot  peur    ainsi  dire  tentes  les  dimen- 
sions  possib&es.    J*ai  pnbfi«^  les  principes  de  oe  dernier  cal- 


cul  dans  les  acte«  de  Letpzic  16^«  Pendant  ^qne  nous  ^tions 


rer  par  mon  aidequelque  ouTerture  k  piSm^trer  dans  nosnon- 
,^yeaiix   calcnls,    car    le  brult  s'en  etait  64jk  assez  repanda« 
„peur  en   avoir  oui  parier»    €omiiie  je  ne  suis  poiot  myst^- 
'  ,  je  lui  communiqnai  autant  quH  i^tait  possible  ponr  le 
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^,pea  de  tempa  que  cep^re  reeta  ävee  nous*(peut-^tre  plas 
9,que  Mr.  de  Tllopital  ne  vonlait):  Enfin  Reyneau  crdt  avoir 
assez  appris  de  moi  pour  en  parier  en  maitre  comme  11  fit 
dans  la  seconde  partie  d'un  aros  livre  sous  le  titre  d'Ana- 
lyse  demontree  publik  Tan  1708.  li  est  vrai  qoe  dans  la 
„preface  il  parle  honorablement  de  mon  fn§re  et  de  moi ;  mais 
y^eulement  en  passant,  comme  s\\  ne  m'avait  jamais  vu  ni 
connu.  Lofsqul!  donne  des  Solutions  qui  sont  de  moi  et 
quil  ne  conipreiiait  pas  bien,  ils  les  estropiait .  rais^rable- 
ment  en  voufant  les  däbiter  pour  les  siennes;  en  un  mot  il 
,»a  fait  voir  par  ses  paralogismes ,  qu'il  a  vonlu  Voler  plus^ 
„haut  que  sea  ailes  ne  le  portaient.  —  Nous  retournftmes  k 
„Paris;,  j'y  fis  de  neuvelles  coonaisaoces  en  fr^nentant  assi- 
,^dument  les  savanta  academiciens ,  et  en  particulier  cenx  qui 
„demeoraient  dans  Tobservatojre ,  Mr.  Cassini  et  Mr.  De  la 
^yHire,  tres  hablles  aatronoraes  et  observateurs ;  celul  avec 
,,qtti  je  fis  la  plus  ^roile  liaison  c*etait  Mr.  Varignon  tres 
„bon  g^om^tre  et  analyste,  qui  m*bonora  ensnite  d'un  coni- 
„merce  de  lettres  ju8c|u*ä  ä  sa  mort,  temoin-  une  infinit<$  de 
^^lettres,  oü  ihrae  n^arquait  souvent  eombien  il  m'^tait  rede- 
„vMe  de  ce  qu'il  avait  appris  de  moi  dans  la  sublime  geo- 
*        „mi^trie,  dont  il  nie  faisait  ae.  tres  sinc^res  aveux.'' 

Nach  dem  Wunsche  der  Seinisen' kehrte  Bernoulli  im  Novem- 
ber 1692  nach  Basel  zurück ,  grarluirte  in  der  Medicin  und  nahm 
1695,  nachdem  er  mehrere  andere  Berufungen  ausgeschlagen  hatte, 
die  mathematische  Professur  in  Groningen  an.  l>ort  lehrte  und 
schrieb  er  mit  immer  itachsendem  Hufe,  bis  er  1705,  als  eben 
Utrecht  und  Leyden  altes  anwandten  um  ihn  von  Groningen  weg- 
zuziehen^ sich  zu  einem  Besuche  in  Basel  entschloss.  Auf  der 
Reise  traf  ihn  die  Nachricht  von  dem  Tode  seines  Bruders  Ja- 
kob, and  als  er  in  Basel  anlangte,  wurde  er  auf  die  ehrenvollste 
Weise  dazu  bestimmt^  dessen  Nachfolger  zu  werden. 

,,Tout  le  s^nat  acad^mlque  viiit  en  eorgs  se  presenter 
devant  moi  pour  ro  oiFrir  la  cbaire  de  raathiSmatiqaea  vtfcante 
par  le  dec^  de  mon  fr^re,  contre  la  pratiqae  ordinaire  qui 
,,est  Ici  en  usage  et  qui  veut  que  les  pretepdaats  k  des  chär« 
,,ffes  de  professeurs  soutiemeat  publiquement  des  th^ses  k 
„disputer.  Mais,  ce  qui  acheva  de  me  determtiier  eli  faveur  de 
,,9otre  uoiversUö  le  dilsenat  acad^^rnique  iiltei^^da  auprto  du 
„conseii  soaverain  pour  le  disposer  k  augmeoler  Tappointe- 
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ment   ordkialre  ee  qol  fat  aeebrd^  mos  Msitation  pv  une 

Addition. peraonnelle 9   dont  j'auraw  k  jonlr  fiendant  que  je 

,y8erai8   profosaeor    de   roathi^matiquea.    Cette   gfacieuae  m- 

marche  plus  quo  l'utile  m'ayant  fait  abaodoon^r  le  penchant 

Eotir  Utrecht  et  Leyde,  je  le  fia  savoir  p^ar  nne  lettre  äMr. 
»urmarni.  Mon  ihaugnration  se  fit  le  17  nevenibre  1705  par 
.,un  discours  De  Fatä  Novae  Anafy$eoit  ei  Ge&metrUte  imli- 
yfmum$9  oü  il  y  eut  un  ffrand  eohcoora  de  monde»  l>ana  la 
,^$iifte  j'at  Continus  mea  Tei^ons  publiquea  et  priv^ea  avec  un 
,,bon  8ucc^9  ee  que  je  fais  eneore.  J*al  attirä  dea  etrangers 
„des  diffäreiits  pays  de  TEurope  non  seaieBaent  de  jeunes 
»^etudiants,  ni^is  des  personnes  de  distroction,  n»6me  des  pro* 
»^fesseorsy  des  docteurs,  des  acaddmielens,  q^ui  ^taient  yenu 
,,de  loin,  de.Suede,  d'Angletterre,  de  France »  d'Italie»  de 
„Snisse  et  du  fond  de  FAIIeniagne,  cbacttii  so«ihaitan|  ^  pro- 
„fiter  de  ines  Inmi^res  pour  se  perfoetionner  dans  las  subli- 
„mes  analyses ;  je  ne  sache  aucun  qui  ne  seit  reparti  de  Bäle 
„tres  content  de  mos  le<;ons.^ 

.  Spätere  Berufungen  nach  Leyden,  Padua.  etc.  ablehnend, 
lebte  Bernoulli  mit  fast  ungeschwäcnter  Geistes-  und  K()rperkraft 
sofort  ruhig  in  Basel  seiner  Lieblingswissenschan;  bis  ins  hohe 
Alter.  Der  1  Januar  1748  war  sein  Tode^stag.  Bernoullis  Selbst- 
urtheii  Ober  seine  wissenschaniiche  Tbätigkeit  mag  zum  Schlüsse 
nachfolgen: 

„Paar  en  Terenn-  niaintenant  a  mes  travauxi  comrae  j'a- 
„vais  d^s  mon  -bas  Age  une  vielen te  inclinatlon  pour  ies  Ma- 
^,th^matiques  et  pour  tontes  Ies  sciences  qui  en  oot  besoin» 
„mon  etade  favortte  ätait  tonjours  de  Ies  perfectionner  et  de 
^^faire  de  nouvelles  d^ourertes.  Avec  cet  esprit  d*inventer 
,  j*ai  produit  au  jour  quantitä  de  pi^oes  et  de  petits  traitös  sur 
„toutes  sortes  de  mati^re  qui  dans  le  temps  de  leur  pro- 
>,duction  etaient  tout  autant  d'origioaux:  corome  on  imprime 
actuellement  che«  Michel  Bousquet,  ä  Lausanne  toats  mes 
ouvrages  enseroble  avec  grand  nombre  d'tinecdotes  qni  n*ont 
oas  encore  vu  le  joury' je  n'en  dis  plus  rien  afin  d*en  laisser 
f, juger.au  public.^  Cette  assiduit^  d'ecrire  m'a  procura  la  con- 
„naissaace  de  plusieurs  savants  du  premier  ordre,  qui  ro'oiit 
„bien  voulu  honorer  de  leur  correspondeoce.  Ceux  avec  qui 
j,j*ai  cemraerc^  le  plus  familidrement  jusqu*ä  la  fin  de  leurs 
9,jours,  c'^taient  Mr.  le  Mq.  de  C Hospital,  Mr.  Leibnitz,  Mr. 
ifVarianon,  Mr.  de  JUonimprt,  Mr.  le  chevalier  Renau,  Mr. 
4,de  Tschirnhaus,  Mr.  Hefmann,  Mss.  Ies  freres  Sckeuchzer, 
^,Mr.  MicheloiU  et  *  plusieurs  autres,  dont  Ies  nonis  ne  me 
„reviennent  pas.  €e  sont  principalement  Mr.  de  THospital, 
„Varignon,  de  Montmort,  Michelotti  qui  voulurent  bien  me 
»consutter  comnie  leur  oraele  qoand  ils  avaieiit  des  difficultes 
„sur  la  sublime  gäometrie;  ^ussi  le  premier  de  ces  Messieurs 
„donna  rarement  quelqne  cliose  au  public,  qu'il  ne  6it  passe 
9,aoparavant  par  mes  mains,  temoin  grand  aombre  de  ses 
,,lettres  ^crites  ä  rooi.  Qoatit  aux  autres  qui  sont  eocorö  en 
^vle  et  connns  dans  le  monde  savamt,  qui  m>nt  bien  vouln 
„honorer  de  leurs  lettres»  je  ^n'ea  nommerais  que  qnelques* 
„uns  9  savoir  le  fameax  Mr  ^IFo/^  Mr.  de  Ooitre,  Mr.  ISur'- 
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,,net,  fild  de  Mr.  rBv^oe  de  SaliebuiT»  Mr.  Giratoe/ Mr 
„Cheynh,  Mr.  de  Fcnt&nelle,  Mr.  de  Jmainm,  Mrw  ae  Mau- 
„ptrtuüi  Mr.  Claitaüi,  Mr.  A>leiti*,  Mr.  de  Ch>iiMz,  Mr.  Cra- 
„Ttier,  Mr.  Euier,  Mr.  fiuiffinffuer,  etv.  Qeelqaes-^iiiis- de 
ces  Mefisietira  eont  enoere  jusqn'jipr^sent  ep  Gorrespoodence 
a?e€  moi.  8i  Mr.  Newton  eut  v^m  plae  kngtenpe»  je  ue 
deute  pae  qu'ii  n'eut  vooIq  lier  avee  noi  «ne  cerresponaeoce 
formelle.  Lorsmie  en  Angleterre  ön  e'avisa  de  dedarer  la 
yjguerre  contre  Mr.  Leibbitx  au  eujet  de  TlioDDeiir  de  la  pre« 
^^mi^re  inveetloD  da  catcoi  nou^eau  dee  iBfiniment  petits,  jV 
„fns  ehveleppi^  malirre  moi,  on  me  pree»a  de  prendre  parti; 
afSipr^a  la  mort  de  mr,  LeH>oits  on  s  en  prit  a  moi  eeui ;  uoe 
^^Tiu^e  d'AntagoniateA  atiglai«  me  tombi^rent  sur  le  corp«;  11 
,,me  fatlatt  sotitenir  lee  attaques  de  Mee.  Meii,  Taj^OF,  Pem- 
,/^erton ,.  Robin»  et  d'aiitres;  eofin  jnoi  seui  eomme  le  fitmeux 
„Coei^s,  Je  ioutenais  $ur  lepont  Umte  iarmäe  mnglai$e.  C'est 
,,Mr.  de  Fohtcmelle,  qui  en  parlant  de  Moi  fait  cette  plaieante 
„comparaison ;  t.  Thist  de  rAead.  de  1719,  pag.  90^  -^  Une 
,,autre  quereile,  noo  point  nationale,  mais^^n^ale  me  fut 
„suscttt^e  eur  les  Ibrees  Tives  dee  oorps,  k  ToccaMion  de  mon 
».diecours  sur  le  mouvement,  oü  je  prende  la  d^euse  de  la 
y forte  mve,  qu'on  poorrait  nommer  pkis  proprement  le 
ffpouvoir  d'un  corps  qui  est  e«  mouvement,  pout  la  distin- 
„^>r  de  la  foree  morte  qu'i4  peut  imfMrimer  euceee- 
„sivement  ä  des  obstaeles  ^gaux  jusqu  ä  san  enti^re  extiaction, 
„par  ou  j'al  d^montn^  que  le  neniore  de  oös  obstacles  sur- 
mont^s  est  toujofirs  proportlonne  au  quarri$  de  la  vitesse 
acquisse  et   non  pae  k  la  simple  vitesse*    La  plupart  des 

Slus  crauds  geom^tres,  eurteut  ceoz  k  qui  j'ai  eu  Toeoasslon 
'exjDiiquer  de  vire  vois  mes  pens^es,  sont  devequs  autant 
de  Pros^ytes  en  adoptant  la  doctrine  d«»  foroee  ¥ives.  Ce 
serait  en  valn  de  vouloir  convertir  les  autres  qui  s'ebstin- 
rent  ä  les  recounattre  par  divejrs  ralsons:  Quelques -ans  le 
„fönt  par  un  pur  aveuglement,  puisqu'ils  n'ont  point  d'idee  de 
„ce  qu'on  doit  entendre  par  les  forces  Tives,  en  le  confon« 
„dant  ^ternellement  avec  les  forces  mortes.  Je  compte  dans 
„ce  nombre  Mr«  TAbb^  Deidieri  qui  donna  dans  ^etfe  ann^ 
„1741  une  brocburq,  ooSi  pretend  refuter  les  fprces^vives; 
„mais  iKy  raisonne  eomme.  un  aveugle  sur  les  couleurs/ Quel« 
„ques  autres  remplis  de  prejuges  aimeot  mieux  pers^verer 
»dans  Terreur  populalre  que  de  se  donner  la  peine  d^appro- 
fondir,  ou  seulement  d*examiner  le  point  de  la  conti^verse. 
II  y  en  a  encore  qui  seraient  peut-etre  en  dtat  de  p^n^rer 
„jusa  au  fand  de  la  vertte ,  mais  qui  s*dtant  dedar^  tro|»  t6t 
„publiquement  par  precipitation  pour  l'erreur  inveter^,  stma- 
„ginent  qull  y  va  ae  leur  röputation  de  chanter  la  palinodie. 
„Gnfin  nbtts  savdDS  que  quelques -uns  partie«li<ivemeht  en 
„Angleterre,  preoccup^s  de  passiens  contre  totit  oe  qui  vient 
;,dea  pays  Tangers»  haüsaent  moKtellement  les  fovoes  viTes 
„par  cela  seul  que  Mr*  Leibnitz  (leur  antagouiste  dedar^  et 
„condamn^)  les  a  le  premier  produites  sur  la  sc^ne.  Nous 
^^savons  pourtant  'aussi  qu'il  y  a  en  Angleterre  des  partisans 
ca^b^  de  la  nopv.elle  docMne,  mais  qui  -n'aiment  pas  tufp 
lever  la  Uitiy   sous  pe(n^  d*Ostradsme.    On  ne  deute  pa» 
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q|iie  Mr.  Newton  lal*iüdiiie  ne  Feut  embrass^^e«   si  daiis  la 
vigeur  de  sod  k^e ,    il  avait  ea  ecctssion  de  r^ecbir  müre- 
,^iH€nt  9ttr  i*etat  de  la  qiiestioo :  maU  on  s'appercoit  nuUement 
,^u'il  y  ait  jamats  pense^   quohiu'oD  trouve  quelques  proposi- 
,,tion8  dans    le»  pniiclpes  de  la  philosophie  qui   coDduiseot 
^immödMtemeni   a   reeoniiaitre    la   Dature    des   forces   Tives, 
y^omme  p.  e.  laprop«  39  d«  premler  livre  quiprouve«i  claire- 
„meDt  qu'ctlles  saot  en  caiaon  doqblee  des  vitesses  du  corps 
»»suceessivemeots  acqüises,    ^n'il  n'en  faudrait  plus  d'autres 
„d^moDstrations  pour  ceux  qui  ne  Teuleat  pas  nooum  in  $drpo 
quäerere  saivant  le  proverbe.  —  J*ai  eu  outre  cela  de  temps 
en  ^  temps   oerlains    petits   d^m^les  partieuUers  doot  je  me 
,erob   etfe  toujoumi  nt^  avec   honneor.    Tel  ^tait  celui  qui 
^durait  pendant  qvelque  temps  entre  Mr.  le  cbevalier  Renan 
„tr^s  poli  adrersaire   et  moi  sur  un  point  de  la  roaDoenyre 
»»des  vaisaeaus.    Un  autre  que  j'avais  avec  Mr.  Jurin  sur  un 
„prineipe  bydrauUque.  Encore  an  antre  avee  Mr.  Brook-Tay- 
„iar  sur   une    formuie  dillärenttelle  de  Mr.  Cotes  a  int^^rer 
,5que  celui-lä  avait  propos^  en  d^  ä  tous  les  math^maticiens 
,,noD  Anglais.    Item  avec .  Mr.  Keil,    violent  agresseur,    sur 
»diffi^rentes  roatiöres,  prätendant  entre  autres  que  je  ne  devais 
pas  Dublier  les  fautes  qui  j'avais  d^couvertes  dans  les  ouvra- 
ges  de  Mr.  Newton.    De  plus  un  anonyme  Anglais,  avec  le- 
,»quel  j*eu8  de  longu'es  contestatiens  sur  les  conrbes  trajectoi- 
„res  r^ciproques;    mais  Tavant  enfin  r<Muit  au  ^enee  j'ai  su 
„que  mon   inconnu  ^tait  Mr.'  Pemhertont   ^diteur  de  la  troi- 
,,8ieme  «Edition  des  principes  de  Newion  avec  plusieurs  chan- 
„ll^emens  ou  plutdt    falsificatioris.    J*eus   aussi  •  ä  soutenir  les 
„Insultes  de  Mr.  le  €.  Biaaüi  Italien,  sur  la  figure  des  orbi* 
„tes  plan^taires.    Enfin  Mr.  Hermau  lui  ro^me,    quoique  mon 
4,compatrlote,    se  cnit  en   droit  de  me  harceler  quelque  fois, 
„et  le  plus  souvent  pendant  •  qu'il  ätait  professeur  k  Francfort 
„sur  röder,   mais  ilreconont  son  tort  avant  que  de  mourir.** 
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R.  Wolf,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern  (Stem- 
6chnu|^en- Beobachtungen  vom  8.  bis  11.  August  1^48,  —  Der 
Mercnr-Durchgang  und  der  November  •Sternschnnppenstrom).  (Nr. 
138.  und  139. 

Derselbe,  Bestimmung  mittlerer  Längen  und  Gewichte  (von 
80  Schalem  der  Realschule  in  Bern).    (Nr.  138.  und  139.). 

K.  V.  Erlach,  Meteorologische  Notizen  aus  Mcyringen.  (Nr. 
14(j  und.  141.). 

C.  Branner,  Sohn,  Bemerkangen  zu  vorstehenden  Mittbei- 
lungen.  (Nr.  140.  und  14L). 

R.  Wolf,  Notizen  zur  Geschichte  der  Matfaematilc  lind  Phy- 
sik in  der  Schweiz.   (Nr.  142.  und  143.). 

Derselbe,  Nachrichten,  von  der  Sternwarte  in  Bern.  (Son- 
nenfleckenbeobachtungen  Im  Jahre  1848.  —  Verschiedene  Beo- 
bachtungen im  Jahre  184a).  (Nr.  144.  und.  145.). 
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M.  Perty»  Ueber  vertikale  Verbreitung  mikroskopischer  Le- 
beDsformen.  (Nr.  146. — 149.)- 

(Ein  sehr  losenswi^rthery  interessanter  Aufsatz). 

Lud.  Emao.  Schärer«  Licheniun  Europaeorum  Genera  ex 
utraque  methodo,  artificiaii  et  natural!«  digerit    (Nr.  150.— 151.). 

In  diesen  Nummern  theilt  Herr  R.  W  o  t  f  auch  folgenden  inte- 
ressaihten  Brief  von  Fontana  an  Kästner  fifoer  Lamliert  mit: 

„Pavia.  11,  Nov.  1773.  Je  viens  de  recevöir  les  ouvages 
allemands  de  Mv.  Lambert.  C'est  un  grand  g^nie,  on  ne  peut 
pas  le  nter;  mais  il  se  trafue,  il  s'app^sentit  un  peu  trop  sur  les 
matteres  qu'ii  tratte;  il  *rebute  quelquefois  par  sa  proliztte;  il 
sembie  igoorer  cet  art  plus  rare  encore  aue  les  talents«  cet  art 
le  plus  oifficile  de  tous  les  arts/—  Tart  aeffacer.  Ne  lui  deplaise 

Cas  la  parallele«  je  Tappelle  le  Dxyden  des  geomi^tres,    duquel  a 
ien  dit  Pope: 

.  .        The  cepiottS  Dryden  wanted«  or  forgot 

The  last«  and  greatest  art«  the  art  of  blot. 

Mals  aooi  qu'il  soit  de  cela«  il  a  taut  de  vertus  que  j'ai  pres« 
^u*eubue  les  defants»  et  oü  est  Thomme  qu'en  soit  exempt?  Op« 
timus  ille  est  qui  minimis  urgltur.'* 

B.  Studer,  Ueber  den  Bohrversuch  auf  Steinsalz  oberhalb 
Windlisbach.    (Nr.  152. --- 155.). 

L.  R.  v^  Fellenberg«  Analyse  der  Schwefelquellen  des 
Gumigelfefeides.    (Nr.  152.— 155.). 

C.  Brunner«  Ueber  das  gediegene  Gold  von  S.  Francisco  in 
Califomien.    (Nr.  152.-155.). 

Ausserdem  hat  Herr  R.  Wolf  seine  werthvollen  Auszüge  aus 
den  Briefen  an  A.  v.  Hai  1er  in  mehreren  Aufsätzen  wieder  fleis- 
sig  fortgesetzt;  welche  ungeheure  Correspondenz  muss  dieser  He- 
ros gefOhrt  haben! 

Mögen  die  obigen  Auszüge  von  Neuem  auf  den  In  vielen  Be* 
Ziehungen  wichtigen  und  interessanten  Inhalt  der  Mittheilungen 
der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern«  denen  wir  einen  un- 
unterbrochenen und  schnellen  Fortgang  sehr  wünschen «  die  Leser 
des  Archivs  aufmerksam  zu  machen  geeignet  sein,  welches  der 
Hauptzweck  ist«  den  wir  durch  dieselben  zu  erreichen  suchen. 


Bitte. 


Die  Kaiserliche  Akademie  der  Wissensdiaften  in  Wien 
hat  auf  den  Antrag,  ihres  berühmten  Präsidenten,  des  Frei- 
herrn V.  Hamnoer-Purgstall,  m  der  Sitzung  vom  13.  Mai 
1848  einstimmig  den  Besclüuss  gefasst,  sich  aller  Titolatu« 
ren  oder  sogenannten  Prftdicate  bei  ihrer  Correspondena 
völlig  zu  entschlagen.  Auch  dem  Herausgeber  des  Archivs 
sind  die  Hoch -^9  Hochvrohl-,  Wohl-,  Uochedel-  uud  wie  die 
Gehörnen  alle  heissen,  ganz  besonders  aber  auch  die, Hoch\rQr- 
den,  Hochehrwürden,  Ehrwürden  u.  s.  w.  von  jeher  ein 
Greuel  gewesen,  und  derselbe  glaubt,  dass  es  jetzt  an  der 
Zeit  sei,  unter  vielen  andern  auch  diesen  schrecklich  lan- 
gen Zopf  dem  edlen  deutschen  Volke  endlich  einmal  gana 
abzuschneiden.  Daher  ergeht  an  aUe  Correspondenten  des 
Heraus^bers  in  Sachen  des  Archivs  $  so  wie  überhaupt  an 
alle  diejenigen^  welche  mit  ihm  Briefe  zu  wechseln  irgend 
Gelegenheit  haben  und  diese  Zeilen  zuflilig  zu  Gesicht  be* 
kommen,  die  ergebenste  Bittä,  ihn  fernerhin  mit  diesen 
nichts  sagenden  und  völlig  absurden  Floskeln  gefälligst  g&nz* 
lieh  zu  verschonen,  wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass 
der  Herausgeber  Gleiches  mit  Gleichem  jederzeit  und  über« 
all  vergelten    wird.    Nur  wenn  ~  möglichst  Tielseitig    solche 

Scgenseitige  Oontracte  geschlossen  werden,  wird  es  möglich, 
ergleichen  lange  Zöpfe  wie  den  betreffenden  nach  und  nach 
etwas  zu  kürzen,  bis  endlich  nur  .ein  letzter  Stumpf^  der 
immer  noch  einzelnen  leicht  zu  errathenden .  Leuten  zur 
besonderu  Zierde  gereichen  wird,  übrig  bleibt  G. 
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Art t  Hut  e  Ulk. 


:i  Die  alige/iDeine  ,fJlp^ll.ehrung  f^eg^eb^Der  F4i>i<ktiA0DeB. 
Eine  M^ppjrrapbi^  .voilii  Pr.  OsS^ar  Scblömiich«  PTofes^* 
801;  9jn  d^r.pDiver^iUt  ^)e»9.a.    Halle.  1$40.  S. 


Beiner  craimer  uoa  rreoncte  DearDeiieiceieD  .comDinaxonscnen  ii.nai 
l^ais  beiitb^/-- '  eross^  vfffd  Ihre  Atirahf  schwerlich  sein,  und 
hf'Friitikrdcli  und  Englaod  faätdreselbe  ritef  den  geringsten  Eingang 
gJHundeo  -^/«wefd^n-slch^nf^ll  ^Hnnem , '  das's  einer  der  Wichtig- 
slmil  Angelpunkte,  um  'Aie^sictt-arUe'^ie^e  Vtitersuchupgen.drehtenji 
das  «ogtenttnUte  ReverstbnspreUem  trai';  ja  ban  kann  sagen,  daatf 
die  CeiHMtiatorikef  dfe  ^IcMiAdi^  Anfli^sung  dieses  Problem^ 
^  ihrem' offline)  als  deh  (GipMpünkt  alter  Ihrer: Bemühungen^  als 
m  e^enlHthe  noh  plus" ultra,,  ^as  sie  durch  dieselben  zi^ 
•ri<e&e)ien  bt/iten  und^oflendurftei«';*betrachteten,  indem  fa  durch 
die  Aufl<>8ung  dieses  Problems  .natürlich  auch  die  allgemeine 
Atiklytl»die'AilBdSttng;der.!6l«(iHiiH^b  Am  Sinri^  d^r  Combibato^ 
rik)  gegeben  war.  'Wer, -Wfe  de^  vlfterafikichnete  HeräUsgeb^^  die- 
ses Archivs,  der  in  J.  F.  Pfafft)^.luMlDt8ä<;h^o)l  seinen  Lehrer 
▼erehrt,  recht  eigrentlicb '  iii  der  cemhiäatorischen  Analysis  anbe- 
wachsen ist.  blickt  j.Ql^^it  eipem  g^fvissen  .w«hmi|fthi|gen  Ge- 
fflWI 'liuf  d'|ef;,Zelt  jener. '^iydieii  xuröok^.  .inaeH);  man  s\^  eagen 
lÄi^M',  .daiii'iniln  Ven  alleii  '^^n,schonen  i$achen,  die  in^a, damals 
Icjcnte,  döcli  niemals  etnen^rtejEt^oD. Gebrauch  hat  machen  1^0i^a€)n^ 
jh'düiÄs '  man  last  alles  damals' hiit  einem  wahrlich  nicht  geringen 
Aufwände  von  Zelt  und  Mühe  und  grossem  Eifer  Erlernte,  ich 


'      !•    .  -- 


^  Aach  Thibaut^s  Vorlesongen   über  di«  al1f$eiS«iQe 
<Jder   •o^eaanate  Analysi«  de«  EndlicbeO)  die  der  Heraacgeber  iii9ti  At'* 
chWi  ebenfaUB  gehört  hat,  waren  eigeotlick  nur  combinatorischer  Natur. 
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will  nicht  (gerade  aageD,  hat  wieder  vergesMii,  aber  doch  hat  auf 
die  Seite  werfen  niflssen,  nm  lo  gewisfier  ROcbsicht  wieder  von 
vorn  anzufangen.  Um  indess  auch  nicht  nndanlcbar  zu  sein,  mos« 
man  beicennen ,  dasH  in  jenen  BeBchXftiKangen  doch  jedenfalls 
ein  sehr  bädeutendes  biltrende»  Element  Tag,  ond  dass  auch  die 
meistens  »ehr  grosse  analytische  Eleganz  der  erhaltenen  Resul- 
tate denselben  einen  gana  ei genthüm liehen  Reitz  verlieh,  wo- 
durch man,  nachdem  man  eine  Stufe  erstiegen  hatte,  immer  wieder 
nene  Kraft  getranii,  den  nicht  selten  dornenvollen  Pfad  weiter  za 
verfolgen. 

Zu  den  schrmsten  Sätzen  der  Analysis  gehört  nach  meiner 
Ueherzeugung  unstreitig  die  becOhaile  sogenannte  Localformel 
zur  Reversion  der  Reihea^kA  welcher  H.  A.  Rolhe,  der 
zuletzt  Professor  in  Erlangen  war 
literarische  Laufbahn  mit  der,  jetzt  auj^h 
wenifjen  -t^ber  ^tvlea'mit  t]fBa|K  —  aOtta 
der  tfomhiTiatorischen  Integrale,  Nilrnö 
hat,  in  der  mit  eigenthümlicher  Eleganz  verfasstenScKrift: 
de  Serieram  reversione  demonstratio  universalis  sii^ 
nis  localibus  Gombinatorio-analyticorumvicariisexhi- 
bita.  Lips.  t793.  die  Analysis  bereichert  hat.  Aber  tch  milchte 
wohl  wissen,  oh  diese,  gafiz,- •«llacnj^if  -fo^el  zu  Reihenum- 
hehrungen  öfters  wtrloicA  ang^ivaiun  ivorden  ist?  L'nd  ausserdem 
lassen  alle  diese  Untersuchungen  ein  Element  ganz  upherficl^ich- 
liot.  (h^Ims  'dem  erhaltenen  Reshiltate  niir   erst  wahre  BerVchti* 

ifth  — 
itgens 
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GrimVde:  Dte«ien  Slt^ren,''  Utbhef  äherh'ftupf  allein., tlngescU«- 
I  Weg,  hat  aber  der  Herr  Vf.  Ä?r  voflEegMdcp  jSmriR,  wafir- 
npdh  veranlasst  durch'den  9^Wn'   angeswllten  ,aj^iche  ß«^ 


2nin  Gra 

genen,\N_p. _._  __,._     _.  ..,.  ,..,,„  .,  ,,  .,.■■.. 

sehefn^dh  veranlasst  durch'den  9^Wn'   angeswllten  ,aj^iche  ß«^ 
tratAtitffgen,  gane  verlassen  '  ^njl  ääi^cn  yntersu<;buD(ie;^.ü!)^  diQ 


•)  l>irhaen'a  Orgnnon  der  Reanmmten  tran*<;ci(ileiitnu 
AuMtfiiU.  Thtl.Bemn.lM5.  wfirc  cl|/A>rti.  fii  dl-s«ir.  Wtierfr 
FrtrlAMiruns^  man  w«hl  Ae  fraglMir  Krlrrtigmi^^n  -flitden  liiiffvn   dürtte. 
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DiiiiceMfaa  der  Reihen^  oder,  wie>«rreA  mit  RtithihiwBtt,'^VImi 
die  Umkebning  .der  Funotioneo»  klj.:hi'4lbe0»dieiJtoBtflHUBM  Hm 
FimctioB  yasi^ix)  aw  da*,  ai»  {gegeben  >8D(|^elMAeti<  (BttoelMi 
«s=^(y)r  die  Reibenfönn  *  i    '-     ti  li  hriont 

9W=2  «^0+41  cos— +JaC0S;7-^  -Ij^sCOfi— ^+  •.,!.. 


ii^d  c  eine  beliebige  po«itive  von  Null  veibdiiedene  6r5Me  be« 
letchn^l'iind  Ae  Goelticieiiten  A^Aiy-A^i^^  'inttdst  der  Fornei 

'  4n^-J    .g^ia:)  COS -^^  dop  ....    ...  .. 

besllninit  werden »  zam  eninde  gelegt.  Die  bebond^ren  VortbeUe« 
i^etebe  divse  Reihenforro 'da^Uetet^  kennt  Jeder ,-  wer  mit  den 
neueren  Portschritten  der  Atialysis  gebCrig  bekannt  Ist,  so  dass, 
dieselben  bier  noch  beeNKiders  autzusähleii,  unbätze  WeltHtaifigbeit 
(gehl  wOrde;  und  der  Gedanke  des  Herrn  Vts.«  diese  Reibenform 
bei  dem  Reversionsprohteni  in  Antvendutig  zn  brbi^Oi  'Mdalier 
jedenfalls  ein  sehr  glücklicher  zo  neiinen.  Aecb  glauben- ''«i^lri 
ohne  uns  hier  auf  eiiie-nAhere  Angabe  der  gewonnenen' Resnltftle 
efadasseti  za  binnen,  däss  der  Herr  VeiC  itiaerhalb  der^tstoh 
selbst  gesteckten  Grflnten  Alles  geleistet  faant^ '  was  sich>  bei  dem 
gegenwärtigen  Zustande  der  neueren  Analysis  leisten  iftiis^;'  sowie 
denn,  wie  die  früheren,  auch ''diese  Schrift  des  Uerrtf  Vis.:gana 
im  Geiste  dieser  neueren  Analysis  verfasst  ist,  und  ihrer  Wieb-i 
tigk^it  Und  ihres  grossen  wissänschjaftticben  '  Ititeriessi^s  "weceti 
zar '  s6rgftltig6ten  und  atläemeinsten  Beachtung  dringisnd  emfiftb'^ 
len' zu  werden' in  jeder  Beziehnng  \terdieiit,äockobi^e  Zweifel 
Hb'e^aupt  als  eine  wtchtigö  neuere  £rselielfioi«g  auf  diem  <]i4b^e| 
der  'matbematiscben  Literatur  bezeichnet'  werden  müss.  "  'Dabei 
kdnnen  wir  aber  zmn  Seblüss  doch  iibmdr  nicht  de4  'l^unsclr 
unterdHIcken^  dass  es  gelitegen  Mgi,  die  rtki  den  älteren  'Colrl^ 
bitiatorikern  gewonnenen  ResultHte  undlSätze  fiber  die  Unkelinm^  dibr' 
Rteihen  auf  ii^;«ndelne  Welffe  zuf  wirklieben  AnwbndbngfTttcbtbarzii 
slacheii;' indem  man  bei  ibbeov  ad  die-ftltvren  eleganten^llkitetisii^ 
diungeti  sich  mögticbst  anscbliessiBnd^  lukh  alle  dii^nl^^kiil^efi 
derurteen  zu  bißfriedigen  soeiit;  'welche  die  neuere 'AnaFfsfb  d^ 
CÄarakter  Ihrer  eigenthfiailioliie&  8tren^  n^ickkn  jede  m  Ibr  i(7e< 
bi^t'  liillend^  Gntevsuobiing  notbwendift  stelliMi  mussV'W^tib'die^felbe 
0äf  wahrten*  wissenschaftUclien  Wertb  soll  Ansprach« micb^  dürfen. 

.Beiträge  zur  Theorie  der  algebraischen  Ctleickuri- 
^ilji^  von  CarIFrledrich  Gauss.   0ttin^ei);  iSiä  4.  IS  $^r. 

':w'Ga«84jhi9l  befcanntlicb  seine  literarische  LaufbaJin. mit  eiMm. 
BeMwTise  des  FuÄdament^satzes  der  Theorie  der  idgebraistlien 
OUebthigefi  b^ouneo,  den  et  in  der  Inaugurtal- Dissertation r  D«- 
moftstnatio  i^ova  tfaeEoreipaiis«  oifl^oe-m  fon.ctioAem  alge^r 
bfaic«rti  rationatejw,  in.tegram  unius  .v.ariabiUs"ift  £ac-» 
tut  es  feaietf  i>rimi/v.el  seOunill  gradus  .Toaoivi  poe«*, 
«tkampro  obttnendi^s  aummis  lAjPbilO'Sopb.ia  boDoribus 
IacIUo  Pliiiosophorum  ordiJii  Aoademliaie.JuUaei  Cair4>« 
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kMfte  «xkibiiU  C.  Kl  Gaus«,  Heimat.  1799.  verDfffliAiidif, 
■ad  «ftohlMv  ^näth.Mttt^e'i  •  andern  in  .den  Schrülen  der.  fltttltngäf 
CMiellflciiart'der  Wissenschaften  bekannt  gemachten  Beweinea  Ter- 
mehrt  hat.  Jedenfalls  ist  es  nicht  ohne  Absieht  gescbenef» '  dass 
Gauss  in  dem  gegenveärtigen  Jahre  1849,  dem  Jahre  'seines 
Doctorjubiiänrns,  jene^  fiär  die  Wissenschaft  bo(,*h^t  Mehlige  Ju- 
gendaTDeit  «viede?' Voi^enommen;  und  Jn  einer  neueii'irf  tfelen 
Beziehungen  sehr  vereinfachten  Bearbeitung  den  Matheroatiltern 
voilgeUgtihlit.  .Wäii#'>d«r.  Herausgeber  des  Archivs  akilt  4eider,  iint- 
venivi<faeien>'8^miiier  .von  dem'  li^iesten  SebiagiB  <ks!  Siehkkilals» 
welcher  ihn  in  diesem  Lehen  überhaupt  treffen  konnte,  durch  den 
Verlust  seiner  ältesten,  ihm  über  Alles  theuren,  auch  geistig 
sehr  nahe  stehendeb  Tochter,  in  deren  eingndzwanzi'jstem  Lebens- 
jahre, getroffen  worden,  durch  welches  harte,  noch  schwer  auf 
ibl»v  faxende  lüescbkk^  mit  deiä  eine  voiberttiegangene .  Bader^eise 
jut  WiederbersjttUiif^  der  Gesuodbeit  der  VerstorbeneB  in  epi^r 
yerbindung  Stiwd^  er  länger  als  ein  Vierteljahr  itllen  anderen  Er- 
eiguisaeii  vuiyg  eatfremdet  wurde,  und;  so«  nur  erst  jetzt  bei  Gq« 
legenbeltder^veitiegenden  Schrift  auf  das  in  die  erwälHitie  traurigste 
Zeit  seines  JLeMns  gefallene  Do^oijubUäum  des  grt»ssten  Maiberi 
mttthematibers  unsers  Jahrhunderts  aufmerksam,  gemacht  und  hin  : 

fenvieseft  i|iurde»;so  würde  gewiss  auch  das  Archiv  nioht  versäuiol, 
üben;  Alle^  seine  Leser  auf  dieses  hiichst  .erfreuliche .  ErelgoiiKi». 
an- demijdder  .MaitheMiAtifcer  den  lebhaftesten  ilnd  innigsten  Aiir 
tbeil  nctknieji  muds,  Itufmerksam  zu  machen,  und'  sich  bei  deiH-^ 
selben. kl'  irgetd  einer  geeignet  scheinenden  Weise  iaiieb  seiltet-, 
redend  ^..betbeiligeri.  Sallten  aber  idem  hochverehrten  .M^pi^ß; 
diese  teilen  jetfet'  neeli  izja. Gesicht  kommen,  so  möge  er  sich  ver- 
siebert  halten»,  dasssidet' Herausgeber  clfis  Archivs : jederzeit  v^ 
der  liMrigsteti  Fteude  bevvegt  worden  iM,  i^^fin.  er' vi»n<  ,ibm  faiei; 
fceKndiSleKi.Aahen  Verv^aadten  des.  Gefeierte»  die  ölters  wl64^rri 
holte'  Versicherung  erhalten  hat,  wie  sehr,  derselbe  n^4:b  m^  .ir(t 
seinem,  jbobeei  Alter  duneb;  Kräftigkeit. und  Get^uudbeit.  des.  K(fr-,( 
pers 'Tnu*  der  VorsebongbegbiefcS  werde:  denn- die  fortwJ^hri^n^Q. 
Kräftigheit  und  Rüsligkeit  dies  Geistes  „bedarf  keines  B(?,t. 
w^is^ets^^  naob'-iden  inmer  wieder  neu  vorliegenden  Proben.: 
MOge  dßr  Himmel  ibie  :  zum  Heile,  der  Winsensebaft  tfii^d  sfUjer; 
dnurrii  'diei:Baiide  .des  Abitea  tmitibm  verbiuidimBn  Pelfsonent  nocb» 
9\ph  Ji&bte  «pchenkeur!  in^  welchem  Wunsche. mit  dem^H'^traiisgeheY, 
gewiss  alle  Lssjsr  de«  Aircbi?s,  welobe  anf  dua  ük  Rede  ^tebeii^> 
am  16., Julius/ /d.  X/unftei;. 'lebhafter  Theilnahrtie  .iw>.:  dab.  >und  fmil 
slattgab9rbt0  Feiermofsbi nachträglich  hinzuiveifieJi.»  diese,  vte^iigi^il; 
iheilnehmenden  Worte  vorzugsweise  bestimmt  sind,  übereinstim- 
men  werden.     .   •,    .  ^Tn•J^  .       v-    . 

Dia  VOR  6 aus 9  gegebenen  drei  Beweise., des  algebraischen 
Fundamientalsatzes  beruhen  alle  auf  verschiedenen  türunalagen,  aV^f 
darb» jkemtnen  sie,  sowie  auch  die  von  Cauchy  gegebenen  Be- 
weise, litte  übereiti,  dass  zunfiehsi  nur  das  Vörbandensein Einest 
Factocs  der  betreffenden'Fum2tl6n  nachgewiesen  li'ird.  -  Dor8titott^e' 
des;  Beweises  ihn t>  dies  'atterdingfir  keinen*  ßintragi  denui^es  ist- 
klar,.  ias9  «remn  ^oa  der  vergegeneneb  Fun<^Hin  dieser  eine  Fac^ 
tot  abeel<)set  wird,  eliie  äbnlicfae  Function  vb«  niederer  Ordnunr; 
zurückbleibt,  >auf .  weldhe  der  Lehrsatz  aufs  Neue  angewanat* 
fverden  kann^  und  dass  durch  Wiederholung  des  Verfahrens 'au-' 


705 

hiM  «Me  'voUstKnAee  Zqlegwm  det !  uiirpidiiglicheh  >Faiiclioni'iil 
Fkbtoren'  iler  bezemnetet»  Art  hervdrgMi#tv  mud.  Inde8s«tt>  :g<H 
iriiiBt  ohne  Zneifel  jede  BeweiafUhrobg  tinm-iiäbike  VoHendiing; 
vr^n  nachgeniiesen  wird,  das«  sie  gMgaA  ist/  da«  Vorhanden^ 
jt^lo  der  sfimnitlaelijieii  Factoren  vomittelbar  aiiMialilieh  z«  madi««* 
Dass  der  erste  Beweis  in' diesem  Falle  kt,  Sät  in^'der^gedaditeB 
Dlssertatioa  (Arti  23.)  angedeatet»  ohoees  dort  weiter Äuazußlhreo : 
dies'sa  e^ffäozen,  ist  die* Torliefi^Dde' neue lAibbMldtiinff.'lieetiiiinftti 
zvgleieh  aoer  «ollen  die  Hauptmomente  ded»  |jaaaea.i&iWeiüea  in 
einer  neueo»  eine  vergrGsserte  Klarheit  darUiSebdenr  fieeteü  fiie^ 
derholt  werden.  Was  dabei. die  ine^era  EieUsidmi9*«des.'iLebr< 
eataea  seibot > betrifft»  so  War  die  ITtd^  g«bnnchte,'dMo  iBe'Fsnc» 
tion  Jt»  -f  Ad*^^  4^  Baf^^-k-'^.  <  sieb  >  ki  ( rorile  Faötor^  -  erster  ^  oder 
zweiter  Ordoung  zerl^aeD  iSset,  damals  deshalb '  gewftfait  >  weil 
alle  Einmls^ung  iniannfirer  Grdssen  vermieden  imbrden  •  setttoi 
Gegenwärtig,' wo  der  %egriff  der  ^ottiplesBentfiDdsseDrJederfBann 
geifiufig  ist»  schien  es  angemessener,  Jene  Form  faibreti  «u  lisbe», 
und  den  Satz  so  auszusprechen»  dass  jene  Function  sieb  in  n 
etnfachd  Factoren  zerl^ea-  lasse»  'Wo  dabn-  die  '^OOTii^anteu 
Theile  diese^  Factoren  nicht  eben  reelle  Gross^h  zu  sein»  biriHi^ 
eben»  sondern  fiir  dieselben  auch  jede  complexen  Werthe  zulässig 
sein  müssen.  Bei  dieser  Einkleidung  sewinnt  selbst  der  Satz 
noch  an  Allgemeinheit,  weil  dann  die  Beschränkuns  auf  reelle 
Werthe  auch  bei  den  Coefficienten  A,  B^  u.  s.  w.  nicht  vorausge- 
setzt zu  werden  braucht»  vielmehr  jedwede  Werthe  fSr  diesel- 
ben zulässig  bleiben.  -    .-    -  ,         /      : 

Die  zweite  Abtbelluitg  der  vorliegenden  Schrift  ist  den  alge- 
{{rf^iscben  Gleichungen  «it  drei, Gliedern  (^'"^"4:,^a?*ir/==^>  g** 
y^'idroet,  Diese  haben  das  EreentbGralicne,  aa^'vof|  fden  zi^ 
pumerischen  Auffi^sung  der  Gielchungep  bestimmtet!  'Methode0^ 
einige 'bei  jenen  einer  Geschwinciigkeit  und  Eleganz  fähig ;  werden] 
von  der  ihre  Anwendung  auf  Gleichungen  von 'weniger  einfachef 
Gestalt  «ehr  weit  entfernt  bleibt.:  <  Dies  gilt  immehtüeh  tM  der 
Anilisimg  durch  unendtiche  Reihen,  und  von  der  tddiretten  Me>- 
thttde. '  £s  scheint  daher  die' Entwicklung  dlectfer  Methaiioh'iAlridM 
Gteichungen  von  jener  Form  um  so  mehr  eine' besondere  Au^Ulh* 
rtthfi  zu  verdienen»  da  da«  Torkomm^n*  solcher  GlelehunMO^'nni 
der*  That  ein  sehr 'häufiges  Ist.         s«      »i  •   j*     ,.*  i  u  li  -  • 

Die  Auflösung  durch  unendliche  Reihen  ibatjedoefc' der; iVevf« 
von  seinem  gegenwärtigen  Zweeke  gänzlicb  ausgeschlossen  »«tnld 
nurbeynertct;  daas  för  jede  Wurzel  einer  Boleben'OlelchuDgv-sei 
sie  reell  oder  imaginär,  eine  conver^^nte  und  oa!ch:'«itt«ni')l0idit 
«rkeniM^en  Gesetze  fortscbreiteDde  Reihe  «gofumUn  iwevÄen  liänn; 
f^sehtfnaber  auch  diese  AuflOsungMt  In  rilgemdlii'  tfceoretSicior 
BezMiung'  Ist»  so  wird  man  doeh>^  wo  e»  auf  wirkKche- praktipohb 
Anwendung  ankommt^  den  indlreeten  Methoden  in  aHeta  <deh  Fil^ 
len  den  Vorzug  gvben»  wo  jene  ConvergieDB  nicht  «M  «ehr 
schnelle  ist.  '  •  >  1* 

Diese  indirecten  Methoden  nun  sind  der  Gegenstand  der  zwei- 
ten Abtheilung.  Es  handelt  sich  hier  von  zwei  Methoden»  denn 
das  Verfahren»  welches  zur  Bestimmung  der  imaginären  Wurzeln 
erfordert  wird»  ist  ganz  verschieden  von  dem  für  die  reellen  Wur- 
zeln anzuwendenden.  Von  dem  letzteren  hat  der  Vf.  schon  bei  an- 
dern Gelegenheiten  ein  Paar  Proben  an  besonderen  Fällen  gegen- 
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ton»  Md  fliibel  .iuglaiisb  die  «llgcaeüe  jimveiidbatkttt  fkts  litM 
fabrOB»  aiigadeiilet  Obgietoh'  diese  GeiieraKrfning  (durdians .  ketii4 
Schi«!ieifiKkeit  ImI»  se  Jiat  def  Vf^  dech  geglaubt,  dass  niangero 
dio^geöraucbfertigeo  Voraebriften  aashmmengeatellt  'sohfen: ivQnle^ 
anta^  weü^.  diccÜLnisahl  der' dabei  au  imterischetdiHidtoD  uud.eliiaöiii 
auJkifaandeMdeii  Fiflle  nicfatübbeträolilich  ist.  t  .-i.  j.i>  .  «* 
. .  lOitoAuffindiuig  der  iinaginärea  Wutvcifl  auf  itMKi)e«l)Mn{  Wage 
ia4:i(inaoibni  olekl  i^cfaon  eiatgwinaaaeirangeMäMrte'WaHbe  aadesch 
fV)ober.bebiiliiiii'«iiid)  deafi^i^  viel  CKcbwierigeB«  'idaidie  der.reienaB» 
wieil  jaaii  äia'  einem  «neoditebeB  Gebiete  von  Dimeiaionen  betaa#i 
giaueht  ilie(deii'.'fliit08eD».*'dtcse'mir.  aiut' einem  unendliche^  Ivioti 
Einer  DiaMteioHJlNeiBN}  Sebrierigkeil  läest  -ai^ki  bei  fGleiobiiik- 
geü  vett4loeit€liederfa'AHohi«in«Hi-emfä€faen  IreHr-nake  li^gendert^ 
bber  wi^  ea  acbelnli»  sotw/k  iiteher  nech^nidit  benutiiM  Kunai^nir 
ung^eheni)  Auch  lür. dteee  Anff^e  aind.die  «ur.Anfliiaaag  dfn 
forikrlieb^  \er4eblrift«n  vpUatöodig  und  in  fidbranchaTettifrer  Cia« 
8^t  liitgetheilt  <    .<       6« 

. •-  "...  .  . .    •        .     .  •       .        1  *4 

'  :'  T^^orie  mtninlß  das  caloul«.  bac  «MMÖmaiKw  MC  J>  J«  .^viU 
Umi.  PatW,  184U.        ;  .  t 

I  . '  'I  .        .  .»■       . »     '  1  ■  I    • ;  .       I  i     .    ,  « 

t  *  * 

I  '  .  ...  >       .    '       Mi>^"'      t;»i 

:>i  ,»»<  fii"'  '.iii  ■(.• 
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et  e  o  m  e  $  r  f  e. 
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Öaslfrlalfiittische  Probtetn.  fteweisder  SteiDer'acfhe^H 
Äüflörfutig.'  Ton  A.  Quidde,  Oberlehrer.  (Ptogramiii 
des  Gymha^tums  ^u  Heriord  von  Michaelis  1849«) 
Herford.  1849.  4.  ' 

.  0er  vooiAdaws  in  derimLitterar.  Bec«  JMr*  XX.X*  S. 
451.  .eagei^Mgten.  iSobrift  geirebene  Bötyeis  det'  iStßiner'acbea 
GiNiatrneiitaibeftiedigt^  den.  Herrn  \L  des  vorlie^den  leseaa-i 
ff«itheli  Pregiamnls  inaoGern  nicht»  als  dieselbe  nicht  rein  fb^U 
metisiech' ;  tet  /  i  sondMi  -.  anf  eine  Ghsidkong :  des  zweiten  Gradea 
sich  stützt.  Er  giebt  daher  i^  der.  vdrUegead^nScbPiftelfiän  rain 
geariketiäBdbeiri  ]|etv<ia  diir  ^dachtien  eieg^t^n  Ceaslruotiou»  wel- 
eben.wir  ütet*  Beaehtoag  der  Leser  des  Archivs  recht  sehr  «Wr 
pfehlen«  Aüssendem  sind  nodb  vevücbiedene  elegante  aoalytisclia 
BfairacUiiAii^n' Jieigefiigt,  6»  das  Interesse  der  lieser  .eliEeufalla 
reobt  .atbr:  in  I Aiiapr«0ii  ifcii  nebniea  geeignet  sind,  wreshiih  ^ix 
amt  diaae  .&biikobijll.  wiedethoUaiifnieriisttBi  maebett»  «hue  da* 
iüJOBk  Harr»' AjdiMnB'  Bevreia  d^i.  bnebr  erw&bnten  Conatm^Hoa 
ifgend  fai  SdMttfen.stellieai'zn>inrallte^  dkr  in  analylisebeK  Büell- 
sieht  ebenfalU^aeht.  baoMBffkdnsipeTth  ist,  wie  wir  auich  ichan.a.'ia; 
O.  des  Literar«  Ber.  gebührend  hervorgehoben  haben.  'i(,  ^ 

,"'    ..  ,'..;.  j    j  •      t'ti  /     •         ;  *   '       •      »> 

ul  ,  ,     r  <•/        .1  ,    u     •  I*" — T — r—»— •  .  ;.i, 

ft  'i  ..  »U-i  IT  I..'    '    !•        "  •  .  .         ;••'■'.       <<l;  . 
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^-■l'D)'#'«*Wtettve^esl)ll7fg'''llnl*  iteTB  1?  e'rl»(hd'tlW/i»l^ 
rfftt-  BefllWrürundfinlc.  *  Ätt«(J?fflhr(  Vobder  i'rtgonoV; 
m'«fH8«k^h  ARt'heildii'^M'ercineral^tabes  von  J.I.BSeV 

yftY.-'!tiffrMtt'.;;r8ä9.*''eThlr.  ^;;    ■■ ,  _■■ ;,  >■."...:  ^;i 

und  TopogT^pÜ«  Pwmwns.  ffl^r,  ivot^pn  Wei*«»  «i«meiijoo,i 
ds  eine  aewtndere  ßewtbeilui^' -qpeT.  |«wiBg«veiBe.  UitllieMiigi 
dca  Inhalts  bei  einem  Werlte,  welches  «te  das  roiliegende  haupt- 
«ftGlilich  nur  die  Resultate  einer  grossen  geodätischen  Meesung 
enthSIt,  natdrltch  unstatthaft  ist  Uebrieens  entNüt  aber  aach  das 
Werk  eine  knrze  Darstellung  der  befolgten  Beobacbtune«  -  nnd  Recfa- 
nnngsinethoJe ,  weiche  för  jeden  Geodäten  namentlich  in  nraltti- 
scher  ROcksicfat  sehr  lehrreich  sein  wird  und  daher  cur  Beach- 
faiDg  hier  empfohlen  werddp  «niies.  j 


jn  e  ch  a  n  |,K- 


BferV.'.Wr;:, 


i>iibe«ii'hKT'4:Bii1^k''B  Metrhaikitc  odet  ttnalytlache'  l>ar'' 
»tvllain-g'iler  Wi8«en«th«tl  ytfii  J!«r  BettegorlgmU  Ali'-' 
i»hvlt*ilg«iiUndBrt>ätlt«ftintfie>ri  heralisgefebenTon^llr/i.!'- 
Pll.Wtt4lef«.'Zlctil«c,T'heil.  C  feifewald.  IB50.  8.9%Tbly;' 

'  '  VfU  fteuen  itas  sebr,  des  n-rscheioen  des  zweiten, .ThjCUfidtf-) 
s'er'fiU^z^I^lKfen  Uebei«etzifn(!,V0n  Eule^-s  Mechanik  i^fa^  ?fii, 

■''-'■  ■f^mn- ;±, 

■.ui,-    ■  .  r."tP'*'''ilPÄ  ■  "•  W» 

«tpeilt  worden  ist,    z  '^W'v 

I^iilichiii^  desiieljieo,)  ,  W"''l 

noifbstehpd  d«n,L.e8Qr>  Js^'^ 

^b^reinstinjmvnd  mit  ups  ^pffn 

sagt  n^lich  der  genänf  j  /'  !| 

-v„hm<>4m  StnUmn'imi  £MdniBheiitSebiiIteB''Btet«!tfir^:4Mt«i> 
ScIkU«.  ar  ■■th«liatiMherAisbiMKnr,.uRd  arnfa  setM  dalfrto««> 
■fttne  E^t  wAA^nMich«  JVertAUksMBDtmgfln  Bebrwbt  hat^lrisAt 
wdtak  llad»eia>tiber  uiMrläasHch  iblaiben  wird,  «•  könrieQ'  «MI 
BcmflkMngan,.soMl«  fidkriftfiniileioktaT  nM(iBglioh  cv  Kiacheii',  nin- 
dankbar  aaadnnmt  iwerdUu  .  ßd:  isl  dah»r  «in  erfeealiciMs  Zummm' 
mentreffen  mit  Ihrei  (des  Ueberselzers)  Arbeit,  dass  die  Petersbur- 
ger >  Mcadlemie  dta  Iddn^ih  In  lakadenuMbefl  Den)t«chrlfton  zer- 
stoniteb'AbbaDdluiigeD  aw'suitmdn  JiMcfaUssin  und  soksi»  iJrel' 
Bünde.  OoinmenlalioDes,  A.i|thiifeficaf  ne^j^ic}!'  verüffentlicht  hat." 
'"'  IHe 'AHMsrkiMRflB  ohd'  ICittolentMigcn  det'H«mi  U^ersefeer* 
sUd  iwi  di«s«B  Theito'^nfli!  i«teltt^»r>'i»ie  "hn  erst«»  Thdt«,' 
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und  werden  Ungefiblerea  dasS^liiiif^dAByffi^rks  sehr  erieiebtem. 
Mit  der  frendi^ten 'Anerkennung  des  VerdlensteA,    welches  der 

Me^hanicasivp,  ipatus  Sfieqtia  ^nAtytioe  exi^qw^f«  ifL> 
Dmtsche  ibf^reits  erworben,  hat,,  ikunnen  nir.  picht  d^^  }rf^9ß^,  p^^r^f 
drücken,  dass  es  demselben  gefallen  mi%e,idasdeutscHf:ip#nem#*/ 
tische  Publicum  nun  auch  recht  biald  mit  einer  ebenso  gelungeDen 
ViApn^taahg  Her  •  Iti  streng  wU«^öhiäräi«her|Rm«k!sldif  j^ 
noch  weit  wiehüeeren  Theorla  iniifius  ctffe^ipinrü'til'irirKotutnc 
Rostock  und  ÖfeffsirÄld.  1789.  4,  zu  besehe**^.  '    ;•   '  • 


Traitä  tfUmentaire  de  navigation  k  Tusage  des 
officiers  de  la  marine  militaire  et  de  la  marine  ducom- 
merce^  par  V,  Caillet,  examinateur  de  la  marine  etc, 
Tome  1.  Texte.  Brest  1848.  Tome  II.  Tables.  Brest 
1846.  5  Thir.  25  Sgr.       .^     .      :      ,,   i   ■ 

Dieses  Werk  enthält    eme*  selir  wissenschaftlich    gehaltene, 
f&r  seineii  Zvv;eck.hini^i<fii?nd,  VQJlFitfindige  |)i£^telHi«g|der  sultuti- 
s<;hf  n  Astronomie  und  8qhiif2^|ii:t^kutid0.  äbßrhsiipt«'  neost^deq;  dofcu^. 
gfh^puden  Tafeln,  und- darf  ^m  J^ehrern  der  8ebiffll'anjrtfÄil9d«! 
nifll^t    unbeac>t99l  g^la^seo  werden^    Ui^  ^uf  der  >ii$e9i'^E|lKM<?ll 


dnrcb  ToUstandig  ausgerechnete,  Ueispiele  biitreichend,  erläutert.. 
Nebe  Methoden ,  diebesondärs  beh^^rgenöben'zu'if ^'^W  veifdi^iiten; 
Haben    Wii^' -jedoch    In  'dVesem   Werke  'nicht    gefiinden.  'auisb^r 
etwa    die   kuf  SMfe  m'  mitgeth^ilte    A'<ifi5kung   derVAttfgdb^^ 
,;AuW  deb  beoiiachteten  Hnh^n  «wei^elr  Sterhe! 'und "fli^  ZwUtben- 
seit  d^r  Beobachti!itigen  Z^t  lind  I^ölhi^Ke  SeU' bestifaim^n^^  yö:ti  cfeW' 
Vater  d^s  Veffesserk,  uhc)  die  appr(>xi'matt\^e  Aüttui^in^  desselben: 
Problems  rbn   dem  Marineofliöiet  Pag^l,'  die  aber  Wbüt 'tf^f  be- 
kannten,  ^itf  der  See  bi«h\^  km  nleisteVi  'an^evVandterf.'^benf&Rs' 
nur  approximativen   Methode   von   Oouvfes    (der' ',Vt    sblireibt' 
falsch  Dowes)  nachstehen  *  dtlifte^.    Basfl  d^r'Verlr.  die  VdllstMn-' 
dige  KewttniSsrdet  Geömetrieftondider  bsUmuTrigonooibtrien  ver- 
anssetst^^lobM  in  «ebd»  iWeriib' seihhtviiwle.dwi  oft  m  SelM« 
fäbiteiehrbOchem  ge8obielity;eMil.Aiirish  dil^seviWissetisdiaftaia» 
liArn,  ist  gans  recht  und  tldmiiwissehsehafty^h«»  StMJdpMikte 
SBines  Werkes»   keldMs  «vir tuocbmals  allen  idenen,.die  ««oh    §SL 
diese  Studien  Meressiren ^  einplehlen ,  vOlli^  ang«niM8<ii«  f    '.      i. 

'        * »    •  I         •   '    I  I  .  •     II    '    »   •  1  .        t. 

Nautischer  Almluiäch  £üx  das  Jabt  1860.     HeMus.T 
gegehe*  von  Ga¥*  Utsini.    Koipenhagen^  1^48*  8;  15.  Sgr. 

'  Dieser  auf '  sehr  gitfe^  Papier  mit  defd^llcben  und^  sbhat^' 
Den  Letteitn  gedruckte  nautttielie  AÜianachj  ist  ims^jeAit.eMti  be- 
katint  geworden;. ob. sohon)ifBtfii0r»iJäbr9än|^  von  demselben  tai« 


raelMhaHml  «whr*ieB(  niv^WM«r»)PiMrlii'a«f  idcniMben*  aoMiefksiiiii^ 
zii{jniu4wn,it»vei^  eretecin'qiaelniiniÄtr^rAiislebi  aebf  «oliihy  ftr  d«ir 
8äMUiri»rrv$H%it|ii6reMNlifdi<a<ll«szi^  ^^Naif^iwali  Al^^ 

nMiii>arcb  avA  8Mteo»aniioi^i®irh!aiin«flir^iiafertif)uiiAt<ftirl  deii 
arbeaivrticHev  M^i^MMan- MnMraet  tet^'^Eine  Bi^lltclieHAmMel^r 
8in9'''»i')n«eihi»fa<i''Gelbraaoli'!  isi  «der    eigetttflcbeiD-  ^BphemiiHde 
¥€iaaMBt8yt;i«ial'ii«hMtoi4ati?^^  iSideldilan  iw'je^l 

deH>BciiAiin^'TiBeht'MW^cb  evnpfebleni  •  *-'' -     (."  i>  r.in   ;.•:'  ^   -  ..f 

Mi.'rl-;  , '  I  .   ••  5  r-ji ».'  t\  'i:  '  .'  i'  ••  . ;  '      •  I  i  i.  '  r   ?  '■     ;••  /     s  •    ..< 

n  lAllgeiiieiDM.  Davtladie^l  WOrterbabb  mii  SaebtrklirilDgcii: 
Deoteb:,:  Bngllibh»;'V^aa^telMfay'Sm^  PtorldgMiBob,  Itaiie»! 
mach;  8dbvreflwefa,  üiniach',  Höhfindiacb.  '  Von  Dr.  Eduard 
Bo4iTife   Leipsiff.  18B0i  18.'> 4  Thin   •  ..       r 

Unfe fbii6  et-'PjirWri '<848.- 

'f  M(||o«rMtt^fAtdi(<etttUv^!iMVäl«»i'^a^^  A.  Mal£i«t^;^l)948:*  '''•>•:> 
Guide  pour  la  consfiructioii  de  oäteaux  k  vapeur,  par  Mazau- 

^,.^,F^rrect|pn»em<^nl^,^^gs  ,fo^  ji^yigaÄioo  i  vapeur.  Expogitiofi 
i^jui  n^wyeau. pi9.de  dejnaYffia,tipi|^,X^ir^Ä:Se,gui,er^  de^f^  JffoKJr 

'■•tiiNaTidatuMii  tapidA.'":NelMe::MttMao  fcaiaaa<  unkdJkty  par'J.  ^ 

AimAnAAffi 

'.  ij.l'vi^.    .••♦?    ••  ff    .ir  it    ,     IJX    •"    1)  "iHlf    .ij-j  .  .    .    '•.'(•'»    i>   V"-i\'t^    il",  :  ill 
•  i  15.    r.''JS;    T.l-  ♦'!  /     'il'.V    <t  '.,»     «•»     '     -■     j. ./    ,         *!  .        •      .; ,        .j    <ii  »li      l»:jn 

ijV"  .       •    f's»!?'  .«••    1.'»/      •-•;:  fr.    •''.  •■    •    j;     •  .    .»  -i    ■     -•    .        .     "-if 

.i'(i'Le%4btieb'd«(r  PtayeVIr  für  Sdinle<ttfid'  Hatiew  VmiiUr/ 
Ii«l«rieb  B^\äe  (Üiewrerii^er  Matbtematik  und  Physik 
aia<>OytaittaiBkiMi»ta«i€:e1tb>aa)J   Berlin.  1850.    fiSiS^gr.    •    > 

lll  piese^lmii ;  grjpssef'  ]!lieiitj|ciiKeit; .'  ib .  einer  anispref  Fienden 
iSpirac^e'  verfasäte  Lenrbücb  ,.a^T  Physik  kOnnen  ^  >\'ijr .'  aiia 
Ueberze;ug]iDg    allen   denjeingeD.e^  ffie  /bei    iiiir*  sehr 

geringen,  mathemäl^cben  Vorkenhtijiissen  uhcl'^ohne  zu  güos- 
6j^]i)  Zelit^üfwa^iid  sii^n  e'ine  srdiidp^he  Einsicht  in  die^Haapt|ebrei| 
^ef  physik  verscbaBe^p^  wollpn^  qpd  glauben,  dasis  der  Herr  Vf. 
in  di^em  keinen  grossen  UmtiBing  habenden  Werke  ganz  die  ricb« 
tige  Mitte  zwischen  einem  v5l!ig  populären  und  eineni  streng  wis- 
0i»iiBchttftlieberr  Werfte,'  sc^miMräcksichtlicb  deüYortrtigs  als  auch 
MtekakMUiA'^s  aui^oirnneiietf' Materials,  getroffen 'hal^/'f  Diid 


Iteteiiirable saaCIMm^niliebtitoMdten  mtm\ i»)dfk/obo*talKUbKi 

teil/  Jiittli#«fr i:ld€Jiti:«lsiiki wM(^-Vl«r8oblwkiM{MMMeM#.^ /infti«UM6r^. 
derf»  ]3ebrteifderi'EJttmeiit«im«Ataft4tlk»'>iMaM  Aarr.IHsonoKi 

iiMoie/.u«d)Algdbr»ri heiter:  aoa^nbrtsm»!  1M«b«^  skk*>dnni4itt> 
äkbüler»dl« Er^kifti^  diM  mte  €;iiunde:TgclQMeii.l«riMbacbB  etgm^. 

mK^sigen  mathematischen  DeMiAm»»  fbrbMeitflinrAi:inAiaflildeit> 
HerrJVerf.  in  einem  Buche  dieser  Tendenz  auch  dem  sogenannten 
thierischen  Magnetismus  und  den  Reicbenbach*schen  Cntersucbun- 
g«i  über  deilselbeii  in  cfinaf»t)iiiP4>laciiaaUts'^  tibenMibriiAbbnen 
basbitlerfti  Krtj^iMiciülgi»  Arfm<rtlfmiilMliiiie6fch€hfcilbatj  kate  mifk 
gebiUi^  wertleaM'  ^Oa  aObqa.&Ober  eiil >4MMrer.  iN«i|wteiit<^  BtacH 
theiler,  Herr    Director  Klödeji.  iW  BeriillrV  lsetiMi}imt  uisetattl 
obijgen  Urtheil  ganz  übereinstimmende  Ansicht  über  dieses  Budi 
auf  einem  wahrscheinlich  von  dem  Verleger  dem  Buche  beigel^* 

tW  *eS«¥Nö^  »^^M  f  fffi<»tfch JWWp^  *l^t,ilWiiWiW  wir 

es  für  zweckmässig,  und  iei  zu  wünslshenden  weiten^n  Verbrtituog 
des  Biieb^s  Oilr  l^rdeHioh,  wtnn  ^1r  dide  «ebttlMMbff  "d^  Hbrra 

einstimmen,  nachstehend  abdrucken  lassen :  <  ... 

„Das  beifof&^end  zurückgehende  ManuM^t,.b^titittti:Xi^b«biQiclli 
der  Physik  für  Schule  und  Hans  vonDr.Heinrichfi^Aze, 
ersch^nt  mir  'als  ciind\r«>c1it  Vtkdkcirb  -j^rfoeif,  dljb  «tber  wätiHrea 

Yerbreitdng  durcb  den  ifnick'wNihl  Werth'.iitr     ^Ve  ed|^tt^tt^ich, 
durch  eine  logische  übersichtliche  Anordnttbg;  darcfa^iike'liebti&n^;' 
8*hr.}den4icbe.AiMl  fa«alk3beitAuiiiruelHtoMse.Bbd;EÄar«taUiing^'dhae 
doch  der  Wissenschaft  etwas  zu  vergeben»  oder  Idlie  ikbeiaeiK 

f^' 
.knne> 

^fssenschaft  anbeim  föllt,  ist^kto{?i^(fhFwegge1ässe^  S^l» 
Herrn  Verfasser  darauf  ankam,  nur  das  zu  geben,  was  der  Schule 
und  dem  Leben  angehört,  weshalb  er  auch  zur  Verständniss  sei- 
nes Buches  nur  ein  sehr  geringes  Maass  von  mathematischem 
Wissen  fordert,  und  die  noth wendigsten  Sätze  der  Geometrie  an- 
hangsweise giebt  Obgleich  das  Buch  vorzugsweise  für  das  Selbst- 
stuoium  geschrieben  ist;9^4[o  |vitii)l  ^s  d|>cb'j|n  Gymnasien  und  Bür- 
gerschulen auch  recht  wohl  dem  ^^Unterricht  zum  Grunde  gelegt 
wiefdan  kuirnen»  ifiUom'ifee  .fc^«m:b<breil^cb«1^r''v»eil(lQ*  1^ 
die-.niicb  dem  fi«dniiriii^ei;uiididBmi'äytndt)unkl»«rfnf|r.ilUM« 
etwa  arfordatlicbea  '4)ajUi0iiM»(S^cb^iiiiB$l>iudi«liiQ9eiii  ^iwd  <  FfMmla 
geeigneten  Ortes  ergänzend  binznzufiüEen ,  wozu,. oft  schon,  die 
mä'e'  Umwandlung  de^ '  .wäi<dl(;heh  A^isBl^ckä  ,  in  dert  figi^Arteu 
äiatheiifidtischen  hinrefchi  Mit  den  Ei'iebni^ien'd^rnetfestetf  ühy- 
ölkälisihÄn  'Försbhüng^Ä  ist'  dfer  He^  Vörfai^et  vroH-VritfWdt, 
und  .er  hatsie^sol  ^^eif  es  der  3{U^<^lc  iiiul  dU  Biestimm^ns^  Ues 
Buches  verlai^^eti.  aüfsenomn)<^h''tind.  meistens.  seMt  gät  Wpn  ire- 
l^gen  dargestellt:-   AusVtl^ayiM  e^gle(>t  cd<A,  das^  Mof  Bildi  eia 

th.nyi^e^  denen  andene»  populike  ii^Nysikalische»  Wc^rk^  mit  Keqhi 
a«i' limCftngreicb  «iimI,  }/ffm^  gciYVJW  iip^  4m-voriiqgQtdw  moht 


m 


l.Ujni'  ^  ,    »,  .       ,    ,  ,„.       -,        ,.. 

^^•►1848,   8.    ,         ,.  ..;,     .  .;  ,  ..,;,    ,t,    ..    •  .;,.    .U 

8itH)4iiimtfiNi«lgt6ii>  W^rlmr^  t« «^vielelieii  «did^erihr.  VM.  M<^>  mMtr 

sbtfdefni'litttiptslklilfcli  nur  nltnMophyiitktfliigeheit' dingen,  yt^f 
hM  w^  *i»«ifie  ?  D«M«Quiig>  In  dl6««m  Tii«ile  gendje^nder  ond'tie^ 
flte4lji<jua^f  finden  4Qs  «n  mten^TIf^lä,  «id  selM  glaaben,.  A^g$ 
lüittt'  »cWw^wlioll^ j<w<i/rilm»Mdte> oenre^en' '<<pti<KheB  EntdfSckanfbir  «t«) 
i^otlMtiillfgl  «H«  Mer'  bei^ammeii  Bodw  trini.  ll^'HMiTOtilMli; 
Inil  d^BSM  Afigab#/ohne  '«ehr  km  EihMl««  «iiigeli4li'^  können; 
y^^^tm'MetbSgtiiife»}mtlMtniy  ist  felgeadurt  ' 

'      äecjV!qIn''t^/|.$öltttio^   de   quelqÜM  /^fGciiUe^' '  ßxplic^ 
ae'.certälos  laa^ '  mysierieüx  (Hier  auc)i  j[6[p[  Zodiakaificbt»  Stern- 


Corps. 

acGideDtelles  ou  subjeetives.^  De  la  persistance  des  fmages.  Du 
•ontroilt,  De  411rrkildtkM(iii  k  9ni  JMtooiBnie't  on»  4eBi  liiHnerftctions 
Imn^s  idmnfiii  l«b  (Nnemlien.'deiifi^eiiteaNi^'^i-«  'äleeM»«i*  vMf.<*  Oe 
hl  lamidre  .^onslddn^e  daMiB/«en'«i«ticHir  «nir  de»  appireüm  totres^qiie 
roeit,  «Kr  ide^ieoMMoeS'  iMm^meh  d^  la  rdttne^ :  De  kt  »nätime 
([dos  Intine  *  9a  <  »^ectre  mlaire  9 '  des »  dMetd  tayens  cflNori fiqnefll^ 
fltauhlques  et  ^^sphArogMiqueStt'iDdfiB  ^^holograMde.*  De  Tme- 
tion  de  la  lumidre  aar  lesplantes.  (Hier  anehvon  Hoser^H'^A^ 
decken  ff.) 


arbeitet,  Toni.Dif,  «..A.  Jij^i»;  iIJi:rp,qt(MF:  d^j;j,Mte^M« 
chen  Gesellschaft  in  Leipzig,  u.  s..  w.Leipziff.  1849«  o. 


arb< 
scb( 
Tlrlt.lö;«'i'fv 

ochubler  s  Grundsätze  der  Meteorologie  fxschicficp 
zuerst  im  Jahre  1831  als  integrirender  Theil  der  ,,' allgemeinen 
•A^eykloplAi«  '*W  'gesammiiw  likh4'^-  nM  HkdiiWirtbWhfjtir  ^der 
4>«iiKatelkeÄ<*';'tnid'  bdbeii  tttisb  'mie^  il^'  sclhr  'g«ttA^inT^t^odH<- 
ehen  Darstellung  und  ihres  praktischen  Gehalts  itfft  ^^cht  gros- 
dffiB  EeifaU  naroentl^skront^  d^.Yf^ni^h^OHcA^  gfd|il4eAen  iiand* 
wtrthen  erworbeuu^  ..W4er9eihi:,;f^^^9M  !Zi^it  4utsh  Gr^nd«^ 
Imidwirthscbaftlicli^ef  Akademi^en  unoponerer  Jandwirtnspbaftlicher 
iÄArM^taltenV  do  wfe  |^vl<MMtdhef  das 

Entstehen  einer  ungemein  grossen  MetiM  landvrtMnsdmftiR'öbet 
Vtereine  und  dMi?h  laii4wirlib«f:|iaft|icb!9^:8chrfAM9  die  .wiasewKsbaft- 
liche  |{e«iilpiBiUiiDg  der  I#a|liR|rtiiiicl|i^i^ßMeit  wDidüo  M,ivvbmB 
Mßff  4er:.#ai  ^Kes^^iuH^itigllton  aileR  .Qwifrtie  det  iHmisqMililitti 


streng*  wi6»enaMlttfUtelli^e  toeailbelHting,  Wbl«lle'-8«m(ite^¥  iSMm*' 

hung  ffir  sehr  zeitgemä8#>,<>biid''sind^id%  lleifiäii^,  ^«^iM 'd^r'lierr 
Bearbeiter  das  Werk  dem  gegenwärttgep  Zn^tAnde.  der  Meteoro- 
Mgi6  ^kM  d^n  D^MAilMert^^^^ädÜTlIRtih  g^eMld^ter  LänUl^the, 
lilr ; ^eltll<<  dWsr '  Btt<^  i  ur^ruAUicb  J^sfi^Wt;  ^IM"; ,  ptf<bh  deW  Ii6üti- 
l^ii  Z«3fkih«e'dl!V<]^^i(tfvi^Mh8iiMLR'Mri^A^  ^h^iiki^Wg^Afäki^ 
angepasst,  uod  auch  deo  ursprünglich  durchaus  praktisli^hen' Chk- 
k^/<te^eih^.^9  iiA^»'  nMen  Belicf>«if«n9(  ii4j!ge9ila..|'«ite«gDet 
|^|iU.iQ4evi.mx.9i„  Dmniir  .i$iDs  4iervoraii4ieb«nt  (lupb  «tae«i9^hr 
m^hep.Sa^pniilUf^;  i^^gMiaoiit^  . W^ttflureg«!^.  .md-  W.«Atei!««fcbM 
Ji^gebrachtilab-.iro^ii  jbiii,d|e  «beufoUs^recM  i$idlur2U<eiqt>fielii0»d« 
l4^isbtr^s:«tli.ch.^  DttfÄtellunÄ.  ,d»r  jltte'1(e4lrq1,ogi!0  tjeil 
ILu^zek«  Wiß«^18|17H  (LUmr.  Ber.;Nr.JKUS»  6820'mi»iB|»th 
lieh,  in  «ßesiug.  auC  dbito^tiscbeo  ;LiiABßsebei«iiNRg<ta  i<M>ciü^ einige 
jn|jte.,fi^|igp,j|ätt9i»;(kf«ril.  bOnnem  <.Wh1  vKüti^cheii  d«miiPAi«L- 
qb^ntAiQ^eiÄS^.  fi(0rrn,;Jahn  sebios.  «ehr. (lehrreichen  InhalU  und 
seiner  leicht  verstänfl|i<$h9D  UarstelluM.wegen  j^iiNir«cbtWeitQ:Vef* 
breitui^eoqter  allen  den^n,  welche  sichfürdic^  Erscheinungen  in  unserm 
LüftkrA^V  ffi1\rejdet  äüs  Neigung'  oder  kiik  fierüf  IrfteVeskired.  Die 
Ausstattung,  auch  dit^lUpTertafeln,  Wt  In  j0der'Be'zieTrtng*Vof- 
zQslich   '        '^ '■''  "*  ■  ''  "   *'    ■"    '        *    '  '^  •■'  '  "*  •'«'"t'^**'  ' 

•    "      ,     i  .« :  /    t'o '.■►.'.    -      »'.H'»i;'i.i  V:   :•!.•    !*  .'    .      •  •.•:•!      li 

Magns.tisdiesun  d.ff:6«gK4p»hilsGlie  Ot^AbJestlmmangiea 
Im  «i^terrelehisoben  ikft^sersta«le>{faA.Stg#4*&br4  TonCarl 
Kreii,  Diile^sftor-.deki'hi^  k«,  8t«ff»w4i«le.'»stii  Pr&g^y  u.  .«•'  w^ 
«iid>  CarlfuFrilisek-,;  1^  'k*  OsinMtibsfNraell^ififantfiln  .11«  äL-^wi 


Erster  Jahrsang.  184€l*  Oesterreiob  Qb'4er!fiD'ns^:T3^nb| 
«0d   VoraHberg^   La«ibttrd»L.     Pca^  1.^48..  4  ^-.äi  «Tib.lW 

30»    ($gr.  .    ■      ..-     II     '  i  ••■<  :   •  ■.'•'    J;    4   '»•  ,  ..'•»'!   '  i     »       r   ■ 

,  ii  u  #1  «  ■*  i' 

Mit  der.  liberalsten  Unterstützung  von  Seitpn  seiner  Regierung 
Ist  Hierr  K'r^il  best^häftigt,  eja'iti^ghettsches  und  zbj^leicb  i;et»£ra- 
phfeMihes  Netz  •  aber  den  gättzeri  Ostterr^icbi^cH^  Kätser^tMtt^^ü 
1eg^>=  wob^i  d^r^tlbfe  in  Vier  DistHete  gethelft  wofd^ln  Tstl.iilitöncU: 

1.  Der  westliche  Alpen -Distrfct,  der  die  Protvin^en  lÖjea^fef- 
reich  ob  der.Enns,  Salzbiirg,  Tyrol.  Vorarlbersr  und  die  Lq™'^^'' 
deibegreift.  .       '  '  -      f'    '    .       •     '' 

2.  Der  amtliche  Alpendistript  Qpit  ißn  ProvUfsea^iOesIsvii^h 
Vnter  der  Enn^  Steyern^srib  Illyrien^diis  ireili^tiafiictch.eKJ^pigreich 
Jl^ftd  Dalmatiep^  „   . 

'     3.    Der  Dotiaudistrict,  ofinlicfc  das  imttfere '  übd  sfl^lehe  HFti- 
gam,  81avoni^,  Kroatieh  und- die^lWliülr^^nz^. 

4.  Der  KarpatiheDjdjstrict,  päfolicb  das  s(idliche  Vngftrn,  Ca- 
Jizi^jtt.  und  S}e>>eijbürgen.         !, ,  .,  ,      ,    „,:?    .  j, 

Mit  deiti'«e^sti»ti  District^  ist  Herr  K teil  fök^ -Evste 'fertig 
und  Chelftdiie  ResüMatei  »eiiilef^  »ati  43  Punkten  getnaiebttsn  fnftcne- 
ttsbhen  und  geographbidfett '  Bestiüittiungeb  In   tfieMDi'  widiligen 


Werke 'bA  S»hf >isn>fiyiin#flwpi  .iatw  ilit%ii  ji»imftn»lPii..poiM^>lld< 
EreigMMe.  der'Fo«t»mMig  des  .bfi§tt9ii€»»«l»:.i(ifibUgen  ünteroeb« 
i«eii0  und.dert  tirifeiteHiO:  MiMieiiung.^er.  gd^onnciMii  Erge^BWse 
Dicykt^hiild.4nid  ini4en:\Keg  tet<m»   ;•.-      -- •  i*.-  ,1 

ireitif^'^VoD  Dr.  to*i'WÄ'itn*ölpp,*«Pf«f.  **e*  {"hysik   und 

tafeln  und  7  lithographi  rten  Tafeln,  Netz«  zu  KrV- 
8  ta  lim  o  de  Neu  enthaltend.  Braun  seh  weis.  1849.8.  3  Thlr. 
20  Sgr. 

Der  Herr  Vf.  dieses  auch  namentrich  rilcksichtlich  der  Figuren- 
tafeln trefflich  ausgestatteten  Werks  hat  In  demselben  Bereeh* 
oungen  durch  die  &ph^risg.he  J^rigonometrie  oder  ^alytiscbe  Geo- 
metrie gänzliob^':i'ä%ii{ba«A,-4id1]lltlh*>blfai[y:^l^^  Con- 
structionen  oder  grauhischer  Methoden  bedient^  was  wir  ganz 
sweckm^i^i^fiiiden,  'nttnfebtltcfifbi'i^lbh^y  wetcfceweHe^'geb^iide  ma- 
tfiemattscfee'  Kenntnisse  ^ii<iht  b^^ltzen/ '  Je^eb^  kennen  wir  getadö 
ht  dieset  Beziehung  ntiint  den  Wuhsch  ttfrterdrGolc^if,'  da^s  en 
einmal  einem  mit  &n  Methoden  der  de^criplWefi) 'Ge^mcArie  nnd 
der  , (Perspective  vollstänilig.  /vertraijiteii,  Mat^em^tjker;  .gefallen 
mOeht«  9 .  eine  avf  diöJMetboden  A?t  ifi.  Ked^ ;  (itehen^en  W 
scbafteo,  gegviindete  vollständige '  Afiyveisu^g  zur  j  ZeicVniing  der 
Kryst^U«^:  jSovrobl  im  tirundri^s/aus  gemissseiien  V^inkelniiu/ixr'Kajii^n 
teni  als  ajuch  zur  pftrspectiyiscbeD',parst)eUi^iig,der^et()eil  zu,  be-^ 
arbeiten>  die  wir  sehr  gen   '     *        *     •  •         .     • »  •  ^i  ^ 

wCinfeclien  würden.   Hen^q.fi 

lendes'Buch  leistet;  in  f^e^c    _^„. .,.»- .- ^  „^  ,    „^^     .  i^-^uTivi 

rer  Meinung  yo^  axatbeii^aüficbeä  Stäf/dpifi|l^te.,  fius.,ni/clit\|(inreJi-; 
ci^^ndejB'a  web^, fauch  für  die. Leser,  filr- welche  das  ^ucb  ;^or^] 
zng|»weise  bestimmt  zu  seip  scheint«  genug,;  Wiir.vyied^rhQlenäber^' 
ifkis  yfriT  das  ßqch  ffir  den. Kreis  veik  Lesern,  den  es  mc^.seljlis^ 

ausgeif^hlt  2p  bf^l^en  fjcbelnt^  sehr  geeignet,  un4^n)p(ct'?)^nfiwf;r4h 
finden,!/.         .    ■      ,  *    .  .  :;',',,  ;,  . 

Süer  HiM^ns^l^er  Mm  Arcliivii  fivAcMe  ;ftt«h  ^be<  dte«<#'Oelege»bt<il 
leBy  elÄe 'y<mi  ihm  fril|i<^  2n  Mini^  Bett^ägeir)Mni<>re4ii6a  ftnflli 
a«^pwiai»flteHtrllarli€mfitlk..  TAi  I.  .Brinflenb«i:gk.'.1.a^ai9*  'Sw 
i49.'])il9w.V|L|I.  wrnfffntA\QUi(^  Abba^dliuigc  'Inr  U^fyBtu\i^gr%phli^ 
»A^i{^».«<jr|i^;«'i»l?P  Geometrie.  Krsie/:  Beitrag,  Jq  ^Efi^n^rann 
c j^ •briijffeb »  da. dieselbe  nicht  sehr  bekumit  gewordeu.zn  peio  «ch^iat^ 
dipo«ribent.Wi(:l<eUen}^oritiela  aber  eijjie.sehruQge^neiue  tlnd  au^gedeKiij^ 
Anwendung  bei  kryKtällogni'phischcn'  Bestiin munden  wohl'  gestatten 
mfichten*.  Eine  repht  ^entlicbe  uAd' vollständif^e' Anweisniig  züb  gfk- 
phUcfaen  |>arste)laT}|r 'der  Kr^MaUe  sowoM  im  Grundrias  als  ancll  p^M 
sp'eetivisch  miti^lst  der  Mcäh^Dd^n  der  fl^sbrlptlven '  Geometrie  ^ind  PIV*^ 
spttcflVe  hfitt  i^f  aii^~ei»-för  e^hr  wiai^scbedswerlili  •  qimI  wirt|  krb^AttU 
dieter/Art  g^m  inP»  Anihir  idilfaehiBee. .«h'.GL)i>-  .  i-.^'i-'^  •-.''. j  .  -::.-)K 
•' .     {       '■         .  .1;'        '  ■  -:  ♦    :  •  '  •  ,;    i  •.'•..  .•      .'»   '..:    -i.  N,  •'•!'*  /'/    'tl 

'    MWikorrfeei'  de  'Pfcysiq^uem^taWIdue,  ifir  GnHIaum* 
Werfhliiig.  >aH».;'1848.  V,  .S-Tfilr.   -  :  '   ■^^"':-  '  ' 

t(f;.  J|ibi»lti;:JVte«i^iriei#ui!.rfe|asti€it<(  et;  flur  la.cQl|44^ndeii  loeUux. 
-ni  ll^<ifr^>  4iir  i'ehieilicitd,  .^fe.  eur  /la^  (^hiesio4  4e4   Ailiagv^.  --* 


ru 

Miihwfctj  ^r't%AieiieÄ'diri<i»iirtmt'gtthiMiYqtte'HBt'i^^^  r^Mtmirnq»^ 
D^ismiB  Bur  i^läsiiieit^^tAed' mctaiir.  «^  .'  M4iii«lfe  bar  \b8  Mmspro* 
dnils  par  fe  'C6«rant  ^lc»ctfii^e.  ^-^  Moi^  8iiri|ela^tleit^;ot'8iir  la 
cohesion  des  diffc^rentes  espec^fi  dto  verre;- par  M.  flfrJ'ßj-CIre* 
vandrier  et  G.  Wertbeim.  —  Memoire  aar  r^qiiilibre  des 
cor|m  «qlM<W  ^9fa^K^WB.  -r  ■.  Miiiioire.  ,««ar  Mt  .vitecwe  d^  >i(op  dans 
l^  hans^^t  -m  ,  ll|^(|ipira  aurJes.propri^ii  iii4canique#.du  fa^i't 
imr  M^.ftl, /Ei.  Cbl^v^ndtiiec  et  $r.  Weithffm.  -^  .ttemair« 
8ur  JVlM><^<f  ißt  aarJa:Coh(e^pB.de9  priocipaux  tiasu«  dv.^^pq»« 


' '  I 


Termkelite  Schrillen. 

'  ••  ■  .  •  .  •        • 

BalletiAS  de  YAoad^mie  Royal^  d?a  scieaceQ»'  de« 
lettre»  et  des  b0atfx«art8  de  Bel^iaue.  TooievKV«  Iline 
Partie  lft48v  Tome  XV|.  Ire  Partie.  1»49.  (VergK  Li- 
tsrar.  Bei.  Nr«:S;LyiKS.  060).  .: 

Tome  Xy.  Jlnw  Partie,  p.  16."  Des  pmportioDS  da  corps 
hütnaln,  nat  A.  Quetelet  peüzi^me  artlcle  (Voir  le  l«r  9,1^ 
ticel  T»  aV.  lr«,partie.  p.  580) J  Proportion«»  de  rhoBimiB  cftfet 
les  Egy^ieps.  ^PVoportioDs  chez  les  Romains.  Proportieoa  de$9 
Inclous.  "^  p*^*  De  r^bnllition  des  liquides  et  de  leur  fkdh«^-' 
^ence'aox  vases qutied confiennent,  cottime  cause  decertaio^  ph^- 
nomöhes»  par  M.  Louyet  -^  p:  4ft.  Si^i^ie  iet  septi^me  rae* 
moire  sur  1  indoction^  par  M:  Etie  WaHmani^.'  —  p.  118.  Sur 
une  anomalfe  apparente  Ains  tes  r^at^t^ons  AectHques,  par  ülf.- 
J.  G.  Grabay..—  p.  '289.  8ar  trn^  m.^thode  doon^e  dans  les 
M^moires  de  l'Academie  Röyale  de  Betglque,  pout'  d^^terminer  la 
colUmation  O"^  lanefte  m^mienne;  palj*  £d.  Mallly.  ^  p:  294, 
ProcM«^  d^exträietion  du  nicket  et  du  Kobalt;  saivi  dans  utie  fk- 
briqae  de  Birminsham^  par  M.  Louyet  —  p.  365.  Table  it» 
fbfoes  ölasdques' oe  ia  vapeux  d*«au,  posrvles  temp^raiures  cfois- 
Sant  par  eenti^me  de  degre,  depsis  ^W^  jusqu  s  lOP  d^  L'ecbeile 
cent^simale 7- par  M.  J.  G.  Crahay.  -^:  p.  378.  Note- stir  an  pb^ 
nofAdne  dacoustique,  par  M.  Ch.  Montleify.  ^^  '  {h  'SM.  lie 
transport  'm^caniqoe  de  la  mati^re  pond^rabre  "est-it  totffoaris  'di^' 
r!g($.  du  J>drq ' p(y«U«r  au  pA|e  iirfgatif?  Pili*  M,  Maas.  ^  f-P^'^ 
$Ut  Ics  eörrectibnls  de  la  lunette  nidfidieone,  tiote»^  par  Mi  M.  le 
cftpitaine  Liagre'et  Ed.  M.ajlly.  —-'  n,  476.  Sur  une  methode 
propre  ä  luire  Jrouver  la  collluiation  aune  l^nett.^  i^erid|enne  au 
nioyen  des  ob^ervpitioiif  astrqponriaues;  p«r  ]Uw  le  ca^ti^ne.Lia^' 

§f  e«  *--r  p..  50L  Si«r.  la  re4u«tion  a'une  integmik.  moltipie;  pav  Jtl» 
cbaar  (Die  bekannten^ istegride-t von. Uinicbitet)  .-^  pi  50ß.  Si» 
le  däveloppement  de  lafonction  (1  — 2a?z-|-2*)-~i,  saivantles  puls- 
sances   ^  *'    **  "^  '^    "*"**   »>^--i-^5--    j'      — 

bleme 
ferme  m 

de  r  oouieürS  dti^ses  j  qoelt«  etia  ptrobäbilit^  •peurqa'en-tirant 
A^ ii<»atN'  au  hasards  on  paisde  siranger  ceRes-d  sir  a^*6>  e^  'ete 
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h,  l  groupe0  respei^einent  de  n\v,  fp».^r/,  f^  boale«,  soos  la 
condition:  l^que  leä  ))aitl^«'tf'nn-h]|me  glf6t|pesoi^rd'uneni6roe 
couleur,  diffärente  Deanmoins  d'un  gronpe  ä  Tautre;  2^  qne  les 
couleiirs  Ath  boi^J|^^cl^.dfa^cjij^«di%9  ;Qonple<»opA  a,  b,...!  oiff^rent 
de  Celles  vdea  compiekTojis  am  les  precedent.  On  donne  en  ontre, 
corome  c^pditioo  oe  pcMsibilitd,  les  r^latioDS 

V^  m  =  </+/J  +  ...  +  A; 

Tome  XVl.  Ire  Partie«  p.  8.  ^ur  les  variations  brusques 
de  teroperature  et  ^'nrf98«i<{fi.  ^alroiMspWiqtte^r^bserrte  di|  tO  >a« 
13  Janvier  (t849),  ^^iLouvain  par  M/Crabay,  et  ä  BnixelleM 
par  M.  Oofteljet.  —  p.9.  Recherches  nouvelles  8ur  leverltablepoids 
atomiqa^najearlvaej  {tarlf.)Ji^iAtail;'4fi«-M7l  Examen  critiquedu 


317.  Sur  les  Variation«  dp,  tenip^rature  et  de  flression  atmo«ph<^ 
rique  et  sur  quelques  pb^nqni^nes  roet^orologiqaes  observ^s 
peudant  lesmt>is^e  ,yM>vi€|p  .ei  im  Qnetelet 

—  p^  3'29.    vbservatiöiis  eeodesnques  et  ma2;neti( 


sattJcf-Ae  folge 
d^  CoAiWnhliöne 


^noen  Formeln  b^nie5<ei»V  ^^  oenen  [hipj  die  ArusaM 
tiönen  lär  i/  EleiQent0  d^j^'JMtelni  Klasse  lifez^icÜDet;  [ 

.'  I      *  .  Tf[2n-T*'lj<»?V'?««n(  2tt^arctaM-|    .      ,.,., 


'i!   rir<»-'     ■.     •••••1         *'i''*'y  ''   '  '      '    ^••'.t'».' 

— [  2»  —  1 . 2]  W*»-»m*  cos  (  2» .  arctang*^' ) 


l'iiij    'ul-^-.iii  .;i..'ii  TT     •♦  i.  ..    .    .U«  p.  .If.  .  .  .•       j  •    t.    i:  •(» 

+  ( -  1)"-*/«*"-*  81»  f  2« .  arctang  -\ , 
a(q«  4 ;/i*)4('^-»)=««"pos((?ii+J)ar9tang~)        ^ ..  ^ ., 

""    -l!iif:2]o»*-*m«cos'  (( 2» +1) arctang JY' 


w. 


+  (  -  l)"»i*"cos  ((2m +  1) arctang  J) , 


VIB 


•••    ,  ...,   M. .;!.;!        '  I   »-    :  •,    J       -'il    i.ijj    .-.y»'  /""jin.    )  ~0  /''    !      '•     •'• 

■•.I:.    ^m1    .•»Sil«'.'-   ■  fc»  1    '  I  ••   ''"^"V     •'''■      ■■* 

-  [  2«  - 1 . 2  ]  a^^hiflfin  {J2n .  arctang  -  j 

■  ,•;  '    -IIP    >.t\'     '.       i    r    ^  ■*         •  ^      .        .   .      ".  i  :   I  J    '.         I     J    /    /    •»  f.. 

iir(ö«4^Wi«)i(«»^^)±='A«i!!ih*f(?»+l)W<rtÄhg^^^     !.    ;"  " .     ^  :' 


,1  •!    'i     .•■ 


..,  •      .        .  -.y   .if-  w  <         !•  •      II.  8.  vr.  ■  •  *   ■  •\ 

+  (— i)«Hl*»8in  (  (2♦^  f 'l)a»ctihjt®  )  •   '.  '     =" 

-*-,  p.  338.  Sur,  les  fraction«  coiitibuea  p^rUdiqqes,  par  lM.Ji^9t- 
fr  an  <*  o  i  s.  -7,  p- .  4^4.  Notp-  sur  urie  .Dou^^He  iqjplicatipn  ciirieuiif^^f 
|a  per^istanee  deo  iihpres^iona.de'  la  ri^tipe.  pVr  JM«  ^1.  .Pla40AJ^4  ^ 
p.  ^3i  -^ote  fior  la  pr^paijMjoA  qe  lo^yge  de.cpbfilt.piir  et^iir 
ralamijiate  de  cobalt,  par  M.  P.  Louyet.  —  p.  Ö8Ö.  Sur  les 
propri^tea  dont  joaissonl  les  produitsvinfinia  qui  eicpriment  tes  raci- 
Qes  des  Dombres  entKrs,  par'M:  SehaaV.  -^  pi  ^&Ar  iyci«iM)^ine 
note  sur  de  noavelles  aoplications  cttirieuses  de  fa  persistance  des 
uiipres8iops\  de  la  retind,  p.  M.  .piatejau.  r- P-  ol3.  Exp<$rien- 
ces  compi^itatiyes  l^of  la/förce  et  lä  constance'  Da  couraot  prodiiit 
par  differentes  piles  vcdtaiques ,  connnes  sous  le  nom  de  Batteries 
a  couraiK  -  copfitaAt ,  .par  P. ;  L  ooi  y e  t;  '^ 

Ausser  diesen  grosseren  Aufsätzen  enthalten  auch  diese  bei- 
den BSnde  wieder  viele  -Ihtere^ante  kleinere  astronomische  und 
meterorologiscHe  Notizen,  bauptsächlich  von  Herrn  Quetelet 

Preisaufgab\^  der  Kunigl.  S(rc.  der  Wissenschaften 
zu  Konenhagen.  Einev  vollständigere  Untersuchung  als  bis 
jetzt  vomiiiaU)^aiAtipcben.Suindpuilkti$^atii  ge^qh^hen  ist,  der  Lehr^ 
von  deim Widerstände  einer  Flüssigkeit  gegen  einen  in  derselben 
sich  bemgenden  festen  KlLrper.^  Xertnin,  Ende  August  1851. 


«■'-  -••  I 


) 


4     I    « 


IJ[I« 

JLlferarteclier  tterleht 


A  r  i  t  h  m  e  C  i  k. 

• «  * 

■  > 

\^.'Cour«  dAli^^bre  sap^rieure^  profes»^  &  ia  Facalt4 
des  scieoces  de  Paris;  paf  M.  .X~ A^  Sertet  Paris«  8^ 

1849,  avec  Plaoche.  7.  Fr.  SO  C. 

•        ,   ,  -  •  • 

Dieses^  uns  leider  «^b  nicht'  )iu  Geaieht:,;gek«mnieiie^  Bock 
wird  aber  in  fraozusiscb^n  Zeitschriften  sehr  «Arfihait,  und  ver- 
diept  dabec  den  Lesern ,  des  Archivs  empfohlen  tu  werden« 
Die  meisten  Erscheinungen  auf  dem  Felde  det  mathemaMschea 
Literatur  in  Prankreich  beecbrinfcen  eich  gegenwärtig  auf.' neue. 
Ausgaben  älterer  Werke  tq^  Monge  ,  Lagran^e^  Laplaee» 
LacroiXf  Ur  a.  w.;  desto  erfreulicher  ist  es«  .hier  wieder  eki** 
mal  eiiiem  grosseren  y  der  allgeAein^  Beachtaag  sehr  wevthen 
Original w^rke  y.oo  einem  anch  durch  andere  eigenthämliche  Ar- 
beiten., achoa  läDgst  rfihmlicb  bekannten  Verfasser:  zu  begegnen. 

..^  Aiffsuchung  der  reellen  und  imaginären  Wurseln 
einer  Zähleugleichuns  hüheren  Grades  von  Simoja 
$pit£er.  Mit  einem  Vorworte  .v.^n  Dr.  L.  C.  ScfaVlz  y. 
Strassnltzki.  Aus  den  naturwissenschaftlichen  .Ab- 
handlungen., gesammelt  und  durch  Subscription  heraus- 
gegebeo  von  .W.  Haidinger.  III.  Band.  2.  Abth.  S.  109. 
Wi^n  1849.4«,    1.  Thlr. 

Herr  Prof.  Schulz  von  Strassoitzki  bat  in  der  im  Lite«" 
rariseben  B<^r.  Nr.  VI.  S.  90.  angezeigten  ausgezeichneten  Schrift; 
Beirner*s  Methode  znr  Auflosung  &i  numerischen  Gleichungen 
sehr  deutticberiäutert,  damals  aber  sich  auf  die  reellen  Wurzeln 
der  Gleichungen  beschränkt.  In  der  vorliegenden  Abhandlung,  welche 
eigentlich  ans  zwei  Theilen  besteht«  wird  dagegen  die  ge« 
nannte  Methode  auch  auf  die  imaginären  Wurzeln  der  Gleichun- 
gea  ei;weltert.    In  der  ersten  AbtheHurtg  giebt  HelrrProf.  Sehnlz' 
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von  Strassnitzki  ein  Mittel  an«  um  den  Ort  der  ImaipDlreii 
Wurzeln  zu  finden,  oder  dieselben  zu  trennen,  weshalb  auch  der 
erste  Abschnitt  Trennung  der  imaginären  Wurzeln  über- 
schrieben ist  Die  in  der  zweiten  Abtbeilune  gelehrte  A  u  f s  a  - 
chung  der  imaginären  Wurzeln  gehurt  dagegen  ganz  Herrn 
S  p  i  t  z  er  an,  welcher  sich  bei  der  Division  der  imaginären  (ToefBcienten 
durch  einen  einfachenKunstgriflf  half.  Wir  empfehlen  diese  Schrift, 
ebenso  wie  die  friihere  des  Herrn  Professor  Schulz  vonStrass- 
nitzki  der  Aufmerksamkeit  der  Kenner  recht  sehr,  und  sind  der 
Meinung,  dass  wir  jetzt  in  den  beiden  Schriften  der  Herren 
Schulz  von  Strass nitzki  und  Spitzer  zusammen  eine  sehr 
vollständige  und  genügende  Anleitung  zur  Auflösung  der  nuipe- 
rischen  Gleichungen,  sowohl  •  rMfskhtlich  der  reellen,  als  auch 
rQcksichtlich  der  imaginären  Wbito#'  besitzen ,  die  zugleich  einen 
sehr  grossen  Reich  thum  vollständig  ausgerechneter  Beispiele  ent- 
hält, welche  natürlich  bei  dem  vorliegenden  Gegenstände  von 
besonAeter  ^lidiiiekelt  und"  M?  i^>^fefi|c|«r  sNt  •  vreü^  die 
genaue  und  sorgfältige  Ausrechnung  derselben  notb wendig  einen 
grossen  Zeitaufwand  in  Anspruch  nehmen  musste. 

Sammlung  mathematischer  Tafeln.  Als  neue  völlig 
umgearbeitete  Auflage  von  Georgs  Freiherrn  von 
Vega  erösseren'-Ivgi^rUhwisek --f  rl8tn#nictrischen  Ta- 
feln, nerausgegeften  von  'Üt7*J.  A*  tfüfsse.  Stereotyp- 
Ausgabe.  ZwelterAbdruck.  Vermehrt  mit  den  Zech'schen 
Toffeln  fiir  Adilttian  «nd  Subtrdction  der  Logaritfimen. 
IielfTS'ig.  1840.  8.  3  Thlv.  15  8gir.. 

Der  erste  Adruck  dieses  sowohl  seinem  Inhalte  als  seiner 
iitMBer«ii,'4eni  deutliebefi  BuehhaiMlel  oiWI  der  deutsc^hen  Trpogra- 
phie  Wtthrfalifl-  Bhre  nUiehea^len  Atfsstatlvnlg'  naeh  ausgezf icbneteo 
Werbs'ist  im  Idtetan  Ber.  Nr.  I.  8.  4  afigessei^  worden.  I>re 
BlMirlebtung  der  Taiielfi'l>«-Xt  Ist  gansa  UDverändert  geblieben  und 
«»»uniwter  Mfacven  Anxelgc*  Mnrelcbend  'bek&wM,  wobei  wir  Je« 
deeb  sittbb  jetzt  nicht  den  Wuh«eh  mfterdr^cken  kthinen,  dass  e9 
d«iii  Htfrausgeber  geftillen  habeu  mttdite;  in  det^  trhrotiometrischen 
TaM^vHe  bei  C»M€t  tiiid*  In  meiiteren  englischen  Tafeih  AeWhi- 
kel  vmk  10  so  10  Seeooden  lortsehMilen  zu  tasscn ,  was  bei  den 
meisten  Re^bnun^^  deeh  eine  sehr  grosse  Erlelebteruirg  gewährt, 
und  die  Sicherheit  der  Rechnung  wesentlich  fördert,  wenn  auch 
auf  der  andern  Seite  nicht  tu  leugnen  ist,  djiss  man  nametitlich 
M  enancben  astronomischen  Rechnungen  in  a^^trtr  Zeit  den  6e- 
hrancb  kleinerer,  seihst  nur  Ms  auf  eine  geringere  Anzahl  v«n 
iX^eimülisfeNen  berechneter  Tafeln  mit  Recht  empioblen  hat;  söl<^hä 
ktelnere  Tafeln  besitzen  wir  aber  schon  eine  grosse  Anzahl,  in- 
dem im  fiei^ntheil  eine  grössere  von  10  zu  .10  Seeunden  fort- 
schreitende Tafel,  deren  die  französische  und  englische  Literatur 
mahtec«  sebr  treüBiche   besitzt,  \m  einer- neiieit,  mhrh  äusserlich 

Sj)i)n  aifsgestatteteo  Ausgabe  uos'  wohl  Hoch  ganz  fehlt,  .wKeahalk 
er?  Hiils^e  sich  gewiss  ein  besonderes  VeriUenst  torwarben  .Ihi- 
ben  wiirde,  wenn  er  seioer  Tafel  die  etwäbnl»  iMis4ehnoB|i  ^^ 
geben  hätte  oder  späterbin  aoeh  zugeben  siehgeleJIeAUeeseu  .I^iin 
wurde  freilieb  das  buch  .bis  fiuf  «wei  Bände  angewachs«D  sein»  was 
wir  aber  fiu:  gans  zweckoMissig  ^halten  haben  wurdei « wenn  .die 
logarithmischen  und  trigonemetrisehen.  TeJMn  in  den  enlea,.  alb 
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«briscD  Tafeln  iii'  Am  Jweileti  Band  gebracht  worden  ^IreB, 
^p«ldi6  beide  Bäad»  dauo  auch  bätten  eiDasela  verk&tilicb  aeia 
mösaen,  datail  ei»  Jeder  eich  oach  sdnes  BedfirfbUsen 
Moaa  in  den  Bealta  de«  einen  oder  des  andem  Bandes  bitte 
setzen  können»  indem  jedenfalts  die  .logarithmisch.-trigooometri* 
«che  Tafel  auch  bei  Weitom  am  meisten  gebraucht  wird,  die  übri- 
gen TafeJn  dagegen  nur  in  einzelnen .  Fallen  Anwendung  finden, 
und  bloss  zum  nachschlagen  mehr  vereinzelter  Resultate  dienen. 
Die  Tafel  XII.,  welche  die  sogenannten  Gaussischen  oder  Additlons- 
undf  Subtractions-Logaritbineii  enthält,  bat  in  dem  neuen  Abdruck 
eine  ganz  veränderte,  und  in  der  That  sehr  vervoUkommaete  «od 
erweiterte  Einrichtung  evbalten.  Dieselbe  ist  von  Herrn  Zech  in 
Tübingen  berechnet,  und  sehr  zweckmässig  ist  es,  dass  diese 
Tafel  auch  einzeln  unter  dem  besonderen  Tiiel : . 

Tafelnder  Addition«-  und  Snbtractions  Lagarlth« 
men  ffir  sieben  Stellen  bereichnet  von  i«2ech«  An«  d«? 
Vega  •  Hülsse'aeben  Sammlung  besonders  aligedrncki. 
Lreipzig.  1849.  8«  L  Thir.  15.  8gr. 

abgedruckt  worden  und  abgesondert  von  den  Gbrigen  Tafefai  ver- 
käuflich ist  Die  Einrichtung  dieser  Tafel  scheint  uns  zweckmäs- 
sig zu  sein,  und  sie  hat  jedenfalls.  Vorzüge  vor  den  bisberigen 
Tafeln  dieser  Art,  namenuich  auch  vor  der  5Iatthiesen*qhen  Ta« 
fel^  welche  bisher  die  vollständigste  war. 

Wir  wänseben  dem  verdienstUtfaen  Werkt  «echt  wette  VerkiOl'* 
tnng  und  eifrigen  Gehmuch. 


Oeemetrle. 

Lekrbvcb  derGeometrie  sum  Gebrauche  auf  öffent- 
lichen Schulen  vnd  ffir  Individuen,  die  sieb  dem  Forst- 
fache, der  M^ess-  und  Baukunst  widmen,  so  wie  zum 
Selbstunterricht  ffir  ieden  Liebtiaber  dieser  Wissen- 
schaft Enthaltend  d.ie  theoretische  Geometrie,  die 
geradlinige  Trigonometrie  und  Polygovometrie,  riebst 
den  Anfangsffrflnden  der  Differenziaf •  und  Integral- 
Rechvung.  Verfasst  von  Georg  Winkler,  Edlen  v. 
BTflckenbrand.  Vierte  Auflage.    Wien.  184&.  8.  ±7hlT. 

!!  Dieses  ganz  ielementare ,  überall  besonders  C3r  den  praktischen 
^etkraueh  )bjereclmete  Lehrbuch  der  Geometrie  n.  s«  w«»  welchen 
auch  Einiges  aus  der  Differenzial-  und  Integralrechnung  j  beson* 
deprs  mit  Rucksiebt  auf  die  allereinfachsten  Anwendungen. dienet 
Wissenschaften  enthält,  ist  ans  feinen  früheren  Anfl^en  binrni-» 
chend  bekannt,  kann  aber  Praktikern,  namentlich  Forstßnten,  din 
nur.dair^  fiir  ihren  pri^ktischen  Beruf  Allernotb wendigste  kenne]» 
leenen  wollen,  ohne  in  irgend  einer  Beziehung  eine  hOheffo  mar 
tbematiscbe  Ausbildung  zu  erstreben,  seiner  gfossen  Deotli^h«' 
keit  und  einfachen  Daxstelhmg  wegen  allerdings  woÜ  empfebleo 
weroen«  ••  /  i    . 

an* 
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Elemente  der  aoalytischen  Geonetrie  im  Raum« 
am  schierwinklieien  Coordlnateiiaysteroe  von  Dr.  G. 
S.'Ohm,  Rector  der  polytechni»chen  Schale  in  Nürnr- 
berg.  Professor  der  Physik  und  Mathematik  an  der 
gleichen  Anstalt    Nürnberg.  164;0.  A^.  4.  Thir. 

Das  voiiegende  Werk  bildet  den  ersten  Band  eines  aus  meh- 
reren BSnden  bestehenden  Werks^  welches  der  Herr  Vf.  unter 
folgendem  Titel  herauszugeben  beabsichtigti 

Beiträge  aar  Molecular-Physik  von  Dr  G.  S.  Ohm. 

Nfirnberg.  1849.  40. 

Der  bis  jetzt  erschienene  erste  Band  ist  aber  durchaas  rein 
mathematischen  Inhalts  und  bildet  ein  Rfr  sich  bestehendes  Gan- 
zes. Um  es  kurz  za  sagen,  so  enthält  dieser  Band  ein  sehr  voll- 
stiiiidiges  System  der  analytischen  Geometrie  für  das  allgemeine 
sehieiiTinklige  Coordinatensystem.  Wie  wichtig  die  Ausfilhninj^ 
der  analytischen  Geometrie  in  dieser  vollständigen  Allgemeinheit 
fär  die  allgemeioe  Molecular -Physik  ist»  sietit  Jeder  sogleich  ein, 
wer  mit  dliesen  Gegenständen  nur  einigermassen  bekannt  ist,  und 
Niemand  mehr  kann  rücksiehtUch  dieser  grossen  Wichtigkeit  mit 
dem  Herrn  Vf.  ganz  einerlei  Ansicht  sein  wie  der  Herausgeber 
des  Archivs,  der  selbst  fräher  schon  einige  Versuche  von  ganz 
ähnlicher  Tendenz  gemacht  hat,  wie  z.  6.  in  der  Abhandlung: 
Zur  Krystalloeraphie  und  analytischen  Geometrie.  Er- 
ster Beitrag  (Beiträse  nur  reinen  and  angewandten 
Mathematik.  Tbl  1.  Brandenburg.  1838.  4<^.  1^  149.  Nr. 
VIll.)  und  in  seinen  Elementen  der  analytischen  Geome- 
trie. Tbl.  I.  Leipzig,  wo  die  Theorie  der  geraden  Li- 
nie in  der  Ebene  und  im  Räume  und  die  Theorie  der  Ebene  sich 
auch  ganz  allgemein  ffir  jedes  beliebige  schiefwinklige  Koordina- 
tensystem durchgeführt  findet*  Er  hat  sich  daher  ungemein  ge- 
freu  t  über  die  in  dem  vorliegenden  grofseii,  nichtigen  und  schei- 
nen Werke  gewonnene'  grosse  Menge  merkwürdiger  Resultate 
und  die  in  demcielben  darchgehends  sich  kund  gebende  t^rosse 
Elögana  der  analytischen  Eotwicke^ung  und  DursUtllun^  Dieses 
W^  ist  daher  die  er^te  vollständige  analgetische  Geometrie  in 
grOsster  Allgemeinheit,  d.  b.  für  jede^  beliebige  achi^fwinkUge 
Coordinatensystem»  und  jedenfalls  .eine  der  bedeutendsten  nenero 
Ißrscbeinungen  auf  dem  Gebiete  der  mathematischen  Literatur, 
welche  von  allen  Mathematikern  und  Naturforschem  sorgfaltigst 
brachtet  zu  werden  sehr  verdient,  und  auch  iüngeren  Mathemati- 
kera,  die  bereits  einen  Cursus  über  anatytiscne  Geometrie  gebort 
haben,  Behufs  ihrer  weiteren  Ausbildung,  sehr,  zum  sorgfÜltigeD 
Stadium  empfohlen  werden  mnss.  Die  Uenet^chriiften  der  emzelaen 
Abschnitte  sind  folgende:  1.  Darstellung  der  Punkte  und  Richtun- 

Sen  im  beliebigen  Coordinatensysteme.  (Projeetionssysteme.  Coor- 
loatensysteme.  Doppelsysteme.  Besondere  Lagen  der  Rieh- 
tnngen  oder  Punkte.  Besondere  Coordinatensysteme.  Projectio- 
nen  •  durch  Coordinaten.  Verstellung  der  Coordinatensysteme. 
Centralcoordinaten.  Reduction  der  Projectionszahlen.)  fl.  Von 
der  Ebene  und  Geraden  im  beliebigen  Coordinatensysteme,  IH« 
Die  Corvo  und  Fläche  im  beliebigen  Coordinatensysteme  (Ebene 
Curven,  Krinnme  Flächen.  Doppelt  gekrümmte  Curven.).  Iv.  Von 
den  verschiedenen  Gestalten  der  Gleichungen ,  in  denen  die  krum- 
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neii  Linien  oder  PIftchen  der  zweiten  Ordnunean  veraehiedenen 
Coordinatensystemen  eicb  dentellen  lassen  (Ebene  Curven  der 
zweiten  Ordnung.  Krumme  Flächen  der  zweiten  Ordnung.  Ein- 
fachste Gleichungen  der  Flächen  zweiter  Ordnung.) 

lYir  wünschen  sehr,  dass  dem  von  uns  bocheeachteten  Herrn 
Vf.  recht  bald  die  nuthige  Müsse  zur  Herausgabe  des  zweiten 
Bandes  seines  ausgezeichneten  und  an  neuen  Resultaten  reichen 
Werkes  zu  Theil  werden  möge,  welcher  die  analytische  Mechanik 
einer  gleich  allgemeinen  Behandlung  wie  im  vorliegenden  Bande 
die  analytische  Geometrie  unterwerfen  wird.  Der  dritte  Band 
wird  den  eigentlichen  Untersuchungen  Aber  verschiedene  Gegen- 
stände der  MAlecnlat-Vhysik  gewidmet  sein. 

Es  gewährt  eine  grosse  Freude»  namentlich  in  jetziger  Zeit, 
ein  mit  so  grossem  Fieisse  und  so  grossev  Kraft  und  Mflbe  ^aus- 
gearbeitetes Werk  wie  das  hier  besprochene  vor  sieb  «lie^n- an 
«eben»  zu  dessen  Vollendung  weniffstens  in  einem,  und  zwar  stbi^ 
wichtigen  Theile,  wir  dem  Herrn  Vf.  von  Herzen  GIfibk  wfinscbeti.' 

Gv  •  •  •  . 

_  •  • 

Quelques  Th^or^mes  generanx  d*un  grand  usago 
dans  les  hantes  Mathematiques;  pur  M.  Breton<  (de 
Cbamp).  Paris  1849.  4».  (Eztrait  du  Journal  de  Ma- 
tbömatiques;    T.  XIII.  1848.) 

Mehrere  Mathematiker  haben  sich  in  neuerer  Zeit  mit  den 
Theoremen  von  Stewart  bescbäflCigt,  die  sich,  64  an  der  JSahl, 
in  der  seltenen  Schrift:  Some  general  theorems  of  consi- 
derable  use  in  the  higher  parts  of  uiathematics 
by  Mattew  Stewart*).  Edinburgh.  1746.  beschäftigt, 
da  Stewart  nur  fünf  dieser  Theoreme  bewiesen  hat,  und, 
sich  unter  denselben  auch  einige  falsche  oder  einer  Einschrän- 
kung bedürfende  befinden*  Diesen  Theoremen  von  Stewart  ist 
auch  die  vorliesende.,  aus  Liouvil1e*s. Journal  de  Matböma- 
tique's.  T.  XlII.  besonders  abgedruckte  Abhandlung  gewidmet, 
und  es  ist  zu  wünschen,  dass  auch  deutsche  Mathematiker  diesen 

S'ktzbn  von  Stewart  ihre  Aufmerksamkeit  schenken,  und  diesel- 
öh '  einer  gründlichen  Untersuchung  unterwerfen  mochten.  IHm 
Archiv  würde  dergleichen  Untersucnungen,  welche  die  mehr  er- 
wähnten Sätze  gewiss  sehr  verdienen,  gern  aufnehmen.  Die  Ab- 
handlung des  Herrn  Breton  de  Cbamp  hat  zunächst  nur  dea 
Zweck,  die  Falschheit  der  drei  Fundameatalsätze  Stewarts  nftch- 
suweisevi,  und  au  zeigen,  dass  dieselben  nur  in  den  in  ihren  Co- 
reliaren  ausgesprochenen  besonderen  Fällen  richtig  sind.  Unit 
seheint  eine  weitere  Untersuchung  auch  nach  der  vorliegenden 
Arbeit  nech  ganz  zeitgemäss  zu  sein. 


H( 


\ 
r 


*)  Stewart  Mar  iri7   bu  Rotli'^ay  in*  Schottland   geboren.  '«<tia 
«tarb  tu  Edinbitrg  den  23.  Januar  17^». 


TM 


Trigonometrie. 


Elementi  de  Trigonometrie  rectilique  et  sph^rique  parM.  De 
Ij8l«  et  M.  Oer^n*.    Seconde  Litton.   Paris  1848.  3  Fr.  60  C 


•    • 


Praktische  Geometrie. 

.Leiirbtcli  der  jprakttsclieft  Geomelrl««  .  V^rfasst. 
WPQ  Dr. JgTiaz  Lemo^»  Prof.  stfu  Lemberg..  fifsterBao^ 
Enlhalteodc  Mesaung  der  Linieu»  Thieorte^  B.eacb:rei<^ 
bang^  Reetifiea^tion  und  Geltranch  der  Wlotiäliiisiru- 
mente«  Mit  5  Kupfertafeln.  —  Zweiter  Band.  Enthal- 
tend: Die  Landesvermessung.  Theorie  des  Höhen- 
messens. Nivelliren.  Mit  5  Kupfertafeln. VWien.  1^49.  8* 
-2TMn  20.  Sgr. 

Ein  recht  deutlich  verfasstes  Lehrbuch»  in  ^em-sich  nameot-- 
lich  auch  die  Beschreibung  mancher  weniger  bekannter  kieloerer 
Instramente  befindet,  von  denen  man  öfters  zweckmässige  Anwen«- 
dvngen  macben  können  wird. 


KI  e  eil  a  n  I  k. 

•  j  *  *  ■  ,  ' 

4 
«  1 

Lehrbuch  der  Mechanik«  Von  Dr.  J.  P.^tocb*  ^rste 
Abtheilung.  Mechanik  der  festen  Körper.  Berlin  und 
Christiania.  1849.  &    1  Thir.  20  Sgr. 

Dieses  neue  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanü:  enthält  in 
eelner  bis  jetzt  vorliegenden  ersten  Abtheilang  auf  einem  verKtH* 
nlsSHiässig'  nnr  Meinen  Räume  eine  sich  durch  Ei^enthflmlieb^ 
fceit  auszeichnende  Darstellung  der  Hauptlehren  de«  Mechaiflk 
fester  Körper»  und  verdient  zur  Beaefatung  recht  sehr  enmfohlen 
Ztt  werden,  da  es  auch  viele  mit  besonderer  analytischer  Elegaas 
durchgeföhrte  Beispiele  för  die  allgemeinen  Lebren  und  Aawba* 
dangen  derselben,  namentlich  bei'm  Schwerpunkte,  den  Trägheits- 
momenten, u.  s.  w.  enthält.  Leider  müssen  wir  uns  ausser  dieser 
allgemeinen  Empfehlung  des  verdienstlichen  Werkes,  bei  dem 
noch  besonders  hervorzuheben  ist,  dass  es  von  einem  jüngeren 
sehr  ausgezeichneten  norwegischen  Mathematiker  in  sehr  fliessen- 
der  deutscher  Sprache  verfasst  worden  ist,  und  das  um  so  ver- 
dienstlicher ist,  weil  die  deutsche  mathematische  Literatur  nur 
•ehr  wenige  Werke  über,  analytische  Mechanik  besitzt,  begafigen, 
den   Inhalt  desselben   im   Nachstehenden    vollständig  anzugeben; 
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BnUr  Ah^ckidU.    Oe«etxe  des  Gle1cfi|;etvtcht!i   und  der 
Bewegung.  Gap.  1.  Wirfttragsweise  «nd  Mmass  der  KrSflei  Cap., 
II.     Zusammensetzuiie   und  Zerleeiing  der  auf  einen  Punkt  wir- 
kenden Kräfte.  Cap.  III.  Statik.  Bedingungen  des  Gleichgewichte 
eines  Systems  mit  einander  verbundener  Punkte,  deren  Verbin- 
dungen durch  von    der   Zeit  unabhängige  Gleichungen    zwischen 
Ihren  Coordinaten  aus^edrfickt  werden  können.  Cap.  IV.  Anwen- 
dungen,   a)  Gleichgewicht  eines  Punktes,    b)  Gleichgewicht  eines 
festen  K<irpers.    c)  Gleidicemcfar|  Meg^qKr  Systeme.   (Hier  auch 
von  den  Kettenbrfickeby.  Cap.  v.'  Keduction  der  Kräfte.  Cap.  VI. 
Centralpunkt»  Centralllnieund  Centralebene  der  Kräfte.   Cap«  VII. 
Anwendung  der  Theorie  des  Mittelpunktes  paralleler  KrSile  «auf 
schwere^ ^Kofper.  Cap:  VIII.  Anwendung  der  X^i^orie  der  Cen% 
traftinler^in^f  schwere  magneflscfte  Kfirper.    Cap.  IX.  DynaikiTk. 
Gesetze  der  Bewegung    eines  Syia^tems   mit   elhanoer  veilienÜe- 
ner  Punkte»  (lereii  Verbhidttilgen  durch  vmi^  der  Zeit  ualdMiähgife^e) 
Gleichungen,  aueg^drückt  wereeo  kOnneti.    Gap.  X.     Gesetze  der. 
Bewegung  eines  Testen  KurperB,     a)  Bewegung  des  Schwerpunktii. 
eines  freien   festen  Körpers  oder  eines  materiellen  Punktes.    6|. 
Trägheitsmomente  und  Hauptasen   der  Korper.     e)  Gesetz*  ..der: 
relatiiren  .Bew^gun«;   eines    testen  Körpers   in  Beziii;    auf  seinen 
Schwerpunkt.-»  Man  siebt  hieraus,  wie  viel  Lehrreiches  in  djesem 
besonders  auch,  wie  schon  erinnett  worden,  durch  Originalität  der 
Oefcstfellung  «lobaueMlehneiiden  Buche,  dessen  Fortsetzung  wir 
mit  Vtfla«geii   entgegen    sehen,  enthalten  ist.     Besoodeni  aoeh.* 
Cor  die  Anwendung  ki  der  mathematischen  Physik  ist  dieses  Buoh' 
von  Wichtigkeit ;  weniger  scheint  auf  die  Anwendung  in  der  phy- 
sischen AstroBonie  oder  Mechanik  des  Himmels    bei  Abfttssnng 
desseUien  Kiicksicfat  genommen  zu  sein. 


I . 


Praktiselie  Mdianlk. 


•  I 


..'Theorie  der;  Dampfitaaschinen  vom  Grafen  F.  JH.; 
G.  von  Pambour.  Aus  dem  Franz&^isehen  überset^zt 
und  mit  Anmerkungen  und  einem  Anhange  begleitet' 
von0r,  A.  L.  Crelle.    Berlin.  1849.  4.    6  Thlr. 

Durch  U^bersetoung  dieses  «wichtigen   Werkes,  welches  im 
Original '50  JPraMS,  also  in  Deutschland  16  bis  17  Xbaler  kostet«; 
b#t  .sich  <der  iierr  Uebersetzer  Jedenfalls ,  eip  gvasses  Vdrdittnrt^ 
isncntlicfb  um  die  Besitzer  seines  BaujouruaW,.  «n  dem  die  Uer' 
^Is  beseoderes  Werk  vorliegende  Uehemetzimg,  zuerst  TersohienHii 
ist,  erworben.     Aber  auch   wer  das  Baujournal  nicht  besitzt,  er- 
hält die  Cebersetzung  nun   zu  dem  höchst  massigen  Preise  voii 
6  Thir.    Die  Berichtigungen,  Ajimerknngen  und  Zusätze,  welche 
der  U€A>eMBtaiiiig  der   Herr  Uebersetzer}. heigefflgt    hat,    verlei- 
hen dkArsethen  aoeh  einen   besendem  Vorzug  vor  dem  Orvginide, 
und  empiehieif  wir  daher  diese> Uebersetzung  alten  denen,  weiche 
sieb  för  das  dulnpfniasebiiiefiweseit  interessiren,  angelegentlibhst. 
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Rapport  et  M^ojm,«iif.  le.noaveaH  iSystime  d'^elu^e  i^^flot- 
teur  de  M/O.    Girard^  par   iVL  PoQqeJet.     Paria,   1845,    4«". 

e  Fr: 
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Astronomie. 

•  I  ■  •    »  ■ 

k 
j  "  »  "  I        •  ' 

i_^  I  ,  ^  ■  ■ 

Daa  ao  eben  erschienene  • 

K^rsänzuD^slieft  zu  den  astronpfniachenNacbrlchiteiu 
VomUerausgeber  der  aatronomiadben  Naohrichten.  AI* 
tona,  1849.  4.    3  Tbir  10  Sgr. 

enthält  unter  rielen  anderen  werthvoUen  Aufsätzen  einen  Aufsatz, 
auf  den  wir  der  grossen  Wichtigkeit  'd^s  Gegenstandes  und  des 
allgemeinen  Interesses  wegen,  wejches  derselbe  iioth wendig  in 
Anspruch  nehmen  niuss»  die  Leser  des  Archivs' "besonders  'auf- 
merksam machen  müssen.    Dies  ist  der  Aufsatz:    '  -^ 

Beitrag  zur  Geschichte    der    Meptuns-Entdeckua^ 
Ton  Bernhard  von  hindenau,     S.  1— 31. 

In  dfe»em  AnfWatze  wird  mit  ungemeiner  Kiarireit  und  der 
gross  ton  Sachken  ntniss  die  Geschichte  der  Neptuns- Entdeckung 
von  ihren  ersten  Anfangen  an  erzählt,  und  mtt  grossef  Deutlich* 
keit  der  Weg  vollständig  nachgewiesen ,  welcher  zu  derselben" 
fj^hrte  und  consequenter  Weise  nothwendig  führen  musste»  insber 
sondere  auch  u.  Ä.  erwähnt,  dass  Bessel  während  seiner 'Am 
Wesenheit  in  England,  bei  einer  Unterredung  mit  Herschel  (12. 
Juli.  1842^  auf  den  Grnnd  eigner  Untersuchungen  versicherte, 
dass  die  Gesammtheit  der  Uranusbeobachtungen  durch  die  Stö- 
rungen der  altern  Planeten  allein  nicht  dargestellt  werden  könnten 
und  HerscheTs  vermuthete  Einwirkung  eines  annoch  unbekann- 
ten Planeten  bejahend  mit  dem  Hinzufügen  erwiderte:  „dass  er 
diese  Untersuchung  noch  nicht  vorffenommen.'habe,  allein  vorzu- 
nehmen gedenke''  auch  unterm  12.  November  1842.  an  Herschel 
schrieb:  „en  souvenii;  de  notre  conversation  d^  Coll^.n^wood 
je  vpus  annonce,  qua  je  h'oublie  pas  Uranus."*)  Ausser/de^  all- 
p;etneinen  Erzählung  der  Entdeckung  des  Neptun  sind  al^er  sMjqh 
m  diesem  höchst  lehrreichen  Aufsatze  die  Ansprüche,  welche 
Frankreich  (Leverrier**)),  England  (Adams)  und  Dieufschlaiid 
(Oalle)  an  dieser  Entdeckung  zu  machen  haben,  mit  d^  gröbs- 
ten.Umsicht  und  tiefsten  Sachkenntniss  gewürdigt,  ho  dass  Wfr 
den  hoclH^erefarten  Vf^  *  dieses  Aufsatzes  nur  bewundert!  k^no^n, 
wfe  es  ihm  rodglicht'  gewesen  ist,  In  seinem  höhen  Alt;ßr,''  ttiid 
nachdem  er  eine  lange  Reihe  von  Jahren  durch  die  wiehtigbteii' 


.    ^)  M.  vergl.  Archiv.  Tbl.  XIH.  Heft  2.  S.  146. 

.  *^)  Da«t  in  mathcmatisc^i  er  Rückticht  banptoächlMk  die  Ute*; 
^ebroDg  da«  Sterusgeprobleme,  die  wohl  L'everrier  alMn  |^ 
bürea  dürfte,  adec  wenigeten«.  von  ihm  soersft  versucht  worden  ie#i  ^ren 
Wlcji^gkf^it.J^t.  ^ird  niit  Re^bt  b^conder«  har,vurg^»||ciif,  ,;]>/ 
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SteelnSitter  dem  SludiiiiD  der  Astronomie  i^ohl  grSsstentbeib'  eot- 
fremdet  gewesea  tßt,  nad  zu  demselben  nur  erst  seit  w^enigeo 
Jahren  wieder  die  nothiee  Ruhe  gefunden  hat,  alle  neuereu  Ar- 
beiten auf  dem  Felde  diesW  Wissenschaft  in  einer  solchen  Aus- 
dehnung* «lidnit  einer '«d  tiefen  Erfassung  zu  rerfolgen.  "Wir 
machen  deshalb  nochmals  die  Leser  des  Archivs»  die  sich  Dir 
die  genannte  wiehtiffe  EJotd^ckung  interessiren  —  und  wer  sollte 
dies  nicht!  —  auf  oiQ,  iforliegende  Abhandlung  dringend  aufmerk- 
sam; denn  nirgends  werden  sie  sich  eine  so  gründliche 'Ken'ntniiss' 
nod  ia&  9ieHtige  Binisieht  in  die  Lage  der  Sache  verschafen  icOn- 
neii  nie  hier,  ' 


Physik/ 

Repertorium  der  Physik,  Eine  Zusammenstellung  der  neu- 
eren Fortschritte  dieser  "Wissenschaft.  Band  VIII.  Enthält:  Gal- 
T&tiismus,  von  W.  Beetz.  —  Akustik;  von  A.  Seebeck.  — 
MSt  twei  Flgurentafdn.    Berlin.  1849.  8.    3  Thir. 

A  Treatise  on.Ueat  Part  I.  The  Thermometer^  Dilatation: 
Cbange-  of  State;  and  Laws  of  Vapours.  By  the  Rev«  Robert 
V.  Dlxon,  A.  M.,  FeUow  and  Tutor  of  Trinity  College,  Dublin» 
and  Erasmus  Sroith's  Professor  of  Natural  and  Ezperimental  Pht- 
l4W9pphy.  (So  eben  er«t  erschienen»    Price  I2s.  6d.) 

'    l^tudes  sur  FA^rostation .  pär  M.  Edmond  Marey-Monge. 
Paris.  1847.  S9.    10  Fr. 


*  '  ■     -  .  • 

TermlBClKte  Schriflen. 

'  Aus  den  Abhandlungen  der  mathematisch -physischen  Klasse 
der  K5ni|^iich  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  2u 
Leipzig  liegen  uns  besonders  abgedruckt  vor :  * 

.A.  Seebeck:  Ueber  dieQuerschwingangen  gespann- 
ter nnd  nicht  gespannter  eiaslis-cher  Stäne.  Lei^pajig.. 
1849.  10  Sgr. 

C.  F.  Maumann:.  Ueber  die  cyelocentriscbe  .  Gon- 
cb^spirale  und  über  das. Windungsgesetz,  von. Pla.nor- 
bis  corneus»    Leipzig.  1849.    10  Sgr. 

*'  P.A.  tJatisen:  1.  Allgemeine  Auflosung  eines  l>elicbl- 
gi^n  Systems  von  linearischen  Gleichungen.  11.  Ueber 
die  Entvrickelung'der  Grösse 

nach  den.Potensei^  von  «*    Leipzig.  1849.,. 12  S^r^    ]    ; 
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'  A.  F.  MTihiH«:  üebiir  diV  Grün «I formen  der  Linien 
d<er  dritten  Ordnung.    Leipstg;  1849.    !24  Sgr. 

'Das  erste  Heft  der  Sitzungsberichte  Von  1849  enth&U: 

/AV.  Weber:  Bemerkunge«  mn  Neanafias  Tthmatke  im- 
da Givter 'Ströme. 

.    Lehmann:  U  eber  einige  quantitative  Verhältnisse  » 
die  den  Ve.rdauung6proce6s  betreffen. 

Fe>chn.er: .  Uebeir  4ie  mathiematisdie  BehaiBdlun^ 
organischer  Gestalten  und  Processe.  (Ein  sehr  iebneit- 
eher  und  lesenswerther  Aufsatz,  den  wir  solchen,  welche  in  der 
angegebenen  Richtung  die  Mathematik  anwenden  wollen,  sehr  zur  Be- 
achtung empfehlen.  J)er  Herr  Vf.  redet,  wie  sich  von  einem  solchen 
Manne  erwarten  liess,  im  Allgemeinen  der  Mathematik  sehr  das 
Wort.'  Auf  S.  57.  findet  sich  in  einer  Note  die  folgende  interes- 
sante Bemerkung,  die* wir  deii  £esern  des  Archivs  voUständi|( 
mittheilen: 

.,Da  vielleicht  Jemand  Veranlassung  nehme«  konnte,  die  Eier 
ausfuhrljcheren  Dnterj^uchuneen  in  Beziehung  auf  ihre  Gestalt  zu 
unterwerfen,  so  tbeile  ich  die  von  Steiner  aufgefunclene  Formel 
nach  seinen  mir  mündlich  segebenen  Notizen  gelegentlich  mit 
Sele^'  itünd  v  die  Radti  veclores  einer  fillipse,  e  eine  contflante 
Grosse^  so  Ist  die  Gleicining . der  £llipse  bekanntlich  n+^^rse; 
die  dck*  Eicofve  aber  ist  u  +  mv^^e,  wo  m  auch  eine  Constante 
ist.  Die  E^curve  unterscheidet  »Ich  also  bloss  darin  von  der 
Ellipse,  dass  statt  der  Summe  der  helden  Radil  vectores  die 
SuAii^a  ieA  einen  und  eines  bestimmten  Verhältnisstheiies  vom 
andern  eine  constante  Grosse  ist.  Jenachdem  m  «ad  c  und  dar 
Abstand  der  Brennpunkte  verschieden  gewählt  werden,  entstehen 
verschiedene  Eicurven,  und  nach  diesen  verschiedenen  constanteo 
Werthen  würden  sich  dann  möglicherweise  die  Vogeleier  unter  ver- 
schiedene Klassen  stellen.  Steiner  sagte  mir,  dass  er  durch 
Tatonnement  die  Coincidenz  eines  Eies  (wenn  ich  nicht  irre» 
Truthahneies)  mit  einer  unter  diese  Formel  gehörigen  Curve  (wie 
ich  mich  zu  erisoers  glaulfte»  ßir  den  Wertk9i=2)  bewährt  habe. 
Umfassendere  und  methodisch  angestellte  Versuche  würden  aber 
sehr  erwünscht  sein.  Transforroirt  mai^.die  obige  Gleichung  für 
rechtwinkllgfi  Coordinaten,  so  stellt  sich  der  viert»  Gra^d  de;r  Gleif 
chung  leicht  heraus.*'  '■       . 

The  Gamhridgef  and  D'ubrrn  muthemaiieal  JeurnaL 
Edited  by  W.  Thomson,  M.  A.  F.  R.  8.  E.  V^ergl.  Lite- 
rar.  Bericht.  Nr.  XLIX.  S.  688. 

No.  XXI;  On  Attractions,  and  on  Clairaufs  Theorem.  Bv 
G.  G.  Stokes.  Contiimed.  ^  Notes  on  Hydrodynamles..  VI. 
—  On  Waves.  By  G.  G.  Stokes.  -«^  On  tbe  Problem  to  Determlne 
In  Maynitudep,  {rosition^  an^  Fi^e«  the  Snrface  pi  the  Second 
Order  with  passes  troiurh  INine  giyenPoints.Hy. Richard  Town». 
send.  ^-  On  the TripleTangent Planes toaSur face 4>f the Tbir^Ora^t) 
By  theRev.  George  Saln^on. -7-  Ob  tbe  Symbol ical  Value  of  the 

Integral /a:-^ da?.    By  the  Re'v.  William  Genter.  -^    Singular 

AppUcati6n  of'Geometry  ef  ThriB^  DiMsiisiens  t6   a   Plliile  Pro- 
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bto». '  By  4^  W.  HteaTK  —  Note  on  A^  Ibitioii  of  RbtetiMi  ol 
a 'Solid  oi  EevdvtiMi.  B^  Arthur  C^ley.  —  On  a  Systeme- 
of  EquatMü  connected  mth  Matfattis  nokmt,'  aiKf  on  anelbei^ 
Algebraical  System.  By  Arthur  Cayley.  (Diese  Abhandlung 
hei«eftsiditigt  Uem  €.  Adlaviii  S«hHft:  Das  Malfattrsche 
Prol^te«i  neo  ge49st  von  C.  Adams.  Wintefthur,  1846. 
4.  M.  s.  liitforar.  Ber.  Nr.  XXX.  8.  45L).  —  On  the  Mathemafti- 
cal  TiMory  of  Electrii^ity  in  EquKilbrium.  V.  Effects  vf  Etectrical 
hfioence  on  Internal  Senerical,  and  6n  Plane,  Condiicting  Surla- 
een.  By  William  Tnomnon.  -^  Matfaematical  Notes:  On  the 
difcrent  IHibKshed '  Demenstratitfns  ef  PascaVs  Hexagramme.  By 
T^lfomns  Wedd^«.  —  Comoarison  of  Expressfdns  Ibr  CirCDlar 
odd' Elllptle  Fmicliens  in  Centinued  Pract^s.  By  €.  J.  Matm- 
sl-^n. -^  Sur  rintagration  des  Equätlons  Dlff^rentielies  Lin^aires; 
PttrO.  J.  Ma4mst<ln. 

^0.  XXll;  Witt  be  publi^bed  en  the  ist  bf  Febniaty,  18M):> 

SitKungsbcricfatc  der  kaiserli'cbea  Akaderove  iilbr 
Wissenschiaft'en    so  Wiefi.  (8.  'Literar.   Ber«  Nr.  XL IX. 

8.687*)..         • 

:  Ja^hrgang  1849.  Pebxuar-.Heft.  S.  57.  Hauer,  Bericht 
dt>6af.4lie  v^n  den  Regierungen  verschiedener  Staaten  iintemomme- 
nen  Arbeiten  zur  gaologischen  Durchforschung  des  Landes  (Eng- 
land). • —  8.  96.  Fortsetzung  des  vorhergehenden  Berichts,  Kuss-, 
land  und  Frabkreich  betreffend.  Wenn  aucli  weniger  in  den 
Kreis  unserer  Zeitschrift,  gehurend ,  luhren  wir  die  beiden 
vorhergehenden  Berichte  ihres  allgemein  interessanten  Inhalts 
wegen  biet  doch  an.  —  8.  165.  Ettingshausen,  Beitrag  zum 
Beweise  des  Lehrsatzes  vom  Parallelogramme  der  Krftfte.  — Wir 
haken  dieses  jBeitras  zu  den  Beweisen  des  Satzes  vom  Paratlelo* 
gramme  der  Kräfte  für  so  bemerkenswerth ,  dass  wir  das  Wesent- 
liche daraus  den  Lesern  des  Archivs  im  Folgenden  mittheilen  wollen. 

A>ofessor  v.EttiogshaaseD  überreicht  nachstehenden  B^i* 
t^agzum  Beweise  des  Lehr  Satzes  ve^mParalle|ogra«i4¥i^ 
der  Krfifte:  .  ^ 

Die  Zusammenstellung  der  Materialien  zu  einem  I^rvortrage 
der  analytischen  Mechanik  lenkte  meine  Aufmerksamkeit  kürzlich 
wieder  auf  die  Bewetsföhnmg  für  den  Lehrsatz  vom  Parallel 
gramme  der  Kräfte.  Offenbar  verdienen  strenge  und  ijUrect^  Beweise, 
vor  solchen  den  Vorzug,  worin  willkührliche  voranssetzungen  oder 
fremdartige  Hilfsmittel  angewendet  werden.  Darum  halte  ich  es, 
wenigstens  in  einem  streugivissenschaftlichen  Lehrgebäude,  nicht 
fiir  angemessen,  die  Zusam^neiiBetzung  der  Kräfte  auf  die  Zusam- 
mensetzung der  Bewegungen  zu  gründen,  denn  dieser  Vorgang 
nOtbiget  zu  einer  Annahme,  deren  man  auf  dem  rein  statiscbea 
Felde  nicht  bedarf.  Eben  so  haben  in  meinen  Augen  die  Be- 
weise toinen  geilngeren  Wertb,  in  welchen  die  Zusammensetzung 
der  an  einem  MiiehisehaftKchen  Angriffspmikte  aikgebraeMen 
Krifte  aus  ihrer  Wirkungsweise  an  einem  Hebet  <(der  An  einem 
Systeme  nnverändeifich  mit  einander  verbundener  Punkte,  auf  die 
man  die  nrsprfln^licb  gegebenen  Krfifte  versetzen  kann,  erseblos« 
sen  wird,  weil  die  Kesnltirende  zweier  anf  einen  Punct'wMceoder 
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Kräfle  fKshon  gegeben  M,  wenn  auch  nur  ill^er  einlzige  Pwskt 
eztstirt^  daher  die  Vorstelking  anderer  mit  ihm  Terknfipfter  Punkte 
dorchaue  nicht  von*  der  Natur  der  Sache  geboten  erscMiat. 

Wir  besitzen  mehrere  durch  die  seharüiinDigsIeD  Weodungeo 
«jeh  auszeichnende  Beweise  für  den  Satz  vem  KräftennaraUelo- 
gramm,  gegen  welche  die  so  eben  auagesprocbenen  Varwfirfe 
nicht  geltend  gemacht  werden  konnee^  welche  Beweise  daher  als 
genügend  scharf  betsacbiBt. werden,  miiesen«  Maines  Erachtai&s 
föhren  diejenigen  am  kfyxßBtea  .zum  Ziele,  welche  mit  der 
ZusammensetziHig  zweier  unter  einen  rechten  Wmkel.  auf 
einen  Punkt  wirkender  Kräfte  beginnen.  Die  Grdsse  der  Reeul- 
tirenden  ergibt  snch  sogleich  durch  eine  bOchst  einfache  scboo 
vor  langer  Zeit  von  Lambert  erdachte  Betrachtung ,  deren  sich 
auch  La  place  in  der  M^canique  Celeste  bedient.  Zur  Nacbwei- 
MUng  der  Bichtung  d^  Resultlrenden  aber  betreten  die  zwd  ge- 
nannten grossen  Mathematiker  gänzlich  verschiedene  Wege,  und 
dabei  nimmt  der  Erstgenannte  bloss  die  Elemente  der  AJathema- 
tik  in  «Anspruch,  während  der  Andere  den  höheren  Caicul  ge- 
braucht. Ich  habe  in  meinen  Anfangsgründen  der  Physik  versucht 
dem  Lambert*schen  Beweise  durch  eine  eigenthfimliche  Ein- 
kleidung eine  noch  grossere  Einfachheit  zu  geben;  mittelst  der 
von  mir.  gewählten  Construetion  lasst  sich  aber,  wenn  die  Zuhilfe- 
nahme des  hohem  Caiculs  gestattet  ist,  eine  Dedüction  zu  Stande 
bringen,  die  mir  besonders  geeignet  scheint  in  einen  Lehrcurs 
der  Mechanik  aufgenommen  zu  werden«  dem  der  Vortrag  der  Dif- 
ferenzial-  und  Integralrechnung  vorangeht.  Diese  Dedüction  will 
ich  nun  auseinander  setzen. 

Es  bandelt  sich  hier,  wie  gesagt,  bloss  um  die  Angabe  der 
Richtungder  Resultirenden  zweier  unter  einem  rechten  Winkel 
auf  einen  Punkt  wirkender  Kräfte. 

Da  bei  gleichraässiger  Vervielfältigung  der  Kräfte  die  Re- 
sültirende  sich  ohne  Aenderung  ihrer  Richtung  in  defnselben  Masse 
vervielfähtgt,  so  wird  di«  Lage  der  Geraden,  längs  welcher  die 
Resultirende  wirkt,  lediglich  durch  das  Verhältniss  d<0r  Kräfte  be- 
stimmt. Sind  also  P,  Q  die  GrSssen  der  beiden  Kräfte  und  be- 
zeichnet a  den  Winkel,  den  die  Richtung  ihrer  Resultirenden  R 
mit  der  Richtung  von  P  bildet,  so  ist  a  eine  gewisse  Function 

des  Quotienten  -p  und  man  kann  daher 


.=KI) 


setzen. 


Man  denke  sich  an  dem  gegebenen  Angriffspunkte »  senkrecht 
gegen  die  Richtung  von  £  und  nach  der  iSeite  hin 5  auf  welcher 
die  Richtung  von  ^  lieet,  irgend  eine  neue  Kraft  jS  angebracht 
und  bezeichne  den  Winkel  z^nlM^ben  der  Richtung  der  Resultiren- 
den ü  der  sw^i  Kräfte  R  und  S  und  der  Richtung  von  R  mit  ß, 
so  ist  auch       '  ,. 
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Die  Kraft  5  kann  als  die  Resaltirende  zweier  Kräfte  betrach- 
tet werden,  wovon  die  eine  (t  nacl^  der.  RiehtaogYon  Q  und  die 
zweite  R  der  Richtung  von  P  c^erade  enteegengesetzt  wirkt  Nach 
Obigem  erscheint  ü  als  die  Resultirende  von  P,  Q  und  S,  mit- 
hin auch  als  die  Resultirende  der  auf  den  vorhandenen  Angriffs- 
punkt unter  einem  rechten  Winkel  wirkenden  Kräfte  P—  P  und 
Q+ft,  und  es  macht  die  Richtung  dieser  Resultirenden  mit  der' 
Richtung  der  ersten  Kraft  den  ¥ankel  a-^ßi  demnach  besteht 
Ae  Gleichung 


*'=f(^)- 


Die  Richtungen  der  Kräfte  S,  (t,  P*  bilden  genau  dieselben 
Winkel  wie  die  Kichtungen  von  Ä,  P,  Q,  mithin  stehen  erstere 
Kräfte  in  denselben  Verhältnissen  wie  letztere,  d.  h.  es  ist 

PiQz^Q'.PzsSiB 

woraus 


P=  -g"  und  Qr=  ^ 


Xo(gt.    Diese  gibt 


i 


Q  S 

iSs  sei  nun  zur  Abkürzung  p=^  und  ]g=y>    so  wird    nach 

obigen  Gleichungen 

«=/(ar).  /»»/(y)  und  «+(J=/'(jij-^) , 
mithin 

Diese  Gleichung  führt  >  zur  Kenntniss  der  Form  der  Function 
f.  Zu  diesem  Zwecke  differenzire  man  die  Gleichung  >  Indem  man 
einmal  die  eine^  das  zweite  Mal  die  andere  der  beiden  von  ein- 
ander unaMlftng(g«ii  CMssen  a:,y  9h  veränderlich  heiiandeH;  mm 

crbfilt,    -lj^=r(a!)  gcetat.  ..      .   ;    , 


\ 

Da  nrnchen  x  i|nd  y  kct«  ZosAniiBCiiftang  obwaltet»  so  kasn 
diese  Gleichung  nicht  bestehen,  wofern  nicht  jede  Seite  dersel- 
ben sich  auf  eine  und  dieselbe  beständige  Grösse  redocirt.  E« 
sei  A  diese  Constantey,  so  ist 


Hiernach  vst' 


4Mler 


\i+a;^)r(^)==^ 


/^<^>=r^' 


mithin 


PAdx 
f{x)  =  /  \jL^  ^^ ^ •  *^*' tang. X  +  Const. 

Denkt  man  sich  die  Kraft  Q  hinwegeenommen »  so  fUlt  R 
mit  P  zusammen  und  a  geht  In  0  über,  tür  ar:=rO  hat  man  ab» 
/(.t)  =  0,  daher  verschwindet  die  durch  die  Integration  eingefährte 
Constaute  und  es  biei||bt 

",  f{x)  =  A.  arc.  tairg.  x. 

Lfisst  man  aber  P=0  sein,  wodurch  A  mItQ  xasammenßlllt, 
so  wird  a=  ^  9  mitbin  .geht   bei   der   hier    gemachten  Aneahme 

xzzzQo    die  Function  f(x)  in  -»  über.    Diess  gibt 

'  (^  j-=i^.arc.  tang.  00  5=^.5- , 

woraus  ^^1  folgt.    Hiedurch  erhält  man  endlich 

^ 

/'(är)=;atctapf,«,  .    ^ 

eder<ting.a  c&^» 


w«khf9»  Beadlat  auf  die  aüt  dar  DarsteUuiig  .de«  Kr^ikenparaiM** 
[rammes  verknüpfte  Constructf 
ler  vorhandenen  Kräfte  führt. 


Srammes  verknüpfte  Construction  der  Richtung  der  R60iiltire<ideD 
ei 


B#i  diMe»  i)«iltifltioii;  i«tl  .,wf* -m«»  Hhbti  tm  B^imnmig 
4er  Rjchtoog  jd^  |le4aUi»en4€»  4er  fi^ebenM  KiüO»  fü^.lieMft- 
MB  der  (iKkMS».  dieser.  Be^ltireMl^n.  webt  ^rCördetlioh.  B»  Juit 
also  gleichgiltig ,  ob  der  Vortrag  mit  der  Bestinimaog  .deiiGfutoe 
oder  der  KichtuDg  der  Resultireoden  beginnt. 

Jairgaag  184&.  M&rs-Heirt  S.  159.  StampUr:  Ueber 
deik  ßebfaach  der  SiiveUir-lnstmniente  an*  der  W erkat&tte  •  des 
k.  k.  polytechDischen  Instituts  auf  wissenaebaftlicken  ReiseiL  -^ 
SL  17Ö.  Schrutter;  Commissionsbericht  (d.  H.  Baujngactn^«  Et- 
tlngshausen,  Konirek / 'Stampfer  und  Sdhrufter)  ujber  die  in  def 
osterir.  Monarchie  van  .  Seite  aer  k*' Akademie  zu '  veranlassenden 
meteoroToglscIien  fieobachtangenJ  -^  S.  208.  Stampfer*«^  Me- 
thode der  Visirüag  der  Fässer  vom  k.  k.  Ministerium  ftir  Handel 
etc.  der  Akademie  sur  Begutachtung  zugewiesen.  —  8. 221.  Stamp- 
fer: Vorschlag  eines  Barometers,  welches  den  mittlere  Baroma- 
levstand  für  beliebige  Zeitporioden  angibt, 

Jahrgang  1849,  April-Heft  S,  227.  Stampfer:  Dto/- 
Stellung  einer  möglichst  brauchbaren  geomieitritoeheii  Visinnetbod^ 
für  Fässer.  —  S.  247.  Boguslawski;  Schreiben  an  die  Akade- 
mie (die  vorläufige  angenäherte  Parallaxenbestimmung  der  Sonne 
betreffend).  —  S.  249.  Doppler:  Ueber  eine  bisher  noch  unbe- 
nutzte Quelle  magnetischer  Declinationsbeobachtungen.  —  S.  261. 
Columbus:  Magnetisches  Observatorium  zu  Linz  und  Kirch- 
schlag. —  S.  267.  Pierre:  Ueber  das  Spannkraft- Maximum  der 
Dämpfe  in  der  Luft.  ~  S.  273.  Prechtl:  Ueber  sein  Werk: 
„Untersuchung  aber  den  Flug  der  Vögel.''  —  S.  276.  Prettner: 
Meteorologische  fieobadituttgen  zu  Klagiettfnrt  ^-  S.  276.  Stein- 
heil: U€%ber>  seine  neueren  Arbeiten  zur  Etzielung  genauer  Nor- 
malgewicbte.'   Üeber  das  Centrifugal-VTurfgeschoss. 

'  '  Jahrgang  tSM.  Mai-Heft  S.  201.  Stampfer:  Ueber 
die  in  Preossen  üblieh«  Visir-  Methode  liir  Fässer.  -^  S.  29S. 
Bairiftgarlmer?  Ueber  die  Leitkraft  der  Erde  fOr  Electricität.  ^ 
S«  312.  V.  Ettings hausen:  Beriei^t  über  Peches  Abhandlung 
über  Integration  irrationaler  Differentialformehi.  —  S.  322.  Dopp- 
ler: Ueber  ein  Mittel  die  BrecboiiGr  der  Scbatlstrahlen  .experimeib> 
tdl  nachzuweisen  und  numerisch  zu  bestimmen.  —  S.  347.  Kreil: 
Abhandlung^  über  den  Einfluss  der  Alpen  auf  die  Aeusserungen 
der  magnetischen  ErdkjräR. 

Avszng  aus  den  8tt&niig«*»Protokellen  dms  Natur- 
irlsseDsehaftltehen  Vereins  In  Halle.  (Erstee  Jahr  Tom 
Jnni  IMS '^  Juni  1849.)  Mit  einer  lithegr.  TafeL  Hali^ 

Diese  Sitzungsberichte  einer  naturwissenschafllichen  Privat- 
gesellschaft, welche  neben  der  älteren  natnr  forschen  den  Geseif- 
Schaft  in  Halle  sich  gebildet  hat,  geben  ein  sehr  erfreuliches  Bild 
von  dem  Wirken  dieser  Gesellschaft  und  verdienen  allgemein  beachtet 
zu  werden.  Es  istin  diesen  Beilthtnn  ausser  vielen  Interessanten  klei- 
neren Notizen  auf  8. 1  — S.  14.  und  S.  15— S.  21.  auch  eine  grossere  Ab- 
handlung des  Lehrers  Herrn  Hellwig  Ober  die  Gesetze  der 
Blattstellung  abgedruckt,  welche  auch  in  mathematischer  Rflck- 
sieht  vieles  Interessante  darbietet,  und  Jedem  empfohlen  werden 
kann,   wer  sich  in  möglichster  Kürze    eine  genügende  Kenntnis« 
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der  in  dieser  Abblmdluiig  besprodleiieD  matfcematteeliieii  Gesetse 
iev  Blattstelluiiff,  eine  Lehre,  t«  der  bekanntlich  C.  Schimper, 
A.  Braun,  C.  F.  N  an  mann  ii*  A.  den  Gmnd  gelegt  haben,  ver- 
echafbn  will. 

.  • 

The  American  Journal  of  Science  and  Arts.  Con- 
ducted  by  Professors  B.  Silliman  and  B,  Silliman,  Ir«, 
and  James  D.  Dana.  Second  Series.  Vol.  VI.  November. 
1848.  New  Heaven.  8. 

111.  On  the  Orbits  of  the  Asteroids;  by  B.  A.  Gould.  --  V 
ObjectioDs  to  the  Theories  severally  of  Franklin ,  Dufay  and  Am- 
pere, with  an  Effect  to  Explain  Electrical  Phenoniena  by  Stati- 
cal  or  Undulatory  Polarization ;  by  Prof.  HobertHare.  —  XIX. 
On  a  Kew  empirical  Formul.a  for  ascertainingthe  Tension  of  Va- 
por  of  Water  at  any  Temperature;  by  J.  TH.  Alexander.  — 
aXII.  Kesults  of  Analytical  Researches  in  the  Neptunian  Theory 
of  Uranus;  by  Enoch  F.  Bu'rr.  —  XXIX.  (Fortsetzung  Ton  Nr. 
XIX.).  —  XXX.  Consideratkms  on  the  Divietbility  of  llagnltade ; 
by  J.  H.  Alexander. 

Die  übrigen    Abhandlungen   sind    grösstentheils    chemischen 
und  geologischen  Inhalts  und  geboren  daher  nicht  in  den  Kreis 
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Institut  national  d^  Franee. 
Grand  prix  de  lUaih^aiiquet  a  dicerner  en  1850. 

.  Les  ibuKvaux.  ri^cents  de  plusieurs  g^am^tres  ayant  mmen^ 
ratteniioA-  anr  le  demier  thäoröme  de  Fermat»  et  avane^  notable^ 
ment  :la  qoestiott«  mreroe  pour  le  cas  g^iöral,  rAcadteie  propese 
de  lewer*  les  derni^res  dulicult^s  qui  restent  sur  ee  sujet.  £Ue 
met  donc.  äu  concours  pour  le  grand  prix  de  Hathi^matiques,  k 
d^erner  eu  1860,  le  probUme  suivant:  ! 

'  TröDver  pour  un  exposant  entier  quelc&ngue  n  les 
Solutions  en  nombres  entiers  et  in^gaqx  de  1  <$quatloii 
^•f  ^=2">  ou  prouver  qu'elle  n'en  a  pas. 

Le.  pfix  conststera  en  uoe  mMaiUe.  d'or  de  la  valenr  de  trois 
.•mille  ft-aacs.  Les  Mitoioires  deriont  ^tre  amr^s  au  Secretarlat 
de  TAcademie  avant  le  ier  octobre  1880.  Ge  terme  est.de  ri- 
gueur.  Les  noms  des  auteurs  seront  contenus  dans  un  billet 
eachete«  qui  ue  sera  ouyert  que  si  la  pl^ce  est  couronn^e. 
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